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INTRODUCTION 


Dans le tome 1 du Cours de mathématiques supérieures en cinq 
volumes que nous avons entièrement révisé sont exposées les bases 
de l'analyse mathématique. Nous avons jugé utile, vu quo dans les 
tomes suivants nous rencontrerons sauvent des questions d'ana- 
lyse moderne suffisamment comploxes, d'insérer à la fin du $ 2 
(chapitre 1), après la théorie des limites. l'exposé de la théorie des 
nombres irrationnels et son application à la démonstration dos 
critères d'existence do la limite et des propriétés des fonctions 
continues. Nous y donnons aussi La définilion rigoureuse et l'étude 
des fonctions élémentaires. Au chapitre V, vousncré aux fonctions 
de plusicurs variables, nous donnons {a démonstration de l'existenco 
des fonctions implicites. 

L'exposé cest conduil de telle manière que lu partie on gros ca- 
raclères peul être Ine indépendamment. Nous avons rapporté on 
petits caractères les exemples, cortaines questions complémentaires, 
tout le développement théorique que nous avons mentionné plus 
haut, ainsi que les derniers paragraphes du chapitre IV dont le 
contenu est d’un niveau Lhéorigue nettement supérieur. 

Ce manuel est destiné anx élèves des Facultés de physique cL 
de mathématiques, ainsi qu'à ceux des écoles techniques supérieures. 


V. Smirnov 


Chapitre premier 


DÉPENDANCE FONCTIONNELLE 
ET THÉORIE DES LIMITES 


I-1. Grandeurs variables 


1-1-1. La grandeur et sa mesure. L'analyse mathématique trouve 
sa signification fondamentale dans plusieurs sciences et, notam- 
ment, dans les sciences naturelles et la technique. A l'encontre des 
autres sciences qui s'intéressont chacune à un aspect déterminé du 
monde qui nous entoure, les mathématiques touchent aux proprié- 
tés les plus générales qui se rapportent à tous les phénomènes acces- 
sibles à la recherche scientifique. 

L'une des notions fondamentales est la notion de grandeur et de 
mesure. Le trait caractéristique de la grandeur réside dans le fait 
qu'elle pout être mesurée, c'est-à-dire par un moyen ou un autre 
comparée à une grandeur déterminés du même ordre, prise comme 
unité de mesure. Le proccssus de comparaison dépend des caractéris- 
tiques de la grandeur recherchée et s'appelle La mesure. On obtiont 
un nombre, qui exprime le rapport de la grandeur étudiée à celle 
prise comme unité de mesure. 

Toute loi de la nature nous donne un rapport entre des gran- 
deurs, ou, plus exactemont, entre les chiffres exprimant ces grandeurs. 
Les chiffres et les différents rapports qui existent entre oux font 
justement l'objet de la recherche mathématique, indépendamment 
du caractère concret des grandeurs ou des lois qui nous ont amenés 
à ces nombres et rapports. 

Ainsi, à toute grandeur correspond le nombre qui la mesure. Mais 
co nombre dépend essentiellement de l'unité, prise pour la mesure, 
ou échelle. Lorsque cette unité augmente, le nombre qui mesure la 
gcandeur considérée diminue ct, inversement, ce nombre va grandir 
lorsque l’unité diminuera. 

Le choix de l'échelle est conditionné par Île caractère de la gran- 
deur recherchéo ot par les circonstances dans lesquelles a lieu lu 
mesure. La grandeur de l'échelle pour la mesure d'une seule et même 
grandeur peut varier dans les plus larges limites: par exemple, 
pour la mesure de {a longueur dans les recherches optiques de pré- 
cision, on prend comme unité de longueur l'angstrüm (un dix-mil- 
lionième de millimètre, 10-? mm}; en astronomic on utilise une 
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unité de mesure appelée année-lumière, c'est-à-dire la distance par- 
courue par la lumière pendant un an (en une seconde la lumière 
Parcourl environ 300 000 km). 


1-1-2. Le nombre. Lo nombre que l'on obtient contme résultat 
de Ja mosure pout être entier (si l'unité est contenue un nombre en- 
tior de fuis dans la grandeur considérée), fractionnaire ou rationnel 
(s'il existe uno autre unité de mesure qui soit contenue un nombre 
entier de fais aussi bien dans la grandeur mesurée que dans l'unité 
choisie auparavant, en nn mot, lorsque la grandeur mesuréo est 
commensurable avec l'unité de mesure) et enfin, le nombre peut être 
irralionnel (lorsqu'il n'existe pas de mesure commune, c’est-à-dire 
lorsque la grandeur donnée est ircommensurable avec l'unité de 
mesure). 

Ainsi, par cxemplo, an démontre on géométrie élémentaire que 
la diagonale du carré est incommensurable avec son côté, de sorte 
que, si l'on veul mesurer la diagonale du carré on ayant pris comme 
unilé de mesure son côté, le nombre V2 abtenu en faisant la mesure, 
scra jrrationnel, Le nombre x qui mesure la circunférence quand on 
prend le diamètre comme nnité de mesure est aussi irrationnel. 

Pour éclaircir la notion de nombre irrationnel, il est commode 
d'utiliser les fractions décimales, Tout nombre rationnel, comme 
on le sait de l’arith métique, peut être représenté ou bien sons forme 
de fraction décimale finie ou hien sous forme do fraction décimale 
infinie, ot dans ce dernier cas la fraction infinie sera périodique. 
Ainsi, par exemple, en divisant le numératenr par le dénominatour 
suivant Ja loi de ja division des fractions décimalcs, on obtient : 


235 = 0.151515 ... = 0, (15), = 0,2777 ... =0,2(7). 


Réciproquement, on montro en arithinélique que toute fraction 
décimale périodique représente un nombre rationnel. 

Quand on mesure une grandeur incommonsurahle avec l'unité 
choisie, on pout d'ahord établic combien de fois l'unité entière 
est contenue dans la grandeur mesurée, puis combien de fois un 
dixième d’unilé est contenu dans le reste obtenu de la grandeur, 
ensuile combien do fois un centième d'unité est contenu dans le 
nouveau reste ct ainsi de suite. Grâce à cette méthode, quand on 
mesurera une grandeur incommensurable avec l'unité choisie, on 
vbliendra une certaine fraction décimale infinie non périodique. 
A chaque nombre irralionnel correspond une fraction infinie et, 
inversement, à chaque fraction décimale infinie non périodique 
correspond un certain nombre irrationnel. Si on no laisse à cette 
fraction décimale infinio que les premières décimales, on obtient 
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une valeur approximative par défaul du nombre irrationnel que 
représonte colle fraction. Ainsi, par exemple, si l'on extrait la 


racine Carrée suivant la règle habituelle jusqu’à la troisième dé- 
cimale;, on obtiendra : 


V2=1,414 
Les nombres 1.414 et 1,415 seront les valeurs approchéos par défaut 
el par excès de V2 avec une précision d'un millièmo. 

En utilisant les décimales on pent comparer les nombres irra- 
tionnols les uns aux autres et aux nombres rationnels. 

Dans beaucoup de cas on doit considérer des grandeurs de signes 
différents : positifs et négalifs (température supérieure et inférieure 
à 0°, etc.) Ces grandeurs sont exprimées respectivement par des 
nombres positifs et négatifs. Si a et b sont des nombres posilils et 
si a => b, on aura — a << —b. Tout nombre posilif, y compris zéro, 
est plus grand que tout nombre négaiif. 

Tous les nombres rationnels et irrationnels se répartissent sui- 
vant un ordre déterminé d'après leur grandeur. Tous ces nombres 
forment l'ensemble des nombres réels, 

Notons un cas lié à la représontation des nombres réels par les 
fractions décimales. À la place d'une fraction décimale finie quel- 
conque on peut écrire une fraction décimale infinie de période neuf, 
Ainsi. par oxemple : 3,16 — 3,1599... Si on n'utilise pas de fraction 
décimale finic, on obtient une correspondance biunivoque exacte 
entre les nombres réels et ics fractions décimales infinies, c'est- 
à-dire qu'à tout nombre réel correspond une fraction décimale in- 
finie déterminée (ou un nombre enticr), et à toute fraction décimale 
infinie correspond un nombro réel déterminé. Aux nombres négntifs 
correspondent des fractions décimales infinies (ou des nombres cn- 
tiers) avec un signe moins devant, 

Dans le domaine des nombres réels on peut effectuer les quatre 
principales opérations, sauf la division par zéro. La racino do degré 
impair d’un nombre réel quelconque possède Loujours uno valour 
déterminée. La racine de degré pair d'un nombre positif a deux va- 
leurs qui ne diffèrent que par leur signe. La racine de degré pair 
d'un nombre réel négatif n'a pas de sons dans le domaine des nom- 
bres réels. La racine d'un quelconque degré de zéro n°a qu'une sculo 
valeur: zéro. Nous exposerons au paragraphe [I-2-18| une théorio 
rigoureuse des nombres récls et dos opérations coffectuées sur oux. 

On appelle valeur arithmétique ou absolue du nombre a, lo nombre 
a lui-mêmo, si a est un nombre positif ou égal à zéro, et le nombre 
— 4, si a est un nombre négatif. La valeur absolue du nombre a est 
désignée par ie symbole | a |, de sorte que |a|=a, sia> 0, et 
la | = —a, st a 0. Ainsi, par exemple, 15 | = 5 et | —5 | — 
= 5 et do façon généralo | a | = | —a |. On voit nisément que la valeur 
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absolue de la somme | a + b | ne sera égale à la somme des valeurs 
absolues des termes, c'est-à-dire à la] + |b}, que dans le cas 
où les termes sont de même signe; quand Îles signes des termes 
sn différents, | a + b| << |al+1b |, de sorte que dans tous 
es cas 


le+b|<lal+16l. 


Ainsi, par exemple, pour a = —3 et b = —7 nous avons le 
signe d'égalité, et pour « = 3 ot b = —7 nous avons 13+ (—7) | = 
= 4 ot 131 + |—7, = 10, c'est-à-dire le signe d'inégalité. 

Il est facile de constaler exactement de la même façon que 


le—è|>|al-1{6, 
si l’on considère que [a] > 1b |. Pour [al << |b] l'inégalité 


est aussi valable parce que à gauche il y a une valeur positive et 
à droite, une valeur négative. 

La valeur absolue du produit d'un nombre quelconque de fac- 
teurs est égale au produit des valeurs absolues de ces facteurs et 
la valeur absolue du quotient (le diviseur est non nul) est égale au 
quotient des valeurs absolues du dividendo et du diviseur, c'est-à- 


dire 
labc|=|al-|éle et [= 


1-1-3. Les grandeurs constantes et variables, Les grandeurs 
étudiées en mathématiques se divisent en deux classes : les grandeurs 
constantes et les grandeurs variables. 

On appelle grandeur constante une grandeur qui, dans une étude 
donnée, conserve une seule et même valeur inchangée. Ainsi, un 
nombre déterminé lui correspond pour une unité de mesure donnée. 

On appolle grandeur variable celle qui. pour une raison ou une 
autre, peut prendre différentes valeurs au cours de l'étude donnée. 

Après ces précisions il est clair que la notion de grandeur cons- 
tants et variable est conditionnée dans une grande mesure et dépend 
des circonstances dans lesquels est étudié un phénomène donné. 
Une seule et même grandeur, qui, dans certaines conditions, aurait 
pu être considérée comme constante, dans d’autres conditions pout 
être variable et inversement. 

Ainsi, par exemple, lors de l'évaluation du poids d'un corps, 
il est important de savoir si la pesée s'effectue dans un seul et même 
lieu de la surface de la Terre ou dans différents lieux : si l'évaluation 
a lieu dans un seul et même lieu, l'accélération de la force de pe- 
santeur, dont dépend le poids, restera constante et la différence de 
poids entre différents corps dépendra seulement de leur mässe ; 
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si l'évaluation s'effectue en différents lieux do la surface de la Terre, 
l'accélération de la force de pesanteur ne peut être considérée comme 
constante, étant donné qu'elle dépend de la force centrifuge de la 
rotation de la Terre; c'est pour cela qu’un seul et même corps pèse 
moins à l'équatour qu'au pôle, ce qu'on peut constater si la pesée 
a lieu à l'aide de balances à ressorts. et non à lévier. 

De même on peut considérer que lors des calculs techniques ap- 
proximatifs, la longueur des poutres employées daus Ja chnstruction 
est une grandeur constante; par contre, quand pour des calculs plus 
précis, on prend en considération l'action de la température, la 
longueur des barres est variable, ce qui, évidemment, complique 
de façon considérable tous les calculs. 


I-1-4. Intervalle. Le caractère de la variation d’une grandeur 
variable peut être des plus divers. Une grandeur variable pout pren- 
dre ou bien toutes les valeurs réelles possibles sans aucune restriclion 
(par exemple le temps t rapporté à un moment initial déterminé, 
peut prendre toutes les valeurs possibles, aussi bien positives que 
négatives), ou bien ses valeurs sont limitées par certaines inégalités 
(par exemple la température absolue 7° qui doit être supérieure 
à —273 °C); enfin une grandeur variable ne peut prendre que cer- 
taines valeurs, et non pas toutes les valeurs possibles (valeurs seu- 
lement entières — le nombre d'habitants d'une ville donnée, le 
nombre de molécules dans un volume donné d’un gaz — ou seule- 
ment commensurables avec une unité donnée, etc.). 

Montrons comment varient certaines grandeurs variables parmi 
les plus répandues dans les recherches théoriques et dans la pratique. 

Si une grandeur variable x peut prendre toutes les valeurs ré- 
elles satisfaisant à la condition a < x < b, où a et b sont des nom- 
bres réels donnés, on dit que x varie dans l'intervalle (a, b). Un tel 
intervalle, bornes comprises, est appelé intervalle fermé. Si x peut 
prendre toutes les valeurs de l'intervalle (a, b) excepté ses bornes, 
c'est-à-dire si a << x << b, alors on dit que x varie à l'intérieur de 
l'intervalle (a, b). Un tel intervalle avec ses bornes exclues est un 
intervalle ouvert. Le domaine de variation de + peut être également un 
intervalle, fermé d’un côté et ouvert de l'autre: a < x << b ou 
a<z< b. 

Si le domaine de variatiun de x est déterminé par l'inégalité 
a < x. on dit que z varie dans l'intervalle (a, +) qui est fermé à 
gauche et ouvert à droite. Exactement de la même façon l'inégalité 
x & b définit d'intervalle {—co, b) ouvert à gauche et fermé à 
droite. Si x peut prendre n'importe quelles valours réelles, on dit 
que æ varie dans l'intervalle (—co, +00) ouvert des deux côtés. 

Dans ce qui suit, nous désignerons toujours par (a, b) un in- 
tervalle fermé. Souvent, on le désigne par {a, bl. L'exclusion d'un 
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extrémité d'un intervalle, ou des deux, no sera cffectuéo que sous 
résorve spéciale. 


1-1-5. Notion de fonction. Le plus souvent dans les applications on 
a affaire non pas à unc grandour variable mais à plusiours à la fois. 
Prenons par exemple 1 kg d’air. Les grandeurs variables déterminant 
son état seront : la pression p (kg/m*) à laquelle il est soumis, lo volu- 
mo v (m°) qu'il occupe, sa température t (°C). Supposons un instant 
que la température de l'air rostc égale à 0 °C; le nombre £ est dans 
ce cus une constante égale à zéro. Senls p et v restent variables. Si 
on modifie la pression p, le volume v sera également modifié, par 
exomple si l'on comprime l'air, le volume va diminuer. On pout 
modifier la pression p à volonté (tout au moins dans les limites 
accessibles à la technique), c'est pourquoi un peut appeler p une 
varlable indépendante. Selon la pression, le gaz doit, évidemment. 
occuper un volume entièrement détorminé; par conséquent, il doit 
exister uno loi qui permette de Lrouver, pour chaque valeur de p, 
la valeur correspondante de v. Cette loi est bien connue — c'est 
la loi de Boyle-Mariotte, qui dit que le volume occupé par un gaz à 
Lempérature constante est invorsoment proportionnel à la pression. 

En appliquant cette loi à notre kilogramme d'air, on peut trouver 
une rolalion entre v ct p sous forme do l'équation : 

273.29,27 
= —_———— , 

La grandeur variable v sera dans ve cas une fonction de la variable 
indepondante p. 

En faisant obstraction do cet exemple particulier, on peut dire 
quo du point de vue théorique ce qui est caractéristique pour une 
varlable indépendante c'est l'ensemble des valeurs qu'elle peut prendre, 
el on peut lui donner arbitrairement n'importe quelle valeur de cet 
ensemble de valeurs possibles. Ainsi, par exemple, un intervalle 
quelconque (a, b) où une partie de cet intervalle peut servir d'en- 
somble de valeurs de la variable indépendante x. c'est-à-diro qu'une 
variable indépendante z peut, par exemple, prendre n’importe quel- 
les valours satisfaisant à l'inégalité a & x< b ou à l'inégalité 
a < 7 < b. T1 peut arriver que x pronne n'importe quelles valeurs 
cntières, etc. Dans l'exemple étudié plus haut, p jouait le rôle d'une 
variablo indépendante, et le volume » était fonction de p. Donnons 
maintenant uno définition de Ja fonction. 

Délinilion. Une grandeur y est dite fonction de la variable in- 
dépendante de x, si à n'importe quelle valeur déterminée de x (prise dans 
l'ensemble de ses valeurs possibles) correspond une valeur délerminée de y. 

Si, par exemple, y est une fonction de zx, définie dans l'intervalle 
(a, b), cela signifie qu'à n'importe quelle valeur de x de cct in- 
tervalle correspond une valeur déterminée de y. 
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La question de savoir laquelle des deux grandeurs, z ou y, doit 
être considérée comme variable indépendante, est souvent une ques- 
tion de commodité. Dans notre exemple nous aurions pu, en chan- 
geant à notre gré le volume v et en déterminant chaque fois la pres- 
sion p, considérer que v est la variable indépendante, et la pression 
une fonction de v En résolvant par rapport à p l'équation écrite 
plus haut, nous obtiendrons la formule qui exprime p en fonction de 
la variable indépendante: 

__ 273.29,27 


v 


? 


Co qui a été dit pour deux variables s'étend sans peine au cas d’un 
nombre quelconqua de variables, et nous pouvons ici également dis- 
tinguer les variables indépendantes des variables dépendantes ou 
fonctions. 

Revenons à notre exemple: supposons quo la tempéraluro t 
n’est plus 0 °C, mais peut varier, La lai de Boyle-Mariotte doit 
être dans ce cas remplacée par cello plus complexo, do Clapeyron: 

pu=29,27(273+t), 
qui montre que dans l'étude de l’état d'un gaz. on ne peut changer 
librement que deux des grandeurs p, vet f, et que la troisième sera 
entièrement déterminée, si on danne les valeurs des deux premières. 
«On peut prendre comme variables indépendantes, par exemple, p 
oL 1. v en sera alors fonction: 
__ 29,27 (273 +1) 
ou oncore, on pout considéror comme variables indépendantes v 
ot £, ot p soran fonction de ces deux variables. 


Prenons un autre exemple. La surface S d'un triangle s'exprime 
en fonction de la longueur de ses côtés a, b, c par la formule: 


S=V p(p—a)(p—0)(p—c), 
où p est le demi-périmètre du triangle: 
a+b+e 
PE: 


On peut changor librement les côtés a, b, c, à la condition toutefois 
que chaque côté soit plus petit que Ja somme des deux autres, 
Ainsi les variables a, b, c seront des variables indépendantes limitées 
par des inégalités, S sera fonction de ces variables. 

On pout de Ja même façon prendre arbitrairement deux côtés, 


par exemple a et b, et la surface S du triangle; et utilisant la 
formule : 


v 


S =+ab sinC, 
2261 
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où C est l'angle compris ettre les côtés a, b, on pent calculer C. 
Ici les grandeurs a, b. $ seront les variables indépendantes, € sera 
fonction de ces variables. Les variables a, b, $ doivent être limitées 
par l'inégalité : 


sinC = <1. 


Il faut noter que dans cet exemple, nous obtenons pour C deux 
valeurs suivant que nous prenons pour € l’anglo aigu ou ohtus 
ayaht le même sinus: 


: 2$ 
sinC = . 


Nous arrivons ici à la notion de fonction muültiforme dont nous 
parlerons plus en détail par la suite. 


1-1-6. Procédé analytique pour exprimer une dépendance fonc- 
tionnelle. Toute loi de la nature alliant des phénomènes établit 
une relation fonctionnelle entre des grandeurs. 

T1 existe de nombreux moyens pour exprimer les relations fonc- 
tionnelles, mais trois procédés sont d'une très grande importance: 
1) le procédé analytique, 2) le procédé des tables, 3) le procédé graphi- 
que ou géométrique. 

)n dit qu'une relation fonctionnelle existe entro les grandeurs ou, 
plus simplement, qu’une jonction est exprimée analytiquement, si 
ces grandeurs sont liées entre elles par des équations dans lesquelles 
elles figurent, en subissant différentes opérations mathématiques : 
addition, soustraction, division, calcul logarithmique, otc. On acri- 
ve toujours à une représentation analytique lorsqu'on étudie la 
question sous l'angle théorique, c'est-à-dire qu'ayant posé les hypo- 
thèses principales, nous passons à l'analyse mathématique ot obte- 
nons le résultat à l'aide d'une formule mathématique. 

Sj l'on a l'expression concrète d'une fonction (c'est-à-dire d'une 
varioble dépendante) à l'aide d'opérations mathématiques sur d'autres 
variæbles,{ indépendantes, on dit alors que la fonction est donnée 
analyÿtiquement d’uno façon explicite. On peut prendre comme exem- 
ple de fonction explicite l'expression du volume d’un gaz v à tem- 
pérature constante en fonction de la pression (fonction explicite 
d'une variable indépendante) : 

Ù __ 273-29.27 

P 
ou la formule de la surface S d'un triangle en fonction de ses côtés: 


S=Y p{(p—a)(p—tb)(p—c) 


(fonction explicite de trois variables indépendantes). Relevons 
encore un exemple de forme explicite de fonction d'une variable 
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indépendante x: 
y=2rt— 3247. (1) 


T1 est souvent difficile ou même impossible de donner la formule 
qui exprime une fonction au moyen de variables indépendantes, 
c’est pourquoi on écrit simplement : 


y=f(). 
Cette notation signifie que y est nne fonction de la variable in- 
dépendante x et que / est la représentation symbolique de la dépen- 
dance de y par rapport à x. À la place de f, on peut évidemment 
employer d'autres lettres. Si on étudie différentes fonctions de x, 


on doit employer différentes lettres pour la notation symbolique 
de la dépendance de z: 


f(z), F(a), st. etc. 


On utilise cette notation symbolique non soulement dans le 
.<as où la fonction est exprimée analytiquement, mais aussi dans 
le cas général d'une dépendance fonctionnelle, que nous avons dé- 
finie on [1-1-5]. 

On utilise également cetto notation abrégée pour les fonctions 
de plusieurs variables indépendantes : 


ve F(z, y, 2), 


où v est fonction des variables x, y, £. 

Nous obtiendrons une valeur particulière d’une fonction, en 
attribuant aux variables indépendantes des valeurs particulières 
et en effectuant les opérations, indiquées par les signes 1.8; 34 
Ainsi, par exemple, la valeur particulière de la fonction (1) pour 
Z =", sera: 

4 2 e 
y=2(+) —3.++7=6. 


En général, on exprime la valeur particulière d'une fonction 
f(x), pour z = 2, par f (x). Il en est de mêmo pour les fonctions 
de plusiours variables. 

11 ne faut pas confondre la notion générale de fonction qui a été 
donnée en {1-1-5] avec la notion d'expression analytique de y par z. 
Dans la définition générale d’une fonction, on parle d'une certaine 
loi, selon laquelle à n'importe quelle valeur de la variable x, prise 
parmi les valeurs possibles, correspond une valeur déterminée de y. 
C'est pourquoi on ne propose aucune expression analytique (for- 
mule) de y au moyen de z. 

Romarquons encore que l'on peut définir une fonction par dif- 
férentes expressions analytiques dans différents intervalles de va- 


2+ 
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riation de la variablo indépendante x. Ainsi, par exemple, nous pou- 
vons définir la fonction y dans l'intervalle (0, 3) de la façon sui- 
vante: y = x + 5 pour 0<zx<2et y = 11 — 2z pour 2<7r< 
< 3. A toute valeur de z de l'intervalle (0, 3) correspond une valeur 
déterminée de y, ce qui est conforme à la définition de la fonction. 


1-1-7. Fonctions implicites. Une fonction est dite implicite si 
l'on a non pas une oxpression analytique directe de cette fonction 
au moyen de variables indépendantes, mais une équalion qui relie 
sa valeur aux valeurs des variables indépendantes. Ainsi, par excm- 
ple, si la grandeur variable y est liée à une grandeur variable x par 
l'équation : 

y—2=0, 


y est üne fonction implicite de la variable indépendante x; d’un 
autre côté, on pent considérer x également comme fonction im- 
plicite de la variable indépendante y. 

La fonction implicite » de plusieurs variables indépendantes 
æ, y. 2... est définie de façon générale par l'équation: 


F(z, y, 3, ...,v)=0. 


On pourra calculer les valeurs de cette fonction seulement lors- 
que l'on aura résolu l'équation par rapport à v et, par cela même, 
représenté v sous forme d’une fonction explicite de x, y, z...: 


v=qp(z, y, 3 ...) 


Dans l'exemple cité plus haut, y est exprimée en fonction de z 
suivant la formule: 
y=V 2. 


Cependant, pour obtenir les différentes propriétés de la fonction 
vil n'est pas nécessaire de résoudre l'équation et il arrive souvent 
qu'on étudie la fonction implicito d'après l'équation par laquelle 
ello est définie, sans la résoudre. 

Par exemple, le volume d'un gaz v est une fonction implicite 
de la pression p ct de la température f, définie par l'équation : 


pv=æR(273+t). 
L'angle C compris entre les côtés a et b du triangle de surface S 
est une fonction implicite de a, b et S, définie par l'équation: 
absinC =2S. 
1-1-8. Tables des fonctions. On utilise le procedé analytique 


pour réprésenter les fonctions en majeure partie dans les recherches 
théoriques, lorsqu'on a affaire à des lois générales. Dans la pratique, 
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lorsqu'il faut, on fait, calculer les nombreuses valeurs particulières 
de différentes fonctions, le procédé analytique de représentation 
s'avère gouvent peu commodo, car il nécessite dans chaque cas 
que l'on fasse tous les calculs. 

Pour éviter cela, on calcule les valeurs particulières des fonc- 
tions les plus courantes pour un grand nombre de valeurs particu- 
lières des variables indépendantes, et on établit des tables. 

Telles sunt, par exemple, les tables de valeurs des fonctions 


y=2, +, Vz, TT, La, Igi0Z; Igro Sin x, etc., 


que l'on utilise constammont dans la pratique. 11 existe d'autres 
tables de fonctions plus complexes, qui sont également d'une grande 
utilité: les tables des fonctions de Bessel, des fonctions elliptiques, 
etc. Il existe aussi des tables pour les fonctions de plusieurs varia- 
bles, dont La table de multiplication nous offre l'exemple le plus sim- 
ple, c'est-à-dire une table des valeurs de la fonction z = xy pour 
différentes valeurs entières de x et dc y. 

On a parfois à calculer les valeurs des fonctions pour des valeurs 
particulières des variables indépendantes qui no figurent pas dans 
les tables, et dont on ne trouve que des valeurs voisines; pour qu'il 
soit possible d'utiliser les tables dans co cas, il existe diverses règles 
d'interpolation; l'une de ces règles est utilisée dans l'enseignement 
secondaire: cello que l’on emploie pour les tables de logarithinos 
(parties proportionnelles). 

Les tables ont une grande valeur, puisqu'elles permettent d'ex- 
primer des fonctions dont l'oxpression analytique ne nous est pas 
connue; c'est ce qui arrive quand on effectue une expérience. Toute 
recherche expérimentale a pour but de nous dévoiler les relations 
fonctionnelles qui nous sont inconnues, et le résultat de toute ex- 
périence s'exprime sous forme d'une table, reliant entre elles les 
valeurs correspondantes des grandeurs cherchées dans cette expé- 
rience. 


1-1-9. Procédé graphique de représentation des nombres. En pas- 
sant à l'étude du moyen graphique de représenter une relation fonc- 
tionnelle, on commoncera par le cas de la représentation graphique 
d'une variable. 

Tout nombre + peut être représenté par un certain segment. 
Pour cela il suffit, lorsqu'on s’est cntendu une fois pour toutes sur 
le choix de l'unité de longueur, de construire le segment dont la 
longueur est précisément égale au nombre dunné x. Aïnsi, toute 
grandeur peut être non seulement exprimée par un nombre, mais 
aussi représentée géométriquement par un segment. 

Pour pouvoir représenter de la même façon les nombres négatifs, 
on convient de reporter lés segments sur une senle et même ligne 
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droite, en indiquant en outre le sens de celle-ci. (fig. 1). On con- 
viendta plus loin de désigner chaque segment par le signe 4B, où 
l'on appellera le point À l'origine, et B l'extrémité du segment. 

Si le sens de À à B coïncide avec celui de la droite, le segment 
représente un nombre positif; si le sense de À à B ost opposé à celui 
de la droite, le segment représentera un nombre négatif (A:B; sur 





& — À À 4 8 r 0 At) > 
Fig. 1 Fig. 2 


la fig. 1). La valeur absolue du nombre étudié s'exprime par la 
longueur du segment qui le représente, indépendamment du sens. 

On désignera la longueur du segment AP par | AB |: si le seg- 
ment ÀB représente un nombre x, on écrira simplement 


ze AB, |z|=|4B]. 


On peut convenir une fois pour toutes de situer l’origine de tous 
los segments en un point © de la droite, choisi au préalable. Alors, 
tout segment ÜA ot, bien entendu, le nombre x qu'il représento, 
sera entièremont défini par Le point À, cxtrémité du segment (fig. 2). 
Réciproquoment, étant donné le nombre x, on peut définir la valeur 
ot le sens du segment OA et, bien entendu, son extrémité 4; 
æ = 0 correspond au point O (originc). 

Ainsi, si l'on donne un sens à la droite X’X (axe) et si l'on 
désigne sur cette droîte un point fixe O (origine), à chaque nombre réel 
x correspondra un point délerminé À de cette droite, tel que le segment OA 
cst mesuré par le nombre z. Réciproquement, à chaque point À de 
l'axe correspondra un nombre réel z bien déterminé, mesurant le seg- 
ment OÀ. Ce nombre x s'appelle l'abscisse du point À: s'il faut indt- 
quer que le point À possède une abscisse x, on écrit À (x). 

Si Jo nombre z varie, le point À qui le représonte se déplace le 
long de l’axe. La notion d'intorvalle, établie ci-dessus, dovient tout 
à fait évidente dans le cas d’une telle représentation graphique du 
nombre x, à savoir: si r varie dans l'intervalle a < x < b, le point 
correspondant sur l'axe X’X s0 trouvera sur le segment dont les 
extrémités ont pour abscisses a et b. 

Si on se limitait aux seuls nombres rationnels, aucune abacisse 
ne Correspondrait au point À si le segment ÜA était incommensura- 
ble avec l'unité employée, autrement dit, les nombres rationnels 
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seuls n'occupent pas tous les points do la droite. Pour y remédier, 
il faut faire appel aux nombres irrationnels. Dans la représentation 
graphique d'une variable on se base sur la condition que nous venons 
de poser : à tout point de l'axe X°X correspond un nombre réel dé- 
terminé et, réciproquement, à tout nombre réel correspond un point 
déterminé do l’axe X’X. 

Prenons sur l'axe X’X 2 points: le point À; d'abscisse x, et le 
point A+ d'abscisse 42. Au segment OA, correspondra Je nombre zx, 
et au segment 042. le nombre z2. I1 n'est pas difficile de montrer, en 





Fig. 3 


examinant les positions possibles des points À; et A2 qu'au seg- 
ment AiÂ: correspondra Je nombre (x; — x) et quo la longueur de 
ce segment sera égale à la valeur absolue de la différence (22 — 2) : 


lAidsl= 2m). 


Si par exemple, x, = —3 ct x, = 7. le point À, se trouve à 
gauche de O, à uno distanco égale à 3, et le point 4: se trouve à droite 
de O à une distance égalo à 7. Le segment 4,4: aura pour longueur 10, 
et sera dirigé comme l’axe X’X, c’est-à-dire qu’il lui correspondra 
le nombre 10 = 7 — (—3) = x; — 2,. Nous proposons au lecteur 
d'analyser les autres positions possibles des points As 0t A2. 


1-1-10. Les coordonnées. On a vu ci-dessus quo la position d'un 
point sur l'axe X’X peut être définie par un nombre réel z. Montrons 
maintenant un procédé analogue pour définir la position d'un point 
dans un plan. 

Menons sur le plan doux axes perpendiculaires X’X et Y'Y et 
prenons comme origine sur chacun d'eux leur point d'intersection O 
(fig. 3). Les directions positives sont indiquées sur les axes par des 
flèches. Aux points de l'axe X’X correspondent des nombres réels 
que l'on note par la lettre x, Aux points de l’axe Y'Y correspondent 
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de même des nombres réels que l’on notera par la lettre y. Soiont des 
valeurs déterminées x et y, on a des points déterminés À et 2 sur les 
axes X’X et Y’Ÿ ; connaissant les points À et B, on pout construire 
le point A, intersection do droites parallèles aux axes et menées 
par les points À et B. 

À chaque couple de valeurs de grandeurs x, y correspond une posi- 
tion entièrement déterminée du point M sur le plan. 

Réciproquement, à chaque point M du plan correspond un couple 
de valeurs entièrement déterminé des grandeurs x, y. correspondant 
aux points d'intersection À, B des droites menées par le point W 
parallèlement aux axes, avec les axes X’X et Y’Y. 

Etant données les directions des axes X’X et Y”’Y iadiquées suc 
la fig. 3, il faut considérer + positif si le point À so trouvo à droite, 
et négatif s’il se trouve à gauche du point O; y sera positif si le 
point B se trouve au-dessus de O, négatif s'il so trouve au-dessous. 

Les grandeurs x, y, déterminant la position du point M sur le 
plan et délerminées à leur tour par la position du point M, sont appe- 
lées coordonnées du point M. On appelle les axes X’X et Y’Y axes des 
coordonnées; le plan du dessin, plan des coordonnées XOY : le point 
O, origine des coordonnées. 

La grandeur x s'appelle l'abscisse, et y l'ordonnée du point M. 
Pour indiquer un point M par ses coordonnées, on écrit : 


M (2, y). 


Le procédé de représentation est dit procédé des coordonnées 
orthogonales. 

On peut représenter les signes des coordonnées du point M 
suivant ses différentes positions, dans les différents quadrants dé- 
finis por les axos de coordonnées (I-IV) (fig. 3) au moyen de la 
table suivante: 





I est évident que los coordonnées x, y du point Af sont égales à 
la distance du point Æ# aux axes des coordonnées, avec les signes 
correspondants. 

Notons que les points de l'axe X’X ont les coordonnées (z, 0), 
et les points de l'axe Y”’Y, les coordonnées (0, y). L'origine des coor- 
donnéés O a les coordonnées (0, 0). 


1-5. GRANDEURS VARIABLES 25 


I-1-11. Graphique et équation d’une courbe. Revenons aux gran- 
deurs z et y que représente le point M. Admettons que zx et y sont 
liés par une dépendance fonctionnelle; cela signifie que, en faisant 
varier à notre gré x (ou y), nous obtiondrons chaque fois une valeur 
correspondante de y (ou +). À chaque couple de valeurs de x ou y 
correspond une position déterminée du point M sur le plan XOY ; 
si ces valeurs varient, le point M se déplacera sur le plan et décrira 
par son mouvement uno certaine courbe (fig. 4) qui s'appelle re- 
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Fig. 4 


présentalion graphique (ou, plus simplement, graphique ou diagramme) 
de la dépendance fonctionnelle considérée. 

Si la relation est posée analyliquement par une équation de la 
forme explicite: 


y=1}(@) 
ou de la forme implicite: 
F(z, y)=0, 


l'équation s'appelle équation de la courbe, ot la courbe, graphique de 
l'équation ou graphique de la fonction. La courbe ot son équation 
sont les différents moyens d'exprimer une seule et mêmo relation 
fonctionnelle, c'est-à-dire que tous les points dont les coordonnées 
vérifient l'équation de la courbe se trouvent sur cette courbe, et, récipro- 
quement, les coordonnées de tous les points se trouvant sur la courbe, 
satisfont à son équation. 

Si l'on donno l'équation de la courbe, on peut, en utilisant une 
fouille de papier quadrillé, construire de façon plus ou moins pré- 
cise la courbe clle-même (on peut, plus exactement, construire 
le nombre que L'on veut de points s0 trouvant sur cette courbe); plus 
on construira de points, plus précise en sera Ja forme de courbe; un 
ici procédé s'appelle construction par points de la courbe. 

Le choix de l'échelle a une importance primordiale dans la cons- 
truction des courbes; pour cela on peut choisir différentes échelles 
quand on construit x et y. Quand on a des échelles, identiques pour 
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+ et y, le plan est assimilé à la fouille de papier quadrillé en carrés; 
quand on a différentes échelles, le plan est quadrillé en rectangles. 
Dans la suite on supposera que les écholles pour x et y sont identi- 
ques sauf réserve spéciale. 

On recommande ici au lecteur de construire à l'aide de points 
quelques graphiques de fonctions très simples, en changeant les 
échelles pour x et y. 

Les notions, exposées plus haut, de coordonnées du point M, 
d'équation de la courbe et de graphique de l'équation établissent 
un lien étroit ontre l'algèbre et la géométrie. D'un côté, nous avons 
Ja possibilité de représenter et d'étudier des relations analytiques 
par Un moyen géométrique direct, de l'autro, il s'avère possible 
de ramener la résolution de questions géométriques à des opérations 
purement algébriques, co qui est le but de la géométrie analytique. 

Etant donné leur importance, nous formulerons une fois encore 
les principes de base de la géométrie analytique. Si l'on trace dans 
le plan deux axes de coordonnées, à chaque point du plan correspondra 
un couple de nombres réels, abscisse et ordonnée de ce point: et récipro- 
quement, à chaque couple de nombres correspondra un point déterminé 
du plan, ayant le premier nombre pour abscisse, le deuxième pour 
ordonnée, À la courbe du plan correspond une relation fonctionnelle 
entre x el y ou, ce qui revient du même, une équation contenant les 
variables x el y, qui est vérifiée si et seulement si à la place de x et y on 
met les coordonnées d'un quelconque des points de la courbe. Récipro- 
quement, à l'équation contenant les deux variables x et y correspond 
une courbe, composée par les points du plan, dont les coordonnées, 
substituées à x et y dans l'équation, vériflent l'équation. 

Nous considérorons par la suite les principaux exemples des 
graphiques de fonctions, et maintenant nous exposerons certaines 
considérations d'ordre général. Soit donnée uno équation explicite : 
y = J(x), où f(x) est une fonction univogue (ou uniforme) définie, 
par exemple, sur l'intervalle (a, b), c'est-à-dire une fonction telle 
qu'à chaque z de (a, b) correspond une valeur bion déterminée de 
{ (x); lo graphique de la dépendance fonctionnelle donnée s0 compose 
des points (x, y) obtenus de la manière indiquée. La perpondiculai- 
re à l'axe OX menée par un point arbitraire do cet axe, dont l'abscisse 
appartient à (a, b), rencontrera le graphique en un seul point 
( (x) est univoque). Dans le cas de l'équation F (x, y) = 0 sous 
forme implicite tout so complique. Il peut arriver qu'aucun point 
ne correspond à l'équation. Cela a lieu par exemple pour l'équation 
& + y + 3 = 0, car pour toutes valeurs réelles de x et y le premier 
membre est positif. Il est évident qu'à l'équation (x — 3) + 
+ (y — 5}? = 0 correspond un seul point (3, 5). 

La construction de La courbe s'offectue automatiquement dans los instru- 
monts entogistrours; la variable z représente en général le temps, et y la grandour 
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dont la variation au cours du temps nous intéresse, par exomplo la pression baro-. 
métrique (barographo), la température (thermographe). L'indicateur qui enregis- 
tro la relation entro lo volume et Ja pression du gaz, contenu dans le cylindre 
d'un moteur à vapeur ou d'un motour à gaz, a uno grande importance. 


1-1-12. Fonction linéaire. La plus simple des fonctions, qui pos- 
sède en mêmo temps des applications très importantes, est le binôme 
du premicr degré. 


y=arz+ b, (2) 


où a et b sont des nombres donnés. Lllo s'appelle fonction linéaire. 
Nous verrons que ja courbe de cette fonction est une droite. Etudions 
d'abord le cas où le nombre b est égal à zéro. Dans ce cas, la fonc- 
tion (2) aura la forme: 


y=ax. (3) 
Elle exprime le fait que la variable y est directement proportionnelle 
à la variable z ; le nombre a s’appelle coefficient do proportionnalité. 
Les valeurs 
z=0, y=0 


satisfont à l'équation (3), c'est-à-dire que la courbe correspondant 
à celle équation passe par l'origine des coordonnées ©. 

Si nous regardons le plan (fig. 5) nous voyons que l'équation (3) 
exprime la propriété géométrique suivante de la courbo considérée : 
quel que soit le point Af que nous avons choisi sur la courbe, le rap- 
port de l’ordonnée y — NM de ce point et de son abscisse x = ON 
est une grandeur constante a. Etant donné que, d'autre part, ce 


rapport est égal à la tangente de l'angle a formé par le segment OM 
et l'axe OX, il est évident que Je lieu géométrique des points M est 
une droite qui passe par l'origine des coordonnées O en faisant un 
angle « (ou x + a) avoc l'axe OX. On mesure & à partir de l'axe 
OX, jusqu'à la droite, dans le sens inverse des aiguilles d'une montre. 
En même tomps on découvre uno signification géométrique 
importante du coefficient a dans l'équation (3) : a est la tangente de 
l'angle à que forme la droite, correspondant à cette équation, avec l'axe 
OX, c'est pourquoi a s'appelle coefficient angulaire de la droite. 
Remarquons que si a est un nombre négatif, l'angle a sera obtus et 
la droite correspondante sera située comme l'indique la fig. 6. 
Venons-en maintenant au cas général d'une fonction linéaire, 
et plus spécialement à l'équation (2). Les ordonnées y de la courbe 
de cette équation se distinguent des ordonnées correspondantes 
de la courbe de l’équation (3) par le terme constant b. Ainsi, on 
obtient la courbe de l'équation (2) si on déplace la courbe de l'équa- 
tion (3), représentée suc la fig. 5 (lorsque a => 0) parallèlement à 
l'axe OY du segment b: vers le haut, si b est positif, oL vers le bas, 
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si b est négatif. Ainsi on obtient une droite parallèle à la droite 
initiale et découpant sur l'axe OY le segmont OM, = b (fig. 7). 

Ainsi, la courbe représentative de la fonction (2) est une ligne droite 
dont le coefficient a est égal à la tangente de l'angle Jormé par cette 





Fig. 5 Fig. 6 


droite et l'axe OX, et le terme libre b est égal au segment découpé par 
celte droile sur l'axe OY, à partir de O. 

On appelle parfois le coefficient « simploment pente de la droite, 
ot b ordonnée à l'origine de cette droite. Réciproquement, si l'on a 
une droite quelconque ZL, non parallèle à l'axe OY, il n'est pas 
difficile d'écrire l'équation de la forme (2) correspondant à cetto 
droite. D'après ce qui précède, il suffit de prondre le cocfficient a 
égal à la tangente de l’angle de cette 
droite avec l'axe OX, et b égal au sep- 
ment découpé par cette droite sur 
l'axe OŸY 

Notons un cas particulier qui pré- 
sente vue certaine originalité. Si a = 0, 
l'équation (2) nous donne, quel que 
soit x: 





y= b, (21) 

Pig. 7 c'est-à-dire qu'on obtient une « fonc- 

tion » de x telle que, pout toutos les 

valeurs de zx, elle conserve une seulo et même valeur de b. Il 

n'est pes difficile de constater que la courbe de l'équation (2:) scra 

une droite parallèle à l'axe OX et se trouvant à une distance | b | 

de cet axe (vers le haut si b > 0 et vers le bas si b < 0). Pour ne 

pas faire de résorves spéciales, nous dirons que l'équation (2;) définit 
égalemont une fonction de x. 


1-1-13. Accroissement. Propriété fondamentale de la fonction 
linéaire. Etablissons une nouvelle notion importante que l'on ren- 
contre souvent dans l'étude d'une relation fonctionnelle. 
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On appelle accroissement d'une grandeur variable indépendante x, 
lorsqu’on passe de la valeur initiale x, à la valeur finale x,, la différence 
entre les valeurs finale et initiale: x; — x,. On appelle accroissement 
correspondant de la fonction y = f (x) la différence entre les valeurs 
finale et initiale de la fonction: 


Ya— Yi = (22) — f(x). 
On note souvent ces accroissements ainsi : 
AtT=t3—t Ay=ÿ2—Yi. 


Remarquons que l'accroissement peut être une grandeur aussi 
bien positive que négativo, si bien que la grandeur ayant reçu un 
« accroissement » ne doit pas obligatoiroment augmenter. 





Fig. 8 


Notons qu'il faut considécer la notation Az comme une entité 
indissoluble pour définir l'accroissement do x. 
Examinons le cas de la fonction linéaire: 


ya=at+b et yann t+b. 
En retranchant terme à terme, on obtient: 


Y2=- Y=a (ta —2:) (4) 
Ay = abx. 


Cette égalité montre que La fonction linéaire y = ax + b est 
telle que l'accroissement de la fonction (y2 — y;) est proportionnel à 
l'accroissement de la variable indépendante (x, — x), et que le coeffi- 
cient de proportionnalité est égal à a, c'est-à-dire au coefficient angu- 
laire, ou à la pente de la courbe représentative de la fonction. 

Si nous oxaminons la courbe elle-même (fig. 8), à l'accraissement 
de la variable indépendante correspond lo sogment ,P = Ax — 
= ze — æ Ct à l'accroissement de la fonction correspond le sogment 


PM: = Ay = yo — y, et lu formule (4) résulte directement de 
l'examen du triangle M,PM:. 


ou 
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Supposons maintenant qu'une fonction possède la propriété 
que nous avons indiquée ci-dessus, d'avoir un accroissement de la 
fonction proportionnel à l'accroissement de la variable indépendan- 
te, propriété exprimée par la formule (4). De cette formule il résul- 
te que 

Ya=Q(%—2) + y 
ou 
Ya= 07 + (Yi — ax). 


Nous considérons que les valeurs initiales des variables z et y, 
sont définies et nous noterons la différence (y — az) par la lettre%b : 


Ya= T2 + b. 


Etant donné que nous pouvons prendre n'importe quelles valeurs 
finales des variables x, et y,, nous pouvons à la place des lettres x 
et y2 écrire simplement les lettres + et y, et l'égalité précédente 
so transforme en: 


y=arz+ b, 


c'est-à-dire que toute fonction dont l'accroissement est proportionnel 
à celut de la variable est une fonction linéaire y = ax + b, où a est 
le cocfficient de proportionnalité. 


Ainsi, la fonction linéaire et sa courbe, la a droite, peuvent 
représenter toute loi de la naturo dans laquelle il y a proportionna- 
Jilé entre les accroissements des grandeurs examinées, ce qui arrive 
très souvent. 


1-1-14, Graphique du mouvement uniforme. L'application la plus impor. 
tante, qui donne une intorprétation mécanique de l'équation de la droite ct de 
ses coefliciunts, cst Le graphique du mouvement uniforme. Si un point P 80 déplaco 
suivant upe certaine trajectoire, sa position est définie par la distance, évaluée 
sur la trajectoire d’un côté ou de l’autre, d’un pu donné 4 de cette trajectoire 
jusqu'au point P. Cetto distance, c'est-à-dire l’arc AP, cst le chemin parcouru 
et on lo note par la lettro s, s pouvant êtro positif ou négatif: on considère les 
valeurs de = posiitee d’un côt6 du point origine À, et négatives do l'autro côté. 

Le chemin parcouru s est une fonction du temps £ : en prenant 4 commo varia- 
ble indépendante, un peut construiro Za courbe du mouvement, c'est-à-dire quo la 
courbe do la relation fonctionnelle (fig. 9) 


s=f(t) 


ne doit pas étro confondue avec {a trajectoire elle-même. 

Le mouvement est uniforme si l'espace, parcouru par le poiut dans uu inter- 
vailo do tomps quelconque, cst proportionnel à cet intervalle, autrement dit, 
si le rapport 

AL ee 

ta —ts ât 
do l'espace parcouru dans l'intervalle de tomps de 4, à re, à cet intorvalle d 
temps, est une grandeur constante que l'on appelle vitesse ot que l’on note » 
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D'après ce qui a été dit plus haut, l'équation du mouvement uniforme est 
du type: 
sævi+so; 


le diagramme lui-même est une droite dont le coefficient angulaire est égal à la 
vitesse du mouvement; l'ordonnée initiale s est La valeur de s pour t = 0. 





Fig. 9 Fig. 10 


Sur la fig. 10 on « roprésenté lo diagramme du mouvement du point P, qui 
s'est déplacé avec une vitesse constante v, dans la direction positive à partir du 
momont 0 jusqu'au moment t, (l'angle avec l'axco £ est aigu), onsuitu à uno vites- 
se toujours constant mais plus grande, v2, dans la même direction (l'angle est 





aigu mais plus ouvert} jusqu'au moment #2, ct ensuite à uno vitosso v, constante 
mais négative (dans la direction opposée, l'anglo étant obtus) jusqu'à sa posi- 
tion initiale. Lorsqu'on a de nombreux points qui se déplacent Je long d’une 
seulo et même trajectoire (par exemplo quand on établit l'horairo des trains ou 
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des tramways) un procédé graphique de ce genre cst pratique pour définir les 
rencontres des points en mouvoment, ot on général, pour représenter tout mou- 
vomont (fig. 11). 


1-1-15, Formules empiriques. La simplicité de construction de la droite et 
do la loi qui l'exprime, lol de proportionnalité de l'accroissement de La fonction 
et do la variable indépendante, fait du graphique un procédé tout à fait commode 
pour trouver les formules empiriques, c'est-à-dire les formules qui découlent di- 
rectement dos données de l'expérience, sans étude théorique spéciale, 

On représonte graphiquement les données obtenues À partir des expériences, 
sur uno fouille de papivcr millimétré; on trouvera uno séric do points ct si l’on 





Fig. 12 


désire obtenir une formule empirique approximative pour Ja relation fonction- 
nollo étudiée, sous forme de fonction linéaire, il reste à mener Za droite qui, si 
elle ne passe pas par tous les points construits (ce qui n'est, bien sûr, presque 
jamais possible), passe du moins entre ces points do tollo sorte qu'un nom- 
bre identique de points s0 trouve do chaque côté de la droite et qu'ils se trouvent 
tous assez proches d'elle. Dans les calculs d’erreurs et dans les opérations de con- 
Arôle, on étudio des moyons plus précis pour construire la droite indiquée ot pour 
évaluer l'erreur commise en faisant une représentation approximative. Mais dans 
les rochorches moins précises auxquelles on a affairo dans la technique, la cons- 
truction d’une droito empirique se fait tout simplement à l'aide de Ja « ficelle 
tendue 5, dont le nom indiquo bien en quoi cela consiste. Ayant construit la 
droite à l'aide d'une mesure directe, définissons son équation : 


y=az tb, 


qui Jonno la formule empirique cherchée. Quand on a nbtonu cetto formule, il 
no faut pas perdre de vuo quo les échollos sont très souvent différentes pour les 
granenss æoty,c'est-à-diro qu'une seule et même longueur, reportée sur les axes 

X et OY, représente des nombres différents. Dans ce cas, lo cocfficient angulaire 
a ne sora pas égal à la tangente de l’anglo formé par la droite et l'axe OX, mais 
s'en différenciera par un facteur, égal à la valeur numérique du rapport entre 
les unités de longueur, prises pour roprésenter les grandeurs x et y. 
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Exemple (fig. 12). 










E 
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Réponse: 
ys0.375z + 3,65 


(Ici ot par la suite, nous représenterons par le signe & wne égalité appro- 
æimative.) 


1-1-16. Parabole du second degré. La fonction linéaire 
y=axz+b 


est un ces particulier de fonction entière du n° degré ou de polynôme 
du n° degré: 


y = Q02" + art... ant + On 


dont le cas le plus imp après La fonction linéaire, est Le trinôme 
du second degré (n = 2): 


y=a +br+e; 
la courbo de cette fonction est [a parabole du second degré ou plus 
simplement la parabole. 
Pour l'instant, on étudiera le cas le plus simple de parabolo: 


y = art. (5) 


Cette courbo peut être construite sans peine point por point. Sur 
la fig. 43 sont représentées les courbes y = 2? (a — 1) et y = —2 
(a = —1). La courbe correspondant à l'équation (5) est située entiè- 
rement au-dessus de l'axe OX, lorsque a = 0 et au-dessous do celui- 
ci lorsque a << 0. L'ordonnée de cette courbe croît en valeur absolue, 
lorsque z croît en valeur absolue, et cela d'autant plus rapidement 
qu'est plus grande la valeur absolue 4. Sur la fig. 14 est représentée 
une série de courbes de la fonction (5) pour différentes valeurs de a, 
qui sont indiquées sur les paraboles correspondantes. 

L'équation (5) contient seulement 22, et c'est pourquoi elle no 
varie pas lorsque x devient (—x), c'est-à-dire que si un point (x, y) 
est situé sur la parabole (5), le point (—x, y) est aussi situé sur cette 
même parabolo. Il apparaît que les deux points, (x, y) et (—x, y), 
sont symétriques par rapport à l'axe OY. Ainsi, si l'on fait tourner 
la partie droite du plan de 180° autour de l'axe OY et si on la fait 
328; 


* 


l 
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coïncider avec la parti gauche, la portion de parabole située à droi- 
te de l'axe OY coïncidera avec la portion de parabole situéo à gauche 
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de cet axe. Autrement dit, l'axe OY est l'axe de symétrie de la para- 
bole (5). 

L'origine des coordonnées se trouve êlre Le point lc plus bas de 
la courbe pour a > 0, et le plus élevé pour a <0, ct s'appelle 
sommet de la parabole. 


Le coefficient a est entièrement défini si l’on donne un point Mo (x, vo) 
de la parabolo, distinct do son sommot, étant donné qu'on a: 


Yo=ar$, + : 


à la suito do quoi l'équation do la parabolo (5) uuro a forme: 
2 
y=Yo (=) . (6) 


11 existe un procédé graphique très simple pour coustruiro un nembre quel- 
conque à do points do la parabole à pr du sommet, do l'axe de symétrie 
ot d'un quelconque do ses points Mo, distinct du sommet. Divisons l’ahscisse 
et l'ordonnéc d'un point donné Mo (20, vo) en n parties égales (fig. 15) et 
monons des rayons par l’origine des coordonnées vers les points qui partagent 
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l’ordonnée. L'intorsection de ces rayons avec les droites, menées par les 
oints qui partugent l’abscisse paruilèlement à l'axe OY, donne les points 
ke la parabole. . | 

En cffet, par construction, on a (fig. 45): 











n—1 à n— 1 
tqs Web RE 
, R—i a—1 \2 æ \2 
W=y : 7 “Uo (=) =v0 (<) , 


c'est-à-dire on vertu de (6), lo point Mi (x. p est situé également sur la para- 
bolo. La démonstration est identique pour les autres points. 





Fig. 15 


Si l’on a deux fonctions : 


y=h(x) ct y=fi(x) 
el. les courbes correspondantes, les coordonnées des points d'inter- 
section de ces courbes vérilient les deux équations, c'est-à-diro que 
lès abscisses de ces points d'intersection sont racines do l'équation : 


{1 (2) = 2 (x). 
NT est facile d'utiliser cetie démonstralion pour résoudre de façon 


approchéo une équation du socond degré. Si l'on construit sur une 


feuille de papier millimétré, Je plus soigneusement possible, la 
parabole 


ya, (6,} 
on peut considérer Îles racines de l'équation du second degré : 
es pr +q (7} 


comme les abscisses des points d’intersectiôn de la parabole (6,) 
et de la droite y = px + q, si bien que l'on a la solution de l'équa- 
tion (7) on trouvant ces points d’intersection. Suc la fig. 16, on a 


3% 
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représenté 3 cas: lorsqu'on a 2 points, lorsqu'il y en a un seul (la 
droite est tangente à la parabole) et lorsqu'il n'y en a aucun. 


1-1-17. Parabole du troisième degré. Le graphique du polynôme 
du troisième degré 


ost appelé parabole du troisième degré. On considérera cette courbe 
dans Je cas le plus simple 


y= azi, (8) 


Pour & positif, les signes de x et y sont identiques et pour a néga- 
tif, ils sont opposés. Dans le premier cas, la courbe est située dans 
les 1° et 3° quadrants ot dans lo 
second cas dans les 2° et 4° qua- 
drants. Sur la fig. 17 on a représenté 
l'allure de cotte courbe pour diffé- 
rentes valeurs de a. 

Si l’on change simultanément x 
et y en (—2) et (—y), les deux 
membres de l'équation (8) changent 
de signe, et l'équation ne change 
pas de sens, c'est-à-dire que si le 
point (zx, y) se trouve sur la cour- 
bo (8), le point (—z, —y) se trouve 
aussi sur cette courbe. Il apparaît 
que les points (x, y) et (—x, —y) 
sont symétriques par rapport à 
l'origine ©, c'est-à-diro que le seg- 
ment qui les relie est divisé en 
deux par l'origine O. Il s'ensuit que 
toute corde de la courbe (8), passant 
par l'origine des coordonnées O, ost 
coupée on deux parties égales par 
l'origine. On dit encore que l'ori- 
gine des coordonnées O est le centre de la courbe (8). 

Remarquons encore un cas particulier de la parabole du 3° degré : 


y= ax + cz. (9) 


Le second membre de cette équation est la somme de deux termes, 
et par suite, pour construire cotte courbe, il suffit de mener la droite 


y=cz (10) 


et de prendre sur le graphique la somme des ordonnées corresnondan- 
tes des courbes (8) et (10). Les différents aspects que peut prendre 
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Fig. 17 
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la courbe (9) (lorsque a = 1, et que c a différentes valeurs) sont 
représentés sur la fig. 18. 
Si l'on construit la courbe: 
ÿ =" . 
on ohtiendra un procédé graphique commode pour obtenir (avec une faible pré- 
cision) Les racines de l'équation du 8€ degré 
= pz-+q, 
étant donné que les racinos de cette équation ne sont rien d'autre que Jes abs- 
ocisses des points d'’intersection de la courbe 
y= 
avec la droite 
y=pz+. 


La fig. 19 montre qu'il peut y avoir un, deux ou trois points d'intersection, 
mais un au moins de façon certaine, c'est-à-diro que l'équation du 3* degré a, 
au moins, une racine réelle. On démontrera cela rigoureusement par la suite. 


3210123 





Pig. 14 Fig. 49 


1-1-18. Loi de proportionnalité inverse. La relation fonction- 
nelle 

y= (41) 

oxprimo la loi de proportionnalité inverse entre les variables zx ct y. 

Lorsque x croît un certain nombre de fois, y diminue un nombre 

égal de fois. Lorsquo m >> 0, les variables z et y ont un même signe, 

c'est-à-dire que la courbe est située dans le premier et le troisièmo 
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quadrant, ot lorsque m < 0, elle est dans le deuxième et le quatriè- 
me quadrant. Lorsque x est près de zéro, la fraction _ est grande 
en valeur absolue. Réciproquement, pour les grandes valeuts 
de x, la fraction © est potite en valouc absolue. 


La construction directe de cette courbe point par point nous 
conduit à la fig. 20, sur laquelle sont représontées les courhes (11) 
pour les différentes valeurs de m; les courbes correspondant au cas 
où m>0, sont tracées on ligne continuo: dans le cas où m < 0, 


og de) 





Fig. 20 Fig. 21 


elles sont tracées en pointillé. et pour chaque courbe on indique la 
valeur correspondante de m. On voit que chacune des courbes cons- 
traites, qui s'appellent hyperboles équilatères, possède des branches 
infinies qui tendent vers les axes de coordonnées OX et OY lorsque 
l’abscisse x ou l'ordonnée y du point sur la branche considérée croît 
indéfiniment. Ces droites sont les asymptotes de l'hyperbole. 


Le coofficient m dans l'équation (11) est défini, si l'on donne un point 
quelconque Mo (ro, vo) de la courbe étudiée, vu que 


XoYo= 7m 
et l'équation (11) peut &être miso sous la forme: 

Zy = Toÿor (12) 
au 

+ _v 

To z 


Do là le procédé graphique pour construire un nombre quelconque da points 
d'une byperbole équilatère, si l'on donne ses asymptotes et un quelconquo de ses 
points Mo (zo, vo). Prenons les asymptotes comine axcs de coordonnées, monons 
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par l'origine des coordonnées des rayons quelconques OP;, OP, . . . et mor- 
quons les points d'intersection de ces rayons avec les droites y = yo et x = te. 
Menons par les points (un point sur deux) situés sur un même rayon des droi- 

tes parallèles aux axes des coordonnées; nous obtiendrons à l'intersection de 
ces droites des points de l'hyporbole (fig. 21). Cola résulte do la similitude des 
triangles ORQ, et OSP:: 

SP, _ OR y M1, 

DS RQ “ 


c'est-à-dire que lo point M, (z1, y) se trouve sur la courbe (12). 
I-1-19. Fonction 7 = ax". Les fonctions y = az, y = ax*, 


m 


y = ax et y = —, que nous avons étudiées ci-dessus, sont des cas 


particuliers de la fonction de La forme: 
y=ar", (43) 


où e el n sont des constantes quelconques. La fonction (43) est 
généralement appelée fonction puissance. Pour construire la courbe, 


ÿ 
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Z 
: 


{ 











Fig. 22 


on se limitera aux valeurs positives de + et au cas où a = 1. Sur les 
fig. 22 et 23 on a représenté les courbes correspondant aux différentes 
valeurs de ». Pour toutes les valeurs de n, l’équation y == zx" donne 
y = 1 pour æ = 1, c'est-à-dire que toutes les courbes passent par 
le point (1,1). Pour les valeurs positives de n, quand x > 4, les 
courbes croissent d'autant plus que la valeur de » est plus grande 
(fig. 22). Pour les valeurs négatives de n (fig. 23) la fonction y = 
= 4 équivaut à une fruction. Par exemple, à la place de y = ai, 
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on peut écrire y = +. Dans ces cas, lorsque x croît, les valeurs de y 


décroissent. 
| Romarquons que lorsque x est fractionnaire et possède un déno- 
minaleur pair on considère Ja valeur du radical comme positive ; 


par exemple pour x > 0, on considère x? = Vz comme positif. 
Les deux constantes a et n qui figurent dans l'équation (13), sont définies 
be donne deux points do la courbe Mis (us ys) 0t Ma (za, ya) de sorte que 
Vs=azT, ya=ex); (14) 
on divisant uno équation par l’autre, on élimine «: 
(4). 
V2 T 
eusuile, on prenant lo logarithine, on trouve n 
RARE 
#yant ontenu 4, on obtiendra a do n'importe laquelle des équations (14). 


Le procédé graphique pour construire un numbre quelconque de points 
de la courbe (13) à partir a ses points Af, (2, y) et Ma (za, Ve) cst représenté 





Fig. 24 


sur la fig. 24. Menons par le point © deux rayons quelconques faisant des an- 
gles a et B avoc l'axe OX ot avec l'axe OY; par des points dennés M1 ct M2, 
menons Îes porpendiculaires aux axes de coordonnées jusqu'à Jeur intersec- 
tion avec es rayons aux points 51, S2: Ts, T2 et avec les axes aux points Q:, 
Q2: fs R:. Par le point +, menons FT, parallèlement à A#,72 ot par le point 
$2 menons $:Q3 parallèlement à $,Q2. En menant enfin par Ts et Q: les droi- 
tes parallèles respcotivement aux axes OX ot OY, on obtiendra à leur intersec- 
tion le point M3 (xs, y:) de la courbe. Vu Ja similitude des triongles, on obtient 
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en effet: 
V0. 0. LE 2 , 
2 OS: 51 OÙ 
c'est-à-dire 
0Qs = 0@ ou bien 3 #2 
COQ O0 %2 1 
d'où 
4, 
et on peut de même démontrer quo: 
4 
ÿs ÿs 


On tire de l'équation (14): 
M3 
(ax) à ( Es y * 


Y3= 
az 





c’est-à-dire que le point (xs, ys) est bien situé sur la courbe (13), ce qu'il [allait 
désnontrer. 


1-1-20. Fonctions inverses. Introduisons, pour étudicr les fonc- 
tions élémontaires que nous examinerons, une nouvelle notion: 
la notion de fonction inverse. Comme nous l'avons déjà rappelé 
[1-1-5], pour étudier la dépendance fonctionnelle entre les variables 
æ et y, nous avons la possibilité de choisir la variable indépendante, 
et nous le faisons selon des considérations d'ordre purement pra- 
tique. Soit une fonction y = f (x), où x joue le rôle d’une variable 
indépendante, 

La fonction définie par la même relation fonctionnelle y = f (x), 
quand on considère y comme variable indépendante et x comme variable 
dépendante x= (y), est appelée fonction inverse de la fonction donnée 
1 (2), alors que cette dernière est souvent appelée fonction directe. 

Comme les notations pour les variables ne jouent pas do rôle 
important. en représentant dans les deux cas la variable indépondan- 
to par la lettre +, on peut dire que @ (x) sera la fonction invorso de 
la fonction f (x). Ainsi, par exemple, si l’on a les fonctions 


y=az+b, y=z", 
les fonctions inverses seront 


—b 
y= — , y= y. 


Le calcul! de la fonction inverse à partir de l'équation de la (onction 
initiale s'appelle inversion. 
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Soit la courbe représentative de la fonction y = f(x) où x 
est arbitraire. [1 est facile de constater que cette courbe peut servir 
également de représentation à la fonction inverse x = @ (y). Effecti- 
vement, les deux équations y — f (x), et + = @ (y) donnent uno seule et 
même relation fonctionnelle entro z et y. En reportant sur l'axe OX, 
à partir de l'origine O, le segment correspondant au nombre x, et en 
menant de l'extrémité de ce segment la perpendiculaire à l'axe OX 
jusqu'à l'intersection avec la courbe représentative, on obtient, en 
prenant la longueur de cette perpendiculaire avec le signe correspon- 
dant, La valeur de y, correspondant à la valeur choisie pour x. Pour la 
fonction inverse, x = @ (y), on doit seulement reporter la valeur 
donnée de y sur l'axe OŸ, à partir de l'origine ©, et mener par l'ox- 
trémité de ce segment la perpendiculaire à l'axe OY jusqu'à 
l'intersection avec la courbe représentative. La longueur de cette 
perpendiculaire nous donne, avec le signe correspondant, la valeur 
de x, qui correspond à la valeur choisie pour y. 

Ici apparaît un inconvénient: dans le premior cas, la variable 
indépendante x est reportée sur un seul axe, l'axe OX, et dans le 
second cas, la variable indépendante y est reportée sur l’autre axe. 
sur l'axe OY. Autrement dit, lorsqu'on passe de la fonction y — 
æ f(x) à la fonction inverse x = q (y), on peut garder la même 
courbe représentative, mais on se rappellera que lors de ce passage, 
l'axe des valeurs de la variable indépendante devient l'axe des 
valeurs de la fonction, et réciproquement. 

Pour éluder cette difficulté, on doit faire tourner le plan en bloc, 
de façon que les axes OX et OF changent de place. Pour cela il 
suffit évidemment de faire tourner le plan de Ja figure en même 
temps que la courbe représentative, de 180° autour de la bissectrice du 
premier quadrant de coordonnées. Lorsqu'on fait tourner le plan, 
les axes changent de place, et il faut alors écrire la fonction in- 
verse z = (y) sous la forme habituelle y — @(zx). Ainsi, sé une 
Jonction y = f(x) est donnée graphiquement, il suffit pour obtenir 
la courbe représentative de la fonction inverse y — q (x) de faire 
tourner le plan de 180° autour de la bissectrice du premier quadrant. 

Sur la fig. 25, la courbe représentative de la fonction est tracée 
on trait plein, et la courbe de la fonction invorse est tracée en poin- 
tillé. On a tracé également en pointillé la hissectrice du premier 
quadrant, bissectrice autour de laquelle il faut faire tourner tout 
le plan de la figure, pour obtenir une courbe en pointillé à partir 
do la courbe en trait plein. 


I-1-21. Fonctions multivoques. Dans tous les graphiques des 
fonctions élémentaires que nous avons vus ci-dessus, les droites per- 
pendiculaires à l'axe OX ne coupaient pas La courbe en plus d'un 
point, et, daos la plupart des cas, colles la coupaicnt effectivement 
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en un point. Cela signifie que pour une fonction définie par cette 
courbe, à une valeur donnée de x correspond une seule valenr bien 
déterminée de y. On dit encore de cette fonction qu'elle est univoque 
(ou uniforme). 

Si les droites, perpendiculaires à. l’axo OX, coupent la courbe en 
plusieurs points, cela signifie qu'à une valour donnéo de x correspon- 
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Fig. 25 Fig. 26 


dent plusieurs valeurs de y. De telles fonctions sont appelées mul- 
tivogues (ou multiformes). On a déjà mentionné les fonctions mul- 
tivoques plus haut [1-1-5]. 

Si la fonction y = f (x) est univoque, la fonction inverse y — 
= (zx) peut être multivoque. On le voit par exemple sur la fig. 25. 

Analysons plus en détail un cas élémentaire. Sur la fig. 13, la 
courbe de la fonction y = z° est représentée en ligne continue. 
Si l'on fait tourner la figure de 180° autour de la bissectrice du pre- 
a RE on obtient la courbe de la fonction inverse y = Vx 
(fig. : 

Etudions-la de plus près. Pour les valeurs négatives de x (à gauche 
de l'axe OY), les droites perpendiculaires à l'axe OX ne coupent 
pas du tout la courbe, c'est-à-dire que la fonction y = Vx n'est pas 
définie pour z << 0. Cola correspond au fait quo la racine carrée 
d'un nombre négatif no possède pas de valeurs réelles. Récipro- 
quement, pour n'importe quelle valeur positive de x, la droite per- 
pendiculaire à l'axe OX coupe la courbe en deux points, c'est-à-dire 
que pour une valeur positive donnée de x, on a deux ordonnées de la 
courbe : MN et MN:. La première ordonnée donno pour y une certaine 
valeur positive, et la deuxième donne uno valeur négative ayant 
même valeur absolue. Cela correspond au fait que la racine carrée 
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d'un nombre posilif possède deux valeurs, égales en valeur absolue 
ct de signe contraire. On voit également d'après la figure que pour 
æ = Ü, on a une seule valeur y = 0. Ainsi, la fonction y — Vx est 
définie pour x > 0, possède deux valeurs pour x => 0 et une pour 
x — LU. 

Kemarguons que nous pouvons rendro notre fonction y — Vz 
univoque, en prenant seulement une partie de la courbe de la fig. 26. 
Prenons, par exemple, seulement la partie de la courbe qui se trouvo 
dans le premier quadrant (fig. 27). Cela revient à ne considérer que 





Fig. 27 Fig. 28 


les valours positives d’une racine carrée. Notons également que Ja 
partie de la courbe représentative de la fonction y = V x roprésentée 
sur la fig. 27, vient do la partie de la courbe de la fonction y = x° 
(v. fig. 13), qui est située à droite de l'axe OY. On a déjà représenté 
sur la fig. 22 la partie de la courbe de la fonction qui se trouve dans 
le premier quadrant : 

4 


y=Vz où y=zx?. 


Occupons-nous maintenant du cas où l'inverse d'une fonction 
univoque est une fonction qui est aussi univoque. Pour cela, nous 
allons introduire uno nouvelle notion. 

La fonction y = f (x) est croissante, si l'accroissement de la variable 
indépendante x entraîne un accroissement correspondant de y, c'est-à-dire 
st de l’inégalilé z: > 2x, il résulte que [ (x2) > f (x). 

Etant donné la disposition des axes OX et OY. à l'accroissemont 
de z correspond un déplacement à droite le long de l'axe OX, et 
* à l'accroissement de y correspond un déplacement vers le haut le 
long de l'axe OY. Le trait caractéristique de la courbe d’une fonction 
croissante réside dans le fait que, suivant le mouvement le long de 
la courbe du côté des valeurs croissantes de + (à droite), on se déplace 
également du côté des valeurs croissantes de y (vers le haut). 
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Considérons la courbo représentative d'une fonction croissante 
univoque quelconque, définie dans l'intervalle a < x < b (fig. 28). 
Soit f (a) = c et f(b) — d; il est évident que c < d, puisque la 
fonction est croissante. Si l’on prend une valeur quelconque de 
y dans l'intervalle « & y < d et que l'on mène à partir du point 
correspondant la perpendiculaire à l'axe OY, cette perpendiculaire 
rencontrera notre courbe en un point, c'est-à-dire qu'à chaque valeur 
de y de l'intervalle c < y < d correspond une valeur bien détermi- 
née de x. Autrement dit, une fonction. inverse d'une fonctian croissan- 
le, sera univoque. 

[1 est facile de constater sur la courbe que cette fonction inverse 
sera également croissante. 

D'une façon analoguo, la fonction y = f (x) est dite décroissante, 
si lors de l'accroissement de la variable indépendante x, les valeurs 
correspondantes de y décroissent, c'est-à-dire s’il résulte de l'inégalité 
Le > mn que f (x) >> f (x2). On pout affirmer, comme plus haut, que 
Ja fonction, inverse de la fonction décroissante, sera une fonction 
univoque décroissante. Notons encore un cas important. Dans tous 
les raisonnements nous supposons toujours que la courbe représentalive 
de la fonction est une courbe continue. Ce fait est équivalent à une 
propriété analytique de Ja fonction f (x), la continuité de cette fonc- 
lion. Unc définition mathématique rigoureuse do la continuité d'une 
fonction et une étude des fonctions continues seront données au 
paragraphe 2. Le but du présent paragraphe est de faire connaissance 
de notions fondamentales, dont l'étude systématique sera faite dans 
les chapitres suivants. 

En ce qui concerne la terminologie, remarquons que lorsqu'on 
parle d'une fonction sans se référer à ses valeurs multiples, c'est que 
l'on suppose toujours qu'il s'agit d'une fonction univoque. 


1-1-22. Fonctions exponentielle et Iogarithmique. Revenons 
maintenant à l'étude de fonctions élémentaires. Une fonction expo- 
nentielle est définie par l'égalité : 


y=ar, (15) 


où l'on considère que a est un nombre positif donné (différent de 
l'unité). Pour une valeur positive entière de x la valeur de a* est 
évidente. Pour une valeur positive fractionnaire de x, l'expression a° 


p 
est définie comme la racine a 4 — Ÿæ; dans le cas où gest pair, on 
convient de prendre une valeur positive du radical. Sans entrer pour 
lo moment dans une étude plus approfondie des valeurs de a* lorsque 
z est irrationnel, notons seulement que nous obtiendrons des valeurs 
approximatives de a*, lorsque x est irrationnel, de plus en plus pré- 
cises, si l’on remplace la valeur irrationnelle de z par ses valeurs 
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approchées comine il a été indiqué plus haut [1-1-2]. Par exemple, 
a=a, ai Van, ati", 
seront des valeurs approximatives de a V2, où comme on le sait: 
V2=1,414213 
Le calcul de 4* lorsque z est négatif se ramène au calcul de a* lorsque 
æ est positif puisque: a-* = À qui détermine le degré de l'expo- 
sant négatif. On a convenu ci-dessus do considérer comme 


? 
toujours positifs les ru dans de re at — ya: 
il s'ensuit que la fonction a°, pour 
Ne LE LE AE 7 9 n'importe quelles valeurs réelles de x, 
est toujours positive. En outre, on 
peut démontrer — ce sur quoi nous ne 
nous attarderons pas — que pour 
a > 1, la fonction &* cst croissante, 
et que pour 0a<1 elle est dé- 
croissante. On fera une étude plus ap- 
rofondie de cette fonction plus loin 
fr-2-201. 


Sur la fig. 29 on a donné les 
courbes représentatives de la fonction 
(15) pour différentes valeurs de a. 

Fig, 29 Notons certaines particularités de ces 
courbes sur la fig. 29, 

Avant tout, on a, pour une valeur quelconque de a + 0, a = À, 
d'où il résulte que, pour une valeur quelconque de a, la courbe de la 
fonction (15) passe par le point y — 1 sur l'axe OY , c'est-à-dire par 
le point dont les coordonnées sont z = 0,y = 1. Sia > 1, la courbe 
va de gauche à droite (du côté des valeurs croissantes de æ) en s'éle- 
vant indéfiniment: et dans son mouvement vers la gauche la courhe 
se rapproche indéfiniment de l'axe OX, sans le toucher. Lorsque 
a < À, la disposition de la courbe par rapport aux axes sera diffé- 
rento. Dans son mouvement vers la droite, la courbe se rapproche 
indéfiniment de l'axe OX, et dans son mouvement vers la gauche, 
elle croît indéfiniment. Etant donné que a* est toujours positif, Ja 
courbe, bin entendu, est toujours située au-dessus do l'axe OX. 
Remarquons encore que l'on peut obtenir la courbe de la fonction 


y = ) à partir de la courbe de la fonction y = a*, en faisant 
tourner la figure do 180° autour de l'axe OY. Cela résulte directement 
de ce que, par cette rotation, x devient (—x) ot a-* = (2) : 
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Remarquons encore que, si « = 1, y = 1*, ei pour chaque valeur 
de + on a y = 1 [1-1-12]. 
Une fonction logarithmique est définie par l'équation 


y = Îgaz. (16) 


Par définition des logarithmes, la fonction (16) sera inverse de la 
fonction (15). On pout, de cette façon, obtenir la courbe de la fonc- 
tion logarithmique (fig. 30) à partir de la courbe exponentielle en 
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Fig. 30 Fig. 31 


faisant tourner les courbes do la fig. 29 de 1480° autour de la bissectri- 
co du premier quadrant. Vu l'accroissemont do la fonction (15) 
lorsque a >> 4, la fonction inverse (16) sera également une fonction 
de x croissante uniforme et, par Ià, la fonction (46) ne sera détormi- 
née, comme on le voit sur la fig. 29, que pour x > 0 (les nombres 
négatifs n'ayant pas de logarithmes}. Toutes les courbes de la fig. 30, 
correspondant à de différentes valours de a, coupent l'axe OX au 
point æz — 1. Cela correspond au fait que le logarithme de l'unité 
est égal à zéro pour n'importe quel radical. Sur la fig. 31, on a ropré- 
senté pour plus de clarté une soule courbe do la fonction (16) pour 
a > i. 


A la notion de la fonction logarithmique sont étroitement liées les notions 
d'échelle logorithmique ot la théorio de la règle à calcul. 

On appelle échelle logarithmique une échelle, pee sur une droite donnéc, 
telle que la longueur des divisions ne correspond pas au nombre indiqué sur 
Ja division, mais à son logarithme, de baso 40 généralement (fig. 32). Do sorte 
quo, si sur une division do l'échelle se trouve un nombro z, la longueur du seg- 
ment {x est égale non pas à z, mais à Igio x. La paques d'un segment entre 
deux points de l'échelle, repérés par x et y, sera égale à (fig. 32): 


TB TE = lion — Lgo #= Bio + à 
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pour obtenir le logarithme du produit zy, il suffit d'ajouter au sogment 17 
lo segment {y. élant donné que le sogment obtenu de cotto façon sera égal à: 


1g10 7 + 1810 y = Igio (xp). 
Ainsi, svoc une écholle logarithmique, on peut ramener la multiplication et 
la division dos nombres à l'addition ot la soustraction de segments sur l'échelle, 


Fig. 32 
co qui s6 réalise dans la pratique à l'aido de deux échelles idonti ucs, dont 
F 


l'une peut glisser contre l’autre (fig. 32 et 33). C'est sur ce principe qu'est 
féchello logerithmique. j À 


F2 
Fig. 33 


constituée 


Pour les calculs, on pmpiole souvent du papier logarithmique qui so pré- 
sento suus la forme d'une fouille réglée où les points de division sur les axes OX 
et OY correspondent non pas à l'écholle usuel v, mais à l'échello logarithmique. 

1-1-23. Fonctions trigonométriques (ou circulaires). Nous nous 


arrêterons seulement à quatre fonctions trigonométriques fonda- 
mentales : 


Y=SiNZ, y==C087, 
Y=tgr, y=cotgz, 
où nous exprimerons la variablo indépendante en radians, c'est-à-dire 


que nous prendrons comme unité d'angle, l'angle au centre tel qu'il 
corresponde à un arc de cercle, égal en longucur à un rayon. 


Fig. 34 


La courbe de la fonction y = sin x est représentée sur la fig. 34. 
Grâce à la formule : 


COsZ =sin (z ++) 
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il est évident qu'on peut obtenir la courbe représentative de la 
fonction y = cos x (fig. 35) à partir de la courbo de La fonction 
y = sin x simplement en déplaçant la courbe sur la gaucho le long 


de l'axe OX d'un segment F- 


Fig. 35 


Sur la fig. 36, on a représenté la courbe de la fonction y = 1g x. 
La courbe est composée d’une suite de branches infinies semblables. 
Chaque branche est située dans une bande de largeur x, et se présente 
gous la forme d'une fonction croissante de x. Enfin, sur la fig. 37, 
est représentée la courbe de la fonction y = cotg x, qui est constituée 
également de branches infinies. 

Les courbes des fonctions y = sin z ot y = cos x, par translation 
d'un segment 2x le long de l'axe OX vers la droite ou vers la gaucbe, 
coïncident, ce qui correspond au fait que les fonctions sin x et cos x 
ont une période 2x, c’est-à-dire que: 


sin(z+2n)=einxz et cos(z+ 2x1) =cosx 


pour tout x. Les courbes des fonctions y = tg x et y — cotg x coïnci- 
dent exactement de la même façon, quand elles so déplacent d'un 
sogment x le long de l'axe OX. 

Les courbes représentatives des fonctions : 


y=Asinaz, y=Acosaz (450, a>0) (17) 


sont semblables aux courbes des fonctions y = sin +, et y = cos x. 
Pour obtenir, par exemple, la courbe représentative de la première 
fonction (17) à partir de la courbe y = sin x, il faut multiplier les 
longueurs de toutes les ordonnées de cette dernière courbe par 4, 
c6 changer l'échelle de l'axe OX, de façon que le point d’abscisse 


x coïncide avec le point d'abscisse _. . Les fonctions (17) sont égale- 
ment périodiques, mais de période Æ. 


4281 
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Les courbes représentatives des fonctions plus compliquées : 
y=Asin(ez+b), y= Acos(az+ b}), (18) 


que l'on appelle courbes harmoniques simples se déduisent des courbes 
des fonctions (17) par une translation à gauche le long de l'axe OX, 


Le 






mm mn mms ee 7 et 


Fig. 36 


Û 
+= ——— 
+. 


Fig. 37 


d'un segment ? (on suppose b positif). Les fonctions (18) sont égale- 
ment de période =. 
Les courbes des fonctions de la forme: 
y = A,sin ax + B, cos aix + A, sin a,z+ B, cos ax, 


qui sont une somme de plusieurs termes du type (17), pouvent être 
construites, par exemple, si l'on additionne les ordonnées des courhes 
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de chacun des termes. Les courbes ainsi obtenues sont généralement 
appelées courbes harmoniques composées. La ïig. 38 représente la 
construction de la courbe de Ia fonction: 


y=2sinz+ cos 2r. 
Remarquons ici que la fonction: 
y = Aisinaiz+ B, cos az (19) 


peut être mise sous la forme (18) et représente une oscillation har- 
monique simple. 
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En effot, posons: 
mu. pu A=V AP 
PEAR "VAT D 
Nous avons évidemment: 
A;=mA, B;=n4A (20) 
et en outre, 
mi+ni=1, Imi<i, [r[<1, 
et, comme on le sait en trigonométrie, on peut toujours trouver un 
angle b;,, tel que 
cosh=m, sinb=n. (21) 
En remplaçant dans la fonction (19) les expressions de À, et 
B, données par (20) et en utilisant les égalités (21), nous obtenonst 
y == À (cos b,-sin a,z + sin b,-cos aix), 
c'est-à-dire 
y = À sin (ax + bi). 
4% 
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1-1-24. Fonctions trigonométriques (ou cireulaires) inverses. 
On obtient ces fonctions en inversant les fonctions trigonométri- 
ques : 

yæsinzt, cosx, tgz, cotgz 


et on les désigne respectivement par les symboles: 
Y = arc sinx, arc cosx, arc tgz, arc cotgz, 


ce qui n’est autre chose qu'une abréviation pour désigner les expres- 
sions: l'angle (ou l'arc) dont le sinus, le cosinus, la tangente ou la 
cotangente est respectivement égal à zx. 

Considérons la fonction 


y =arc sinx. (22) 


La courbe représentative de cette fonction (fig. 39) se déduit 
de la courbe représentative de la fonction y = sin x, selon la règle 
indiquée (1-1-20]. Cette courbe est entièrement située dans une bande 
verticale de Jargeur 2, s'appuyant sur le segment —1 < zx < + 1 





Fig. 40 Fig. 41 


de l'axe OX, c'est-à-diro que la fonction (22) n'est déterminée que 
dans l'intervalle —1 < x < + 1. De plus, elle est équivalente à la 
fonction sin y = xet, comme on le montre en trigonométrie, pour 
une valeur donnée de x, on obtient un ensemble infini de valeurs 
pour l'angle y. Sur la courbe, nous voyons en effet que les droites 
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perpendiculaires à l'axe OX en des points de l'intervalle —1 < x << 
< + 1 ont avec la courbe une infinité de points communs, c'est-à-dire 
que la fonction (22) est une fonction multivoque. 

On voit sur la fig. 39 que la fonction (22) deviendra univoque, si 
au Jieu de prendre toute la courbe, on se limite à la partie de celle-ci, 
figurée en trait gras, partie qui correspond aux valeurs do l'angle 


y tolles que sin y = x, qui so trouvent dans l'intervalle: —+ , LD 


Les fig. 40 et 41 donnent les courbes représentatives des fonctions 
y = arc cos x et y = arctgzæ; on y a fait figurer en trait gras les 
parties de la courbe qu’il faut considérer pour que la fonction soit 
univoque (on laisse au lecteur le soin de tracer la courbe représentati- 
ve de arc cotg x). Remarquons ici que les fonctions y = arc tg x et 
y = arc coig z sont définies pour toutes les valours réelles de z. 

En notant sur la figure l'intervalle de variation de y qui corres- 
pond à ja partie en trait gras de la courbe, nous obtenons une table 
d'intervalles dans lesquels les fonctions deviennent univoques : 


arc cos x arc tgz 


Inégalités pour y |—+< y < + 5 <r<F|0<v<n 





11 est facile de montrer que les fonctions ainsi définies, qui s’ap- 
pers valeurs principales des fonctions circulaires, vérifient Îles 
relations : 


arcsinz+arccoss= +, arotgz+arccotgr=. (23) 


1-2. Théorie des limites. 
Fonctions continues 


I-2-1. Variable ordonnée. Lorsque nous parlions d’une variable 
indépendante x, ce qui nous importait c'était l'ensemble des valeurs 
que pouvait prendre z. Par exemple, ce pouvait être l’ensemble des 
valeurs satisfaisant à l'inégalité 0 <z<1. Maintenant, nous 
allons examiner une grandeur variable z prenant successivement un 
ensemble infini de valeurs, c'est-à-dire que ce qui nous importe 
maintenant, ce n'est pas seulement l'ensemble des valeurs de zx, 
mais aussi l'ordre dans lequel elle prend ces valeurs. D'une façon 
plus précise, faisons les hypothèses suivantes: 1) si z et z” sont 
deux valeurs de la variable z, il est possible d’en distinguer une pre- 
mière et une seconde, de façon que, si x’ précède z” et z” précède x”, 
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alors x’ précède 2”; 2) aucune des valeurs de x n'est la dernière, 
c'est-à-dire que, quelle que soit la valeur de x considérée, il existe 
une infinité de valeurs qui la suivent. Une telle variable est appolée 
variable ordonnée. Par la suite, pour abréger, nous l'appellerons 
simplement grandeur variable. Comme d'habitude, sans tenir compte 
de la signification concrète de la grandeur (longueur, poids, etc.) 
nous désignerons par le terme « grandeur variable ordonnée » ou 
simplement «4 grandeur variable », toute suite infinie de ses valeurs. 

Un cas particulier important de variable ordonnée est colui où 
il est possible d'indexer la suite tout ontièro de ses valeurs (la 
première, la seconde, la troisième, etc.) : 


Lie Las Lg ee) Enr os 


de sorte quo des deux valeurs x, et la valeur conséquente est 
celle qui possède l’indice le plus élevé. n qualité d'exemple suppo- 
sons que {eo termo général de la suite x, est déterminé par la formule 


En = Es (n = 1, 2, 3, ...), de sorte que la suite est de la forme 
1 1 Î 1 
(1) 


TT? 7%! 3 ! 72 …. 
n 


Soit ensuite x, — 0,11 ... {, autrement dit, +, est une fraction 
décimale dont la partie entière est égale à zéro, et qui comporte 
a unités après la virgule; nous obtenons la suite 

L:2 


ms, 
0,1: 0,14: 0,111, ..., 0,11 ... 4, ..… (2) 
Insérant entre deux nombres de la suite (1) le nombre zéro, nous 
obtenons une nouvelle suite 


4 4 4 4 e 
2? 0, 4! 0, EN 0, 46°°°° (3) 


pour laquelle x, = - , & = 0, 2 = Lit = 0,2, = 3 otc. Parmi 


les valeurs de cette variable on rencontre des valeurs égales, préci- 
sément 2, = 0 quand p est pair. Notons que la variable (1) est 
décroissante, c'est-à-dire que Chacune de ses valeurs est inférieure 
à toutes les valeurs antécédentes et que la variable {2) est croissante, 
c'est-à-dire que chacune de ses valeurs est supérieure à toutes les 
valeurs antécédentcs. La variable (3) n’est ni croissante, ni décrois- 
sante. 

Indiquons maintenant des exemples de variable ordonnée dont 
on ne pout indexer les valeurs. Supposons que la variable + prond 
toutes los différentes valeurs vérifiant l'inégalité a—k<z<a, 
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où a et k sont des nombres quelconques et # => 0. On estime alors que 
de deux valeurs x’ et x” la valeur conséquente est la plus grande. 
Autrement dit, la variable x croît en prenant toutes les valeurs de 
l'intorvalle a — k << x << a, fermé à gauche et ouvert à droite. Elle 
prend n'importe quelle valeur plus petite que a de cet intervalle, 
mais ne prend pas la valeur a. La première valeur de cette variable 
est la valeur x = a — k, mais l'indexation des autres valeurs de 
la variable n'est plus possible. Si nous posons que la variable crois- 
sanLo satisfait non pas à l'inégalité a — k < z << a, mais à l'inégali- 
téa—k<z<a,il n'y aura alors plus de première valeur do la 
variable x. Exactement de la même façon, on peut considérer une 
variable décroissante x sur l'intervalle a <<z<a<+k ou sur 
l'intervalle a<r<a+k. 

Iudiquons maintenant un exemple analogue aux précédents, 
mais pour lequel la variable n'est ni croissante, ni décroissante. 
La variable x prend toutes les diverses valeurs vérifiant l'inégalité 
a—k£Lr<a+k, sauf la valour z == a. Si x’ et z° sont deux 
valours distinctes de z pour lesquelles les valeurs absolues des diffé- 
rences | zx’ — a [et | x” — a | sont différentes, on adopte pour valeur 
conséquente celle pour laquelle cette valeur absolue est plus petite 
(celle qui est plus prache de a sur l'axe OX), et six’ — aetz” — a 
pe diffèrent quo par leur signe (x° et +” sont à égale distance de a, 
mais se trouvent sur l’axe OX de différents côtés de a), on estime que 
la valeur conséquente est colle pour laquelle la différence mentionnée 
est négative (celle qui sur l'axe OX est située à gauche de a). Dans 
cet exemple, la variable x s'approche do a sur l'intervalle a — & < 
<zr<a-+k des deux côtés, prenant toutes les valeurs sauf a; 
la première valeur de la variable est x = a + k, la seconde z = a — 
— k, ct l'indexation ne pout être conduite plus loin. Si au lieu de 
l'intervalle a —k<z<a+k on prend l'intervalle a — k < 
< x << a + k en couservant la définition précédente de l'ordre de 
variation de x, il dovient alors impossible d'indiquer la première 
valeur de x. 

Dans ce qui suit nous rencontrerons fréquemment des grandeurs 
variables, liées par une dépendance fonctionnelle. Supposons que 
la variable zx soit une fonction de la variable t. Introduisons alors la 
notation x (t). Soit { une certaine variable ordonnée. Cela crée un 
ordonnancement des valeurs de x (1); précisément, si {” et €” appar- 
ticnnent à la suite des valeurs de f et si £” est antécédent à t”, alors 
nous estimons que parmi les valeurs de z (t) la valeur zx ({’) précède 
x (t”). Dans ce qui suit nous rencontrerons principalement les cas où 
parmi les valeurs de la variable ordonnée t il n’y a pas de valeurs 
égales. Toutefois, z (t) pout prendre des valeurs égales pour diffé- 
rents &. Il est naturel de dire que la variablo ordonnée t ordonne 
la variable x (!) vu que £ est une variable ordonnant la variable 
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æ(t). Notons que pour la variable indexée 21, 22, 3, . . . le rôle 
de t est dévolu à l'indico 1, 2, 3, . .., autrement dit, { prend succes- 
sivement les valeurs 1, 2, 3, ... et par cela même numérote les 
valeurs de Ja variable x. 

La question se pose des opérations effectuées sur les variables 
ordonnées. Si, par exemple, x et y sont des variables ordonnées, 
alors on ne saurait dire sans accord préliminaire ce que signifie la 
sommo zx + y ou le produit zy, car z, commo y, est susceptible de 
prendre une quantité infinie de valeurs, et il reste à savoir quelles 
valours de x et de y on doit ajouter ou multiplier, pour obtenir la 
nouvelle variable z + y ou xy. Si z et ysont des variables indexées 
et Ti, Te, . . . © Yi, Ya, . . . les valeurs successives de x et y, la 
somme z + y est déterminée comme la variable ordonnée prenant la 
suite de valeurs 


Dh LU La tYs -.. 
Dans le cas général, pour la définition de l'opération effectuée sur 
les variables ordonnées, il faut qu’elles possèdent une même variable, 
les ordonnant. Supposons que les variables z et y soient des fonctions 
æ (t) et y (t) d'une même variable ordonnée ? qui ordonne zx ({) et 
y (t). La somme de x et y est alors définie en tant que variable ordon- 
née z (t} + y (t) qui est ordonnée par la même variable t. 

Pour les phénomènes se déroulant dans le temps, la succession 
de valeurs de la grandeur variable peut être naturellement établie 
par leur ordonnancement dans le tomps, et l'on utilise fréquemment 
le schéma du temps en se servant des expressions « avant» et 
« après» au liou des valeurs « antécédente » et « conséquente ». 

Le présent paragraphe est principalement consacré à la théorie 
des limites qui constitue la base de l'analyse mathématique moderne. 
On considère dans cette théorie certains cas essentiels de variation 
des grandeurs. 


I1-2-2. Infiniment petits, À chaque valeur de la grandour variable 
z correspond un point Æ sur l’axe numérique OX, d'abscisso x, et la 
voriation de x se traduira par le déplacement du point Æ sur l'axe 
OX. Supposons que toutes les diverses positions du point Æ lors de 
la variation de z restent à l'intérieur d'un certain intervalle fini 
de l'axe OX. 11 est équivalent de supposer que la longuour du sog- 
ment OX où O est l'origine des courdonnées sur J'axe OX reste 
inférieure à un nombre positif donné M. Dans ce cas, la grandeur 
æ est dite bornée; compte tenu de ce que la longueur du segment 
OK est |z |, nous pouvons donner la définition suivante. 

Définition. Une variable x est dite bornée s'il existe un 
re ad M tel que, pour toute valeur de la variable x, on ait 
Ix|< M. 
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Comme exemple de grandeur bornée, on peut donner sin t où t 
est une variable ordonnée quelconque. Dans ce cas H est un nombre 
acbitraire supérieur à l'unité. 

Considérons maintenant le cas où le point Æ, dans ses mouvements 
successifs, se rapproche indéfiniment de l'origine des coordonnées. 
Plus précisément, supposons que le point X, au cours de sa variation 
successive, pénètre à l'intérieur d'un segment S°S de l'axe OX et 
dont le milieu est O, segment aussi petit que l’on veut, donné 
à l'avance, et que le point K reste, au cours de ses déplacements 
ultérieurs, à l'intérieur de ce segment. Dans ce cas, on dit que La 
grandeur z tend vers zéro ou que c'est un infiniment petit. 


Désignons par 2e la longueur du segment S”’S où e est un nombre 
positif quelconque donné. Si le point Æ se trouve à l’intérieur de 
SS, la longueur de OK < 8, et réciproquement, si la longueur de 
OK < e, le point K se trouve à l'intérieur de $#7S. Nous pouvons 
donc donner la définition suivante. 

Définition. Une variable x tend vers zéro ou est un infini- 
ment petit, si pour tout nombre positif donné e il existe une valeur 
de | telle que toutes les valeurs suivantes satisfont à l'inégalité 
Ixl<e. 

Compte tenu de l'importance de la notion d'infiniment petit, 
nous donnerons une autre formulation de la même définition. 

Définition. On dit qu'une grandeur x tend vers zéro ou est 
infiniment petite st | x | lors des variations successives de x devient et 
reste inférieur à tout nombre e petit positif donné à l'avance. 

Par « grandeur infiniment petite » nous entendons le caractère 
décrit plus haut de la variation d'une grandeur variable, et il ne 
faut pas confondre la notion de grandeur infiniment patite avec la 
notion souvent utilisée dans la pratique de grandeur très petite. 

Supposons que pour mesurer la longueur d'une parcelle quelcon- 
que, nous ayons trouvé mille mètres, avec un certain reste que nous 
considérons comme très petit par rapport à la dimension totale et 
que nous négligeons. La longueur de ce reste est définie par un nombre 
positif déterminé et l’expression e infiniment petit» ne peut être, 
évidemment, utilisée ici. Si nous avions trouvé la même longueur, 
dans une mesure beaucoup plus précise, nous ne l'aurions pas consi- 
dérée comme très petite et nous en aurions tenu compte. Nous voyons 
donc quo la notion de grandeur petite est une notion relative, liée 
aux conditions pratiques de la mesure. 

Supposons qu'une grandeur variable x prenne successivement les 
valeurs : 

Lis Z2s ET DER X Zns .…. 
et soit e un nombre positif quelconque donné. Pour nous assurer que 
x est un infiniment petit, nous devons démontrer que | x, | est infé- 
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ricur à &, à partir d'une certaine valeur de l'indice n, autrement 
dit nous devons démontrer l'existence d'un nombre entier W tel que 


Iæl<e pour n>N. 
Ce nombre N dépend de e. 


Considérons comme exemple d'infiniment potit la grandeur qui 
prend successivement les valeurs 


Qr D Pr. Pr see (0 LL A1). (4) 
Nous devons vérificr l'inégalité 
g®<e où nlgiog<ilgiog (0<e<1). 


Coinpte tenu de ce que 11, q est négatif, nous pouvons mettre l'iné- 
galité précédente sous la forme: 
1 102 
STE 

puisque lorsqu'on divise par un nombre négatif, il faut changer le 
sens de l'inégalité; par conséquent, nous pouvons prendre pour 
N le plus grand nombre entier contenu dans la fraction lgso &: 
Îgio 9. Ainsi, la grandeur considérée ou, comme on dit généralement, 
la suite (4) tend vers zéro. 

Si dans la suite (4) nous remplaçons q par (—4q), la seule diffé- 
rence sera que dans les termes d'exposant impair apparaîtra le signe 
moins, et les valeurs absolues des termes de cette suite restoront les 
mêmes; c'est pourquoi nous aurons encore uns grandeur infiniment 
petite. 

Si Ja grandeur z est un infiniment petit (x tend vers 0), on écrit 
généralement comme suit : lim x = 0, ou, pour la variable indexée : 
lim +, — 0. Dans les démonstrations ultérieures, à part le premier 
théorème, nous conduirons la démonstration pour les variables 
indexées. Dans le premier théorème la démonstration sera conduite 
non seulement pour les variables indexées, mais aussi daus lo cas 
général. 

Donnons deux propriétés des infinimrnt petits. 

1. La somme de plusieurs (d'un nom ? donné) infiniment petits 
est aussi un infiniment pelit. 

Considérons, par exemple, la somme w = x + y + 2 de trois 
infiniment petits, et supposons que les variables sont indexées. 
Soient 

Tir Tor Lan co Yas Yar Var 5 Tis Zar Zss ... 


les valeurs successives de x, y et z. Pour w nous obtenons les 
valeurs successives: 


Within WimtitYotzn Watt yst in 
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Soit e un nombre quelconque positif donné. Compte tenu de ce 
que z, y et z sont infiniment petits, nous pouvons affirmer qu'il 


existe un nombre W,, tel que | z, | << = pour x > N;,; un nombre 


IN, tel que | [< + pour n > N2; un nombre N:, tel que | 2, | < 


<+ pour n > Na. Si nous désignons par W le plus grand des trois 


nombres Ms, Na, Na, nous aurons : 
Cent +, FARSE Fan <+ pour n>KN, 
et, par conséquent, 
Laon <zal +1 Unl +2 < ++ +++ pour r>, 


c'est-à-dire | w, | << e pour # > N, d'où il résulte que w est un 
infiniment petit. 

Considérons maintenant le cas général quand zx, y, z sont des 
fonctions z (f), y (t), z (t) d'une même variable ordonnantet et w (!) = 
= z(t) + y (6) + 2 (€). Prenant en considération le fait que x, y, : 
sont des infiniment petits, nous pouvons affirmer: il existe une 


valeur t={ telle que | z (t) |< + pour toutes les valeurs conséquen- 


tes de t : il existe une telle valeur £ = #” que | y (4) 1 << _ pour toutes 
les valeurs conséquentes de t; il existe une valeur {” telle que 
13 (t) 1<+ pour toutes les valeurs conséquentes de 4. Désignant 


par f, celle des valeurs +’, £”, {” de la variable t telle que les deux 
autres lui soient antécédentes ou coïncident avec elle, nous pouvons 
affirmer que 


UI<+, IrOI<+, 1201<+ 
pour toutes les valeurs do £ conséquentes à f,, c'est pourquoi 


Due) < ltn CE) + l'un (4) + 128 << +++ ee; 


l w (t) | < e pour toutes les valeurs de £ conséquentes à &, autrement 
it, w est un infiniment petit. 

2. Le produit d'une grandeur bornée par un infiniment petil est 
un infiniment petit. 

Considérons le produit de deux variables indexées zy, où x cst 
une grandeur bornée, et y un infiniment petit. Par définition, 
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il existe un nombre positif M te] que |z, | < M quel que soit n: 
il existe un W tel que | y, | << A pour n > N. Nous voyons donc 
que: 
lraÿnl=]ænl- nl < M pour 2>N, 


c'est-à-dire | z,y, | < e pour n > N, d'où il résulte que le produit 
æy est un infiniment petit. 

On remarquera que cette dernière propriété est à plus forte raison 
valablo, si + — C est une grandeur constante. Le rôle du nombre 
M peut alors être rempli par n'importe quel norubre plus grand que 
1C |, autrement dit, le produit d'une grandeur constante par un 
infiniment petit est un infiniment petit. En particulier, si x est 
un infiniment petit, alors (—x) est aussi un infiniment petit. 

Vu l'importance fondamentale de la notion d'infiniment petit 
pour la suite de notre exposé, nous nous arrêterons encore sur celte 
notion et présenterons certaines remarques complémentaires. 

Estimant que 0 << g < 1, insérons entre deux termes de la suite 
(4) ie nombre zéro. Nous obtenons la suite 

4 0, g%, 0, g°, 0... 


On voit aisément que cette variable aussi tend vers zéro, tout 
en pronant la valeur zéro un nombre infini de fois. Cela ne contredit 
pas la définition d’une grandeur tendant vers zéro. Supposons que 
toutes les valeurs conséquentes de la « variable » sont égales à zéro. 
Pour la variablo numérotée cela signifie que x, = 0 pour tout n, 
et dans lo cas de x (!), où t est une variable ordonnée, cela signifie 
que z (t) = 0 pour toutes les valeurs de £. Une telle « variable» est en 
fait une grandeur constante, mais elle satisfait formellement à la 
définition d'un infiniment petit. Par exemple, pour la variable 
numérotée (x, — 0 pour tout n) | z, | < e pour tout & positif donné, 
quel que soit n. Si x, = C pour tous les r et C est un nombre diffé- 
rent de zéro, une toile suite n’est rien d'autre qu'un infiniment petit. 

Reprenons les trois exemples de la variable ordonnée de [I-2-1] 
dans lesquels on ne peut indexer la variable ct posons dans ces 
exemples a = 0. La première est une variable croissante prenant 
toutes les valeurs de l'intervalle —% < x << 0. Pour un 8 > 0 donné 
pour toutes les valeurs de cetie variable conséquentes à La valeur 
z= —e, si e< 4, nous avons [z|<e. Sie> k, alors [x | <e 
pour toutes les valeurs de zx. Ainsi, x tend vers zéro (à partir des 
valeurs plus petites que zéro). Exactement de la même façon x tend 
vers zéro dans les deux autres cas : quand x est une variablo décrois- 
sante prenant toutes les valeurs de l'intervalle 0 < z < k, et quand 
+ prend toutes les valeurs (distinctes) de l'intervalle —k < x << + k 
excepté z = 0 pour le cas de l’ordonnancement des valeurs défini 
en {1-2-1]. Pour une variable x tendant vers zéro de la manière indi- 
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quée plus haut, introduisons des notations spéciales : dans le premier 
cas, nous écrirons: z—> — 0 (x tend vers zéro à partir des valeurs 
plus petites que zéro); dans le second cas, z — + 0 (x tend vers zéro 
à partir des valeurs plus grandes que zéro); dans le troisième cas, 
æz—r + 0 (x tend vers zéro des deux côtés). 

Il existe, bien entendu, une infinité de manières suivant 
lesquelles la variable x indexée ou non indexées est susceptible de 
tondre vers zéro. Dans tous ces cas nous écrirons z—> 0. Dans les 
trois cas que nous avons précisés le zéro est affecté de signes. La 
particularité caractéristique du premier de ces trois cas réside dans 
le fait que x, en croissant, prend toutes les valeurs inférieures à zéro 
et suffisamment proches de zéro. Dans le second cas le même caractè- 
re de variation de x est lié à la décroissance de z. Dans le troisième 
cas z nd toutes les valeurs suffisamment proches de zéro, aussi 
bien plus grandes que plus petites, excepté La valeur zéro. De deux 
valeurs æ et x” non également distantes de zéro (autrement dit 
[z | | x" |), on estime que la valeur conséquente est celle qui est 
plus proche de zéro, et de deux valeurs également distantes de zéra 
(2° = — x’) on estime que la valeur conséquente est la valeur néga- 
tive. 

Formulons encore une remarque. Il découle de la définition d'un 
infiniment petit que Lors de la démonstration du fait que la variable 
æest un infiniment petit, il suffit de considérer uniquement les valeurs 
de x conséquentes à une certaine valeur déterminée x = 2x0, cette valeur 
x pouvant être choisie arbitrairement. 

Ceci étant, il est utile d'ajouter, dans la théorie des limites, un 
complément à la définition d’une grandeur bornée: il est inutile 
d'exiger que l'inégalité | y | << M soit satisfaite pour toutes les 
valeurs de y; il suffit de donner la définition plus générale suivante: 

Définition. Une grandeur y est dite bornée, S'il existe un 
nombre positif M et une valeur de yo tels que toutes les valeurs suivantes 
satisfont à l'inégalité |y | << M. 

Avec cette définition d’une grandeur bornée, la démonstration 
de la seconde propriété des infiniment petits reste inchangée. Pour 
une variable indexée, la seconde définition d'une grandeur bornée 
entraîne la première, de sorte que cette seconde définition n'est 
pas plus générale. En effet, si | z, | < M pour n > N, en désignant 
par M” le plus grand des nombres: 


{zsl, Îzal ... [av] et M, 
nous pouvons affirmer que |, | << M° + 1 pour tout n. 
1-2-3. Limite d’une grandeur variable. Nous avons dit qu'une 


grandeur variable est infiniment petite, si le point K qui lui corres- 
pond et qui se déplace le long de l'axe OX, possède la propriété sui- 
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vante: la longueur du segment OK lors de la variation de K devient 
et reste inférieure à tout nombre positif donné e. Supposons mainte- 
nant que cette propriété est valable non pour le segment OX, mais 
pour le segment AX, où À est un point déterminé de l'axe OX, 
d'abscisse a (fig. 42). Dans ce cas, l'intervalle S°$ de longueur 28 
aura son milieu non à l'origine des coordonnées, mais au point À 
d'abscisse x = a, et le point Æ au cours de son déplacement devra 
pénétrer à l’intérieur de cet intervalle et y rester durant son mouve- 
ment ultérieur. Dans ce cas, on dit que le nombre constant a est 
la limite de la variable x, ou que la variable zx tend vers a. 


S AKS 
-—# _” * 
o-€ € æ E a+€ 


Fig. 42 


Considérant que la longueur du segment AX est |x —c| 
[[-1-9}, on peut donner la définition suivante: 

Définition. On appelle limite d'une variable x un 
nombre a tel que la différence zx — a est une grandeur infiniment 
petite. 

Notons que a — x est aussi un infiniment petit. 

En tenant compte de la définition d'une grandeur infiniment 
petite, on peut donner la définition de Ja limite a de la façon 
suivante : 

Définition. On appelle limite d'une variable x un nombre 
a qui a la propriélé suivante: pour n'importe quel nombre e 
positif donné il existe une valeur de la variable x telle que l'inégalité 
|zæ—al<e (ou, ce qui revlent au même, |a — r|<e) est vraie 
pour toutes les valeurs suivantes de z. 

Dans le cas d'un ensemble indexé 2, 22, zx ... pour tout 
nombre e donné positif il faut établir l'existence d'un nombre 
entier positif N tel que |z, —a|<e (ou |a— x, | << e) pour 
n>N. 

Si a est la limite de x (x tend vers a), on écrit: 


limz=a ou z—04. 


Dans le cas d'une variable indexéo: 2, z2, Zs, . .. On dit 
également que a est la limite de la suite indiquée (la suite tend 
vers a) et on écrit: 


Jimæ=4, où 4 —0. 
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Attirons l'attention sur certaines circonstances qui découlent 
de la définition de la limite et quo nous n'allous pas démontrer ici. 

1. Une grandeur variable ne peut tendre vers deux limites diffé- 
rentes, autrement dit, ou bien elle ne possède pas de limite, ou bien elle 
possède une limite déterminée. 

2. Une grandeur variable dont la limite est égale à zéro est un infi- 
niment petit et inversement, tout infiniment petit a une limite égale 
à zéro. 

3. Si deux variables z, et y, (n = 1, 2, 3, ...) ou z{t) et y(t) 
ont pour limites a et b et vérifient au cours de leur variation successive 
les inégalités x, ,< yn (n = 1,2, 38,...) ou x ()<y (t), alors a & b. 

Notons que si les variables vérifient l'inégalité z, << y,, on peut 
obtenir l'égalité de leur limite, autrement dit a < b. 

4. Si les trois variables »,, y,, 2, vérifient l' inégalité Tn LUn 
< Zn, et st x, et 2, tendent vers une même limite a, la variable y, tend 
également vers cette limite a. 

L'éxistence de la limite a pour la variable x est équivalenio à ce 
que la différence z — a = a soit un infiniment potit, et cela de 
sorte que l'ordonnancement de a est déterminé par l’ordonnancement 
de x. Pour une variable indexée : z, — a = «,. 11 en découle que: 

5. L'existence de la limite a de la variable x est équivalente à ce 
que x peut être représenté sous forme de la somme du nombre a et d'un 
infiniment petit, c'est-à-dire que x = a + à ou x, = a + «,, où 
a ou ©, sont des infiniment petits. 

6. Lors de la détermination de la limite a de la variable x il suffit 
de considérer uniquement les valeurs de x conséquentes à une cerlaine 
valeur déterminée x = x; cette dernière valeur peut être choisie arbi- 
tralrement, autrement dit, on peut ne pas accorder d'attention aux 
valeurs de x antécédentes à x. 

7. Si la suite 2, 2, %s, . . . tend vers a, alors n'importe quelle 
sous-suite infinie partielle 2,,, 2, %ns, . . . extraite de la suite initiale 
tend également vers a. Dans Îa sous-suite partielle les indices 
Mas M, Na, . . . forment une suite croissante d'entiors poritifs. 

Pour une variable z non indexée tendant vers a, une propriété 
analogue a lieu sous une certaine réservo. Supposons que nous avons 
éliminé de la suite des valeurs de z certaines de ses valeurs (on quan- 
tité finie ou infinie), mais cela de telle façon que pour toute valeur 
fixée x — x la suite restanto des valeurs de + contient les valeurs 
pour lesquelles z = x est une valeur antécédente. Alors la suite 
restante de valeurs est, si l'on conserve l'ordonnancement primitif 
des valeurs, une variable ordonnée tendant vers a. 

Prenons comme exemple la variable indexée 


gmommn, 
m0, 2=0,11, ...,2=0,11 ... ‘,.. 
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et démontrons que sa limite est égale à _ Ecrivons la différence : 
EE 1 RE 
9 17 "90 D 28 GO0 TM Ga * *: 
L'inégalité 4x <e est équivalente à l'inégalité suivante: 
9.10 > + ou n > Igio+—Igi09, 


et on peut prendre pour N le nombre entier le plus grand, contouu 
dans la différence Igio + — Igio 9 (on considère & < +). 


Etudions maintenant la somme des n premiers termes d'une 
progression géométrique décroissant indéfiniment : 


Sn b+ bg+ bg9+ + bg" (0<|al< 1). 
Comme on le sait, 
S,= 
n Â—gq L 
et en donnant à n les valeurs 14, 2, 3, ..., on obtiendra la suite 
Si S2 Sa 5e 
A partir de l'expression S,, on a 











Te —$n= = g". 
Le second membre est le produit du facteur constant - par le 
facteur infiniment petit g" [I1-2-2]. Compte tenu de la deuxième 
propriété des infiniment petits [1-2-2], la différence — —$h est une 


grandeur infiniment petite et, par conséquent, le nombre _ 


est la limite de la suite Si, 82, , .. 

Revenons à la variable non indexée x du paragraphe 11-2-1], 
définie par les inégalités a—k<z<a ou a<z<atk, ou 
a—k<z<a+k, sauf pour z = a, avec la suite des valeurs 
de x indiquée en (1-2-1]. Cette variable z possède, comme on le voit, 
une limite dans les trois cas, égale à &, et on indiquera les trois cas 
de variation de la variable x, de la façon suivante: z—+ a — 0; 
zra+0; z—+>a+ 0 I[cf. 1-2-2]. Notons que cette désignation 
n’est pas liée à la grandeur du nombre positif £, car, comme on 
a indiqué ci-dessus, en définissant une limito, on peut ne pas tenir 
compte des valeurs qui précèdent une valeur quelconque de x. 

Faisons encore quelques remarques et citons des exemples. 

La « variable » ordonnée + dont toutes les valeurs sont égales 
au nombre a, satisfait à la définition d'une grandeur tendant vers a. 


q 
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Par exemplo, pour Ia variablo indexée (x, = à pour tout n) 
Îza — a | = 0 est plus petit que tout nombre positif e fixé à l'avan- 
co pour tout n (ci. I-2-2]. Cette façon de considérer une grandeur 
constante comme un cas particulier de grandeur variable nous sera 
commode par la suite. 

Notons encore que si la variable x possède une limite, par exemple 
a, alors |x— a | << e pour un e>>0 donné, à partir d'une certaine 
valeur de x, et par conséquent nous aurons | z | << | a | 4 €, autre- 
ment dit, x est une grandeur bornée (remarque [I-2-2]). 

Une grandeur variable peut, comme nous l'avons noté, ne pas 
avoir de limite. Prenons par exemple la variable indexée x = 0,1, 


2 = O1, æ3 = 0,111, . . ., dont la limite est £, et la variable 
Us = + Y2 = Ys = À: +. dont la limico est le nombre zéro. 
La variable indexée 2 = 0,1, z, = + 23 = 0,11. z = 
z = 0,111, zs — > ... n'a pas de limite. La snilo de ses valeurs 


successives Zis 23 Zs, - . . A pour limito + et la suite de ses valeurs 
Zas + 26». . à pout limito O. 
Prenons la suite indiquée plus haut y = + = _n Us = 


= dont la limite est zéro et insérons ontre chaque couple 


de ses termes les nombres LT ..., qui sont deux fois plus 


grands que Îles précédents. Cette dernière suite tend aussi vers zéro. 
Nous obtenons unc suite tendant vers zéro: 

4 n { 1 1 4 
2222": 

Les termes de cette suite, tout en s'approchant indéfiniment de zéro 
à partir des valeurs positives, ne décroissent pas toujours : le second 
ost plus grand que le premier, le quatrième est plus grand que le 
troisième, etc. 

Considérons la variablo non indexée qui, décroissant sur 
l'intervalle (1 -< x < 5), tend vers l'unité, autrement dit z > 1+0. 
Si nous excluous les valeurs de + vérifiant la condition 3 < z < 4, 
l’ensemble restant des valeurs de z pour un même ordonnancement 
(décroissance) tendra aussi vers l'unité. Si nous cxcluons les valeurs 
de x vérifiant la condition 1 < x < 2. alors on conservant l'ordre 
initial (décroissance) l'ensemble restant sera ordonné mais tendra 
non pas vers J'unité mais vers deux. Si nous excluons les valeurs 
de x vérifiant la condition 1  z << 2, l'ensemble restant des valeurs 
de x pour l'ordonnancement initial (décroissance) ne sera pas ordonné 
6—281 
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car il aura pour dernière valeur x = 2. Cet exemple se rapporte 
à la remarque que nous avons faite plus haut sur l'élimination des 
valeurs d'uno variable ordonnée non indexée, 


1-2-4. Théorèmes fondamentaux. Les théorèmes que nous citerons 
par la suite concerneront les variables indexées. Dans le cas général, 
la démonstration est tout à fait analogue (cf. 1-2-2]. 

4. Si les termes de La somme algébrique d'un nombre fini de varta- 
bles possèdent des limiles, leur somme possède également une limite, et 
celle limite est égale à la somme des limites de ces termes. 

Etudions la somme algébrique z — y + 3, et supposons que les 
variables indexées z,, y, et z, (nr = 1, 2, 3, ...) tendent res- 
pectivement vers les limites a, b et c. On a donc: 


= 0% an Yn=b+fn 2n=0C4+Yn 
où ah, Ph et y, sont des infiniment petits. Pour les valeurs successives 
de la somme z — y + 3 on aura 


Zn — Un + Zn = (a + an) — (b + Pa) + (+ Vn) = 
= (a— b+c)+ (an — Bn + Yn). 


La promièro parenthèse du second membre de cette égalité est 
SE D constante, et la deuxième un infiniment petit [I-2-2), 
0 Lo, 


c'est-à-dire 
lim(r—y+z)=a—b+c-limz—limy+limz. 


2. Si les facteurs du produit de plusieurs variables cnt des limites, 
alors le produit aura une limite et cette limite sera égale au produit des 
limites des facteurs. 

Considérons le produit de deux facteurs sy et supposons que les 
variables indexées z,, y, (n = 1, 2, 3, ...) ont les limites 
a et b. En vertu de cela nous avons 


An =G+On Yn=b+P}, 


où a, et B, sont des infiniment petits. Pour les valeurs successives 
du produit z,y, nous avons 


En = (a + on) (b+ B4) = ab + (afin + bon + € nBn). 
La somme entre parenthèses dans le second membre est une somme 
d'infiniment petits. En effet, les deux premiers termes sont les 
produits des constantes «& et b par des infiniment petits, ot dans le 
troisième terme le premier facteur a, —+ 0 est de ce fait une grandeur 
bornée, et le second facteur B, est un infiniment petit. Aïnsi dans 
le second membre Je premier terme ab est une constante et 


Ln—Ynt+in > a—b+c, 
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le secand (entre parenthèses) est un infiniment petit [1-2-2]. Par 
conséquent, z,y, —>» ab, autrement dit, 
lim(zy)=ab=limz.limy. 

3. St le dividende et le diviseur sont des variables possédant une 
limite el que la limtte du diviseur soit différente de zéro, le quotient 
possède également une limite, el cette limite est égale au quotient des 
limites du dividende et du diviseur. 


Etudions le rapport Z et supposons que les grandeurs x, et y, 


(nr = 1, 2, 3, ...) tendent respectivement vers les limites & et b, 
et que b 0, Démontrons que la différonce 2 ea ss Pour cela, 
Zn a 


il suffit de démontrer que la différence TT estun infiniment 
nñn 
petit. On a, par hypothèse: 


En =G+On Yn=b+/Pn, 
où &, et B, sont des grandours infiniment petites. D'où : 
z a __a+a a — ! ue: 
n D Die 0 HUE Von — ah). 
Le dénominateur do La fraction de La partie droite se compose de doux 


facteurs et en vertu des deux précédents théorèmes tend vers b?. 
Par conséquent, à partir d'une certaine valeur de n, le dénomi- 


nateur sera supérieur à Ê (b £ 0), et la fraction DE sera com- 


prise, à partir de la valeur spécifiée de n, entre zéro et 5 c'est-à-dire 


sera une grandeur bornée. La grandeur (bœ, — af) est un infiniment 
In 


petit. Ainsi, la différence Æ- F est un infiniment petit. Par 


+, autrement dit, 


conséquent, 2 + 
Un b 


: Jin . 
lim + = + = Ty (lim y eo 0). 

Notons certains corollaires des théorèmes démontrés. Si + tend 
vers la limite a, la variable bz*, où b est une constante ot # un entier 
positif, tendra, en veriu du théorème 2, vers Ja limite ba*. 

Considérons le polynôme 


12) = 002" + ar an +, ant + Am 
où les coefficients a, sont constants. Appliquant le théorème 4 et | 
utilisant la remarque que nous venons de faire, on peut affirmer que 
quand z—+ a, ce polynôme tendra vers la limite: 
lim f(x) = f(a)= 408" + ae"... aa + amn40 + One 
5° 
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On peut, do la même façon, affirmer que lorsque z varie de la 
façon que nous venons d'indiquer, la fraction rationnelle 


p(x)= 00" + ae +... Ham Lam 
OZ P + bas... Hz + bn 
tendra vers la limite: 


ape +agam"l+... lame + am 


en Q (a) = PURE or hot Hope lp 


ba? + b,ar-1 + .…. + Dp-1a + b,ZÆ 0. 

Toutes ces propositions sont vraies, quelle que soit la manière 
dont x tond vers la limite a. 

Au lieu de polynômes, ordonnés suivant les puissances d'une 
seule variable, nous aurions pu, bien entendu, étudier des polynômes, 
ordonnés suivant les puissances de plusieurs variables tendant vers 
une limite. | 

Ainsi, par exemple, pour des variahlos indexées, si lim 2, = a et Lim y, = 


æ=b, on a: 
Lire (z2+ #nvn +09) = 02+-ab+ b3, 


1-2-5. Infiniment grands. Si unc grandeur variable x tend vers 
une limite, olle est bornée, comme nous l'avons vu. 

Nous allons étudier quolques cas de variation de grandeurs 
bornées. 

Comme précédemment, nous étudierons simultanément la gran- 
deur x et le point Æ correspondant, qui se déplace sur l’axe OX. 
Supposons que le point Æ se déplace de telle Façon que, aussi grande 
que soit la longueur du segment 7’T° dont lo milieu est à l'origine 
des coordonnées, le point Æ au cours de son déplacement s0 trouvera 
en dohors de ce segment et y restera lors de son mouvement ultérieur. 
Dans ce cas, on dit que z est une grandeur infiniment grande, on 
bien une grandeur qui tend vers l'infini. Soit 2M la longueur du 
segment T'T. En tenant compte de ce que la longueur du segment 
OK est |z|, on peut donner la définition suivante: 

On dit qu'une grandeur x est infiniment grande, ou tend vers l'infi- 
ni, si |æ |, lorsque x varie, devient et reste supérieure à un nombre 
positif donné M. Autrement dit: une grandeur x est infiniment 
grande, si elle remplit la condition suivante: pour lout nombre posi- 
tif donné M il existe une valeur de la variable x, telle que l'inégalité 
1xl> M est observée pour toutes les valeurs suivantes de x. 

En particulier, si une grandeur infiniment grande z reste constam- 
ment positive à partir d'uno certaine valeur déterminée (le point 
K est à droite du point O), on dit quo x tend vers plus l'infini 
(+oco). De même, si une grandeur z reste négative (le point À est 
à gauche du point O), on dit que x tend vers moins l'infini (— 00). 


1-2. THÉORIE DES LIMITES. FONCTIONS CONTINUES 69 


Pour désigner une grandeur infiniment grande, on utilise les 
symboles suivants: limz= 00, limzx=+o, limz—= — oo. 
Au lieu de lim z = ©, on peut, évidemment, écrire lim | x | = 
= + oc. 

Le terme « infiniment grand » n'est employé que pour formule: 
la propriété indiquée ci-dessus de variation d’uns grandeur variable 
x, et il faut distinguer ici, comme pour les grandeurs infiniment 
petites, la notion de grandeur infiniment grande de la notion de 
grandeur très grande. 

Si, par exemple, la grandeur z prend successivement les valeurs 
1, 2, 3, ..., on a évidemment lim x — + co. Si ses valeurs succes- 
sives sont: —1, —2, —3, ..., on a : limz= — ; et enfin, si 
ces valeurs sont: —1, 2, —3, 4,... nous pouvons écrire 
lim zx = oo. . 

Etudions encore, comme exemple, la grandeur prenant succes- 
sivement les valeurs: 


a, 9.9... (a>1), (5) 
et soit M => 1 un nombro quelconque donné. L'inégalité qg° > M 
est équivalente à: 


1810 M 
R aog 


et, par conséquent, si V est le nombre entier le plus grand contenu 
dans Ja fraction Igio M: Igso 9, on aura: 


g >M pour n>N, 


c'est-à-dire que la variablo considérée tend vers + oo. 

Si dans la suite (5), on remplace g par (ag), seuls changent les 
signes dos puissances impaires de qg. Les valeurs absolues des termes 
de la suite restent les mêmes, de sorte que pour les valeurs négatives 
a ? supérieures à l'unité en valour absolue la suite (5) tond vers 
‘infini. 

Par la suite, lorsque nous dirons qu’une grandeur variable tend 
vers une limite, nous sous-entendrons que cette limite est finie. 
On dit parfois qu'une grandeur variable tond vers une « limite infi- 
nie », en parlant d'une grandeur infiniment grande. 

Des définitions précédentes, il résulte que: si une variable x tend 


vers zéro, la variable —, où m est une constante donnée différente 
de zéro, tend vers l'infini, et si z tend vers l'infini, “tend vers zéro, 


1-2-6. Variables mouotones. En étudiant une grandeur variable, 
nous sommes souvent dans l'impossibilité de trouver sa limite, mais 
ce qui nous importe, c'est de savoir si cette limite existe, autrement 
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dit, si la variable tend vers une limite. Donnons un critère important 
d'existence de la limite. 

Supposons qu'une variable z croît constamment (plus précisé- 
ment, qu'elle ne décroît jamais), ou bien qu'elle décroît constamment 
(plus précisément, qu'elle ne croît jamais). Dans le premier cas, 
chaque valeur de cette variable n'est pas inférieuro à toutes les 
valeurs précédentes, ni supérieure à toutes les valeurs suivantes. 
Dans le second cas, elle n'est pas supérieure aux valeurs précédentes, 
ni jamais inférieure aux valeurs suivantes. Dans ces cas. on dit que 
la grandeur varie de façon monotone. 

Le point correspondant Æ sur l'axe OX se déplacera alors dans 
une seule direction, positive si la variable croît, et négative si elle 


x 
K Kb À 


Fig. 43 


décroît. [1 est certain que seules deux possibilités peuvent se présen- 
ter: ou bien le point Æ s'éloigne indéfiniment sur la droite (x — 
— + oo ou — œ) ou bien le point Æ se rapproche indéfiniment 
d’un point déterminé À (fig. 43), c'est-à-dire que la variablo x tend 
vers une limite. Si l'on sait que la grandeur x varie do façon mono- 
tone, et que, de plus, elle est bornée, il est évident que Æ ne peut pas 
Lu iudéfinimont, et on peut affirmer que x tend vers une 
imite. 

Cette considération intuitive n'est pas une démonstration, 
On donnera une démonstration rigoureuse par la suite. 

On formule habituellement le critère d'existence d'une limite 
de la façon suivante: si une grandeur variable est bornée et varie de 
façon monotone, elle tend vers une limite. 

Etudions comme exemple la suite: 


a 2 n 
m=+, UT: Us= ST: ….. Un = ss (6) 
où æ est un nombre positif donné. 
On 0: 
z Lr À 
Un = Unes (7) 


Pour n>#x, la fraction + sera inférieure à l'unité el u, <u,.s, 
que la variable u,, à partir d'une certaine valeur, diminuera continü- 
ment lorsque n croîtra, en restant supérieure à zéro. D’après le 


* Le symbole nl est l'abréviation de la notation du produit 1-2-3...-n 
et s’appolle efactorielle ns. 
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critère d’existence d'une limite, cette variable tendra vers une 
limite déterminée u. Nous allons dans l'égalité (7) faire croître 
indéfiniment le nombre entier n. Nous obtiendrons comme limite: 
u=u.0, ou u=0, 
c'est-à-dire à 
. z 
Jim yet. (8) 

Si, dans la suite (6), nous remplaçons z par (—x), seuls changent 
de signe les termes d’exposant # impair, et cette suite tendra vers 
zéro comme auparavant, c'est-à-dire que l'égalité (8) est vérifiée 
pour n'importe quelle valeur donnée de z aussi bien positive que 
négative. 

Nous avons, dans cet exemple, calculé , nous étant assurés 
avparavant que cette limite existe. Si nous ne l'avions pas fait, La 
méthode que nous avons appliquée aurait pu nous conduire à un 
résultat erroné. Éxaminons par exemple la suite: 


=, ua=@?, ….. U=q", … (g>1). 
On a, de toute évidence: 
Un = Un-1q. 
Nous ne nous occuperons pas de l'existenco de la limite u,; nous 
la désignerons par la lettre u. Passant à la limite, il vient: 


u=ug, c'est-à-dire u(1—g)=0, 


et, par suite, u = 0. Mais cela n'est pas vrai, car pour g > 1, comme 
on le sait, lim qg" = + oo [1-2-5). 


I-2-7. Critère de Cauchy d'existence d'une limite. Le critère 
d'existence d'une limite énoncé en [1-2-6] est une condition suffi- 
gante mais non nécessaire d'existence d'une limite, étant donné 
qu'une variable [1-2-3] peut tendro vers une limite, même si elle ne 
varie pas de façon monotone. 

Le mathématicien français Cauchy a donné la condition nécessaire 
et suffisante d'existence d'une limite que nous allons énoncer main- 
tenant. Si une limite est connue, elle a la propriété caractéristique 
suivante: à partir d'une certaine valeur de la variable, la valeur 
absolue de la différence entre la limite et la variable est inférieure 
à un 8 quelconque positif donné. D’après le critère de Cauchy, pour 
qué la limite existe, il faut ot il suffit que, à partir d’une certaine 
valeur de le variable, la différence entre deux valours successives 
quelconques de Ja variable soit inférieure à un e positif quolconque 
donné. Donnons vne formulation précise de ce critère. 

Critère de Cauchy. Pour qu'une variable x ait une limi- 
te, il faut et il suffit que pour tout nombre & positif donné il existe une 
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valeur de x lelle que pour n'importe quelles valeurs successives z° el z°, 
l'inégalité | x° — x" | < & soit vérifiée, + 
Supposons que nous ayons une variable indexée 


Lt, La LEE] TL see 


D'après le critère de Cauchy, la condition nécessaire et suffisante 
d'existence d'une limite, pour cetto suite, est la suivante: pour 





nn & positif quelconque donné il existe un # (qui dépend de e) tel 
que 


ÎTm—2n|<e, si metr>N. (9) 


Lo fait que cette condition est nécessaire se justifie aisément. 
Si notre suite possède une limite a, on écrira zn — 2h = (tm — a) + 
+ (a — 2), d'où il résulte: 


l3m—2n|<]tm—a|+1a—z |. 
Mais d'après la définition d'une limite, il existe un NV, tel que 
lzn — a [<> et [a—# |<%, si motn>N,et par suite, 


[tm — M | < e, simot nr > N. Bref, si les valours de x deviennent 
aussi voisines quo possible de a, ellos deviennent aussi voisines 
que possible entro elles-mêmes. 

Sans donner pour le moment une démonstration rigoureuse pour 
prouver qne le critère de Cauchy donne une condition suffisante, 
nous allons l'illustrer (fig. 44). 

Soit M, un point de l'uxe des coordonnées, correspondant au 
nombre x,. Supposons remplie la condition (9). D’après cette condi- 
tion, il oxisto une valeur N — N,, telle que 


[te—2nl<4, lorsquo s>W,, 


c'est-à-dire que tous les points M, se trouvent, pour s > Ni, 


à l'intérieur du scgment A;4:, dont la longueur est égale à deux 
et dont le milieu s0 trouve au point d'abscisse zy.. 
De môme, il existe une valeur M = NW, telle que 


It—znl<À, pour s>N2, 
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et l’on pout estimer que W: > N.. Il découle de ce qui vient d'être 
dit que tous les points x, pour s > V, sont contenus dans le segment 
I, dont la longueur cest égale à l'unité et dont lo miliou est lo point 
d'abscisse zx,. D'autre part, tous ces points doivent se trouver 
à l'intérieur du segment 441, d'où il ressort que les segments 7 et 
A3A, doivent posséder une partie commune. Soit 4342 cetle partie 
commune. En vertu de ce que nous avons dit plus haut pour s > > 
les points M, doivent se trouver à l’intérieur du segment A342. 

De même il existo une valeur W= N:>N2 telle que 


Îte — Zn | <+ pour s > Ws,. Comme précédemment, coustruisons 
le segment 434, dont la Jongueur n’est pas supériouro à+ ot qui 


appartient au segment 4:42; tous les points M, pour s > N; se 
trouveront à l'intérieur de ce segment. En supposant que 8 — 7, 


— 2e À, ..., nous obtiendrons une série de segments 4,4,. 
dont chacun est contenu dans le précédent, et dont la longueur tend 
vers zéro. ll est évident que les extrémités de ces segments tendront 
vers un seul et même point À, et que le nombre a, correspondant 
à ce puint, sera la limite de la quantité variable x, étant donné qu'il 
résulte de la construction indiquée ci-dessus, que pour une valeur 
suffisamment grande de s, tous les points M, seront aussi proches 
que possible du point À. 

Comme exemple d'application du critère de Cauchy, étudions l'équation 
de Kepler, qui sert à dé Jo mouvement d’une planète sur sou orbite. Cette 
équetion est do la forme: 

æ=Qsinz+a, 
où «a st g sont des nombres donnés, dont le second est compris entre zéro ct 
l'unité, et où z est l’inconnue. 

Prenons un nombre quelconque x, et construisons la suite de nombres: 

æ=9sinxo+a, æomqsinz;ta, ..., 
&n =Q Sin Zn. Fa, Ensy=g sinzn ta, ... 

En retranchant membre à membre la première égalité do la scoondo nous 
obtiendrons: 

2 2 =q(sin z—sin 20) 29 sin ÉD. cos Aso. : 


En considérant que | sinæ | <1Iaælet | cos | < 1, nous obtiendrons: 
eye | < 29 Lol 


On peut obtenir égaloment de la même façon l'inégalité suivante : 
Irs—2l<9)z—xl 

ou bien, en utilisant l'inégalité (10), 
laa—2l<Plr—zol. 


=gl#-<ol {10} 
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Œn continuant les mêmes calculs, nous obtiendrons pour chaque n l'inégalité : 
Ernsi—enl< gt] zol. (41) 


Etudions maintenant la différonce x, — z,, en considérant pour préciser 
qu Mm>n: ' 


Era En © Em — Emi met — m2 + Emo — Emes He. + En — Zne 


Ea utilisant l'inégalité (11) ot la formule donnant la somme des termes 
‘d'une progression géoinétrique, nous aurons: 


Lt —2n | 1 2m —2m21 +] ms 2me2 | + 
Hlm-2—Smesl+ +] nes nl & 
A—qgm-n 
GPL Hg) | ri sol = 9" - lzs—col. 
l'our un accroissement illimité de n, le facteur g" tond vers z6ro [I-2-2]: 
mn 
le facteur | x — xo | est constant : la fraction L en est toujours comprise 











‘entro zéro ot = , c'est-à-dire qu'ellu ost borne, car pour m => n, g"-n est 


<orapris entro zéro ot l'unité. Ainsi, pour un accroissement illimité de nr et 

our mn qusongus: la différenco z, — x, tend vors zéro, ct La condition 
19) et ste to. On peut, d'après la condition de Cauchy, affirmer qu’il existe 
anse limite: 


lim zn=E#. 
Duns l'égalité . 
ni =4 Sin x a 
nous donnerons à x un accroissement illimité. En utilisont le fait quo lim sin r,== 


= sin $ pour lim x, = E, co que nous démuntrerons dans [1-20], nous oblion- 
drons comme limite: 
=9sinb5+a, (12) 


cui que la limite £ de la variable z, est uno racine de l'équation de 
opler. 

Pour construire la suite x, nous partons d'un nombre quelconque r,. Nous 
montrerons copendant que l'équation de Kepler ne pout avoir doux racines diffé- 
ventes, c'est-à-dire que lim z, ne dépend pas du choix de x, ot est égulo à l'unique 
æacinc do l'équation de Kepler. 

Supposons qu'en plus de Jn racine £ que nous avons trouvée, olle possède 
une autro racine E;, ef démontrons quo &, = £. Nous avons alors par hypothèse 
outre (12): , 

E=gsin Era. 

En retranchant membre à membre l'équation (12) de cette équation, nous 

obtiendrons : 


LE g(sin E—sin £) =2q sin cos LEE, 
d'où, comme précédomment : 
Vtt <29| sin BE |. 
Mais | sin & | & [œ! pour tout anglo &, et cotto dernière inégalité donne: 
lEi—61<ol8i—Ël 


q étant compris entre zéro et {, l'inégalité précédente n'est vérifiée que pour 
1 & — $ 1= 0, c'est-à-dire &, = & ot, par conséquent, l'équation de Koplor 
n'a qu'une sule racine. 








1-2. THÉORIE DES LIMITES. FONCTIONS CONTINUES 75 


1-2-8. Variation simultanée de deux grandeurs variables liées par 
une relation fonctionnelle. Soit une fonction y = f (x) définio sur 
un certain ensemble de valeurs de z, par exemple dans un certain 
intervalle. Utilisant les valeurs de + de l'ensemble mentionné, nous 
pouvons construire divers ensembles ordonnés de valeurs de Ja 
variable x, et nous obtiondrons alors les ensembles ordonnés corres- 
pondants des valeurs do la variable y = f (x) [I-2-1]. La variable 
ordonnée x sort à ordonner j (x). Nous considérorons dans ce paragra- 
phe un cas particulier important de ce processus, 

Soit une fonction / (x) définie sur un certain segmont conlenant 
le point æ = c. Choisissant un nombre positif k suffisamment petit, 
nous pouvons estimer que par cela même la fonction f (x) est définie 
sur l'intervalle c — k<zx< c + k. Considérons trois cas d'ordon- 
nancement des valours de à 2: zrc—0, zc+0, zæc+0 
et la variable ordonnée f (x) correspondant à ces cas. Supposons que 
dans le premier cas la variable ait une limite. Désignons-la par la 
lettre A1. Dans ce cas on écrit: 


lim f(2)= Ai. (13) 


Exactement de la même façon dans le second cas en présence d'une 
limite (désignons-la par la lettre A2), on écrit: 


Him { (2) = Are (44) 


On désigne souvent les limites 3 ot (14) par les symboles f (ec — 0) 
et f(c +0), de sorte que 


lim f(2)=/(c—0), lim f(x)=f(c+0). 
æc—0 , X-rc4-0 


Notons que ce sont les limites de / (x) quand z tend vers c do la 
gauche et de la droite. Dans le troisième cas, x tend vers c des deux 
côtés et l'existence de la limite 


Jim f(9=8 (15) 


est évidemment évite à à. ceci: les limites (13) et (14) existont 
et sont égales (4, = 42). Dans ce cas, B = Ai = 42. 

IL ne faut pas confondre les symboles f (e — 0) ot f (c + 0) avec 
1 {c), autrement dit, avec la valeur de f (x) pour z = c. Dans ce qui 
précède nous ne nous sommes aucunement servis de cette valeur 
et au cours de notre exposé précédent f (x) peut ne pas être détermi- 
née pour z—c. Si la fonction est déterminée pour x = c et 


f(c— 0) = f(e+ 0) = f (c), autrement dit, 
rs f(z)=f(c) 


on dit alors que la fonction est continue pour z = c (au point c). 
Utilisant la définition de la limite pour x et f (x), on pout aisémont 
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indiquer les conditions équivalentes à l'existence des limites (13), (14) 
ot (15). L'existence de la limite (13) est évidemment équivalente au 
fait'que / (x) devient arbitrairemont proche de 4, quand x s'approche 
suffisamment du point c, tout en restant inférieur à c. Plus 
exactement, (13) est équivalent à ceci: pour tout nombre positif 
donné e il existo un nombre positif n tel que 


lf(z)—Ail<e, si O<e—z<n. (13:) 


n dépend alors du choix de 8. Exactement de la même façon, (14) 
est équivalont à ceci: pour tout nombre positif donné e il existe un 
nombre positif n tel que 

|f(z)— Ale, si 0<zr—c<n, (441) 


et (15) est équivalent à co qui suit: pour tout nombre positif donné 
e il existe un nombre positif n, tel que: 


If(z)—Bl<e, si |z—c|<n. (15:) 


Notons encore ce fait évident : si la limite (15) existe, alors f (x) a la 
limite B quelle que soit la loi de la tendance de la varlable ordonnée 
æ vers c. Une remarque analogue est valable également pour les 
limites (13) et (14) quand x tend vers c de la gauche et de Ja droite. 

Par la suite nous considérerons en détail la notion de continuité 
et les propriétés des fonctions continues. Nous nous arrôterons aux 
cas où x ou f(x) tendent vers l'infini [I-2-5]. On peut aisément 
étendre les définitions précédentes à ces cas également. JI n'est pas 
difficile, par exemple, de voir que 








Jin 2e se 0 T—€ T0) 
lim tgz= +00, lim tgz——0o0. 
2 + —0 ze + +0 


Supposons que f (x) est déterminée pour tous les z suffisamment 
grands ct que la variable ordonnée + tend d'une manière arbitraire 
vers +00 [[-2-5]. Alors j (x) est aussi une variable ordonnée et peut 
avoir une limile finie: 


* lim f(z)=4. (16) 
X+-#00 
Cela est équivalent à ce qui suit: pour tout nombre positif e donné 
il existe un nombre %, tel que: 
lf(a)—A41<e, si z>M. (16) 


En particulier, l'ordonnancement de z peut consister on co que z 
augmente indéfiniment, en prenant des valeurs réelles de plus en 
plus grandes. On peut considérer de mêmo lo cas où z —> — co. 
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Si f(x) est déterminée pour tous les z, suffisamment grands en 
valcur absolue, et que la variable ordonnée z tend vers oo [I-2-5], 
il se peut qu'existe Ja limite finie, parcillement au cas précédent : 


lim f(x)= A. 


Cela est équivalent à ce qui suit: pour tout nombre positif donné 8 
il existe un nombre positif M, tel que: 


If()—Ai<e si :[>M. 


En particulier, x peut tendre vers l'infini, en prenant des valeurs 
toutes distinctes suffisamment grandes en valeur absolue. On peut 
les ordonner de même que nous l'avons fait en [1-2-1] pour la variable 
non indexée x, vérifiant la condition a — k << x << a + k (excep- 
té x = a). Notons quo pour la variable indexée 2, 22, Z3. . . « 
possédant la limite a, on écrit souvent au lieu de lim x, =a 
lim x, = a. Dans co ces, n —+ © signifie que r augmente, en pre- 
n ++ 00 
nant toutes les valeurs entières positives. 

Les peut parler également de limites infinies de f (x). En parti- 
culier, 


lim f(z)= — 00 
4e 


signifie que pour tout nombre négatif donné M, il existe un nombre 
M, tel que f (x) << MA, si x > M. D'une manière analogue, on peut 
définir d'autres cas de limite infinie. 

11 n'est pas difficile de démontrer les égalités suivantes : 


lim 2 = + 00, lim 2°= — co, 





X7+ 0 %——00 
lim += 0, Jim = + 0, 
x0 + Xr00 
2.4 
im EE = im — © à 
wo 222H241 co 14, 8" 
St t 
3,5 
Jim HS Jim 2% 0, 





0 21+1 1 
X100 x00 i+— 


Etudions encore un exemple physique. Supposons que nous 
faisons choufter un corps solide, et soit { sa températuro initiale, 
Sous l'effet de la chaleur, la température du corps va s'élever jusqu'à 
ce qu'elle atteigne le point de fusion. Si l'on continue de chauffer, 


18 CH. I. DÉPENDANCE FONCTIONNELLE ET THÉORIE DES LIMITES 


la température restera invariable jusqu'à ce que le corps passe entière- 
ment à l’état liquide, et que recommence à s'élever La température 
du liquide formé. Une situation analogue se présente lors du passage 
de l'état liquide à l'état gazeux. Nous considérerons que la quantité 
Q de chalour communiquée à ce corps est une fonction de la tempéra- 


( 


\ 









Fig. 45 Fig. 46 


ture. Sur la fig. 45 on a représenté la courbe de cette fonction, la 
températuro est portée sur l'axe horizontal, et La quantité de chaleur 
absorbée sur l’axo vertical. Soit t, la température à laquelle le corps 
commence à passer à l'état liquide, et t2 la température à laquelle 
le liquide passo à l'état gazeux. Il est évident que: 
lim Q=ord. AB et lim Q—=ord. AC. 
t11-0 es {-st1+0 
La grandeur du segment BC donne la chaleur latente de fusion, 
ot la grandeur du segment EF donne la chaleur latente de vaporisa- 
tion, 
Si les limites j (e — 0) et f (c + 0) existent et sont différentes, la 
différence f (c + 0) — f (c — 0) est le saut de la fonction f (x) pour 
æz= c (au point x = 6). , 


La fonction y = arc (8 a, pour x = c, un saut égal à n. 


La fonction Q (t) que nous venons d'étudier a, au point de fusion 
t = 15, un saut égal à la chaleur latente de fusion. 

En déterminant la limite f (x) pour z tendant vors c, nous avons 
considéré que x tend vers c sans jamais se confondre avec lui. Cette 
réserve est essentielle, car la valeur de f (x) pour x = c n'existe pas 
toujours, ou bien n'a rien de commun avec les valeurs de f (x) pour 
les valeurs de z voisines de c. Ainsi, par exemple, la fonction Q(1) 
n'est pas déterminée pour { = #. 
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Etudions encore un exemple pour éclaircir ceci. Supposons que, 
dans l'intervalle (—1, +41), la fonction est définie de la façon 
suivante : 


y=z+Â pour —1<z<0; 
y=z—1 pour 0<zr<i; 
y=0 pour z=0. 


On a reproduit sur la fig. 46 la courbe représentative de cette fonc- 
tion, qui se compose de deux segments de droites, à l'exclusion des 
extrémités (pour z = 0), et d'un point particulier, l'origine des 
coordonnées. Dans ce cas nous aurons: 


Jim f(æ)=1, are 1(0)—0. 


1-2-9. Exemples. 1. On sait que pour tout x est vérifiée l'inégali- 
té | sin x | | x | et que le signe d'égalité n’a lieu que pour x = 0. 
Rappelons quo la variable x est alors exprimée en radians. Il découle 
de ce que nous venons de dire que pour tout nombre positif donné 
e nous avons | sin z | << e, si |x | << e, autrement dit, 


lim sinz=0. 
x+40 


2. Nous avons encore : 


1—cosz = 2 sin? + < 2 (5) 5 


autrement dit, O0<1 — cos 2€: d'où il découle que [1-2-3} 
lim cos æ=1, 


x + 
3. Considérons le rapport 
sinzx 
Prec 
Cette fonction est déterminée pour tous les x sauf z = 0, car 
pour æ=0 le numérateur et le dénominateur s'annulent 
et la fraction n’a plus de sens. Etudions la variation de y quand 
æ—> + 0. Quand le signe de z varie, la grandeur y ne varie pas, de 
sorte qu’il suffit de supposer que z-> + 0. Montrons que y —+ 1 
quand z—+> + 0. Nous obtiendrons la même limite quand x -> — 0. 
Notons que nous ne pouvons utiliser le théorème sur la limite du 
rapport car le numérateur et le dénominateur tendent vers zéro 
quand æ —> + 0. 
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Nous considérerons z comme l'angle au centre d’un cercle de rayon 
unité (fig. 47). Prenant en considération Je fait que surf. A AOB < 
< surf. secteur AOB < surf. A AOC, nous obtenons : 

4 


: À 4 x 
PROS LES A € (o<r<+), 
d'où en divisant par +sin æ, nous obtenons : 


z 4 
1 < sin 2 “ns 


£ 
> ( ou 
bA\ { > 2 cos. (17) 
Ni 


lim ‘224 
æ++0 7 
ot, on vortu de ce que nous avons dit plus haut, 
Fig. 47 lim sin & __4. 
x+40 


Déterminons pour ce cas Ie nombre n, qui entre dans Ja condi- 
tion (15,). Rotranchant de un’ les trois parties de l'inégalité (17), 
nous obtenons 

0< 1— ME C4 cosz (0o<r<+) ’ 
d'où il découle que 
sinz 


e-1l< €, 





si 1 — cos x < e. Mais, comme nous l'avons déjà vu plus haut, 
4 — cos z < = , et il suffit de choisir T< e, c'est-à-dire | x | < 


<V2e. Ainsi, dans le cas présent, V/2e peut jouer le rôle du nom- 
re 4. 


1-2-10. Continuité des fonctions. Donnons encore une fois la 
définition de la continuité d'une fonction au point x = c, lorsque 
cette fonction est déterminée en ce point et dans son voisinage 
À gauche et à droite. 

Définition. La fonclion f(x) définte pour x = c et pour 
toutes les valeurs de x, suffisamment proches de c, est dite continue pour 
æ = © (au point c). si la limite de j (x) existe pour x-> c + 0 et si 
celle limite est égale à f (c): 


lim f(z)=f(c). (18) 
xee+0 
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Rappelons qu’il revient au même de dire que: les limites f (c—0) 
et f (c + 0) à gauche et à droite existent, et ces limites sont égales entre 
elles et égales à f (c), autrement dit, ÿ (c — 0) = f (ce + 0) = f (c). 

Il découle de [I-2-8] que cette définition équivaut également 
à ce qui suit: pour ur nombre quelconque positif donné e, ll existe 
un nombre positif n. tel que 


lf(x)—f(c)l<e pour [r—c|<n. (19) 


Nul besoin de spécifier que x = €, car f (x) — f (c) = 0 pourx = ec. 
Nous pouvons le formuler autrement ainsi: f (x) — f (cj + 0 pour 
æ— c—r—+ 0. La différonco x — c est l'accroissement de la variable 
indépendante, ot la différence f (x) — f (c) l'accroissement corres- 
pondant de la fonction, c'est pourquoi la définition donnée de la 
continuité d'une fonction est souvent ainsi formulée : 

Une fonction est dite continue en un point x = c, si à un accrolsse- 
ment infiniment petit de la variable indépendante (à partir d'une 
valeur initiale x = c) correspond un accroissement infiniment petit 
de la fonction. 

Remarquons que la propriété de continuité, expriméo par l’équa- 
tion (18). permet de trouver la limite d’une fonction, en remplaçant 
la variable indépendante par sa limite. 

Nous voyons, d'après les formules citées [1-2-4], qu'un polynôme 
entier en x et le quotient de tels polynômes, c'est-à-dire une fonction 
rationnolle de r, sont des fonctions continues pour n'importe quelle 
valeur de z, sauf les valeurs pour lesquelles le dénominateur de la 
fonction rationnelle s'annule. 

La fonction y = b sera, de toute évidence, continue, cotte fonc- 
tion gardant la même valeur pour toutes les valeurs de x [T-1-12}, 

Toutes les fonctions élémentaires que nous avons étudiées dans 
le premier chapitro (fonctions puissance, exponentielle, logarithmi- 
que, trigonométriques et circulaires inverses) sont continues pour 
toutes les valeurs de x pour lesquelles elles existent, sauf les valeurs 
pour lesquelles elles tendent vors l'infini. 

Ainsi, par exemple, 1g:0 x cst une fonction continue de x pour 
toutes les valeurs positives de x: tg x est uno fonction continue 
de x pour toutes les valeurs de x, sauf les valeurs 


z=(2k+1)+, 


où X est un entier quelconque. 

Notons encore la fonction uw° où w el v sant des fonctions con- 
tinues de x, où l’on suppose que x ne prend pas de valours néga- 
tives. Dans les ouvrages mathématiques russes elle est appolée 
fonction puissance-exponentielle. (N.R.). Elle a aussi la propriété de 
continuité, excopté pour les valeurs de x pour lesquelles uw et v 
sont simultanément égaux à zéro, ou bien pour u = 0 ot vu << 0. 
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11 faudrait démontrer de façon rigoureuse l'affirmation que nous 
avons faite sur la continuité des fonctions élémentaires, mais nous 
l'adopterons sans démonstration. Par la suite nous considérerons 
cetto question plus en détail. Démontrons uniquement la conti- 
nuité de la fonction sin + pour tout z = c, en utilisant la défini- 
tion (19). Nous avons (cf. 1-2-7]: 














sinz—sinc=2sin = cos Ie , 
d'où il découle : 
Isinz—sine|=2|sin = [cos = £ [<2|sie 2 : 





Mais jsina|<|a| pour tout angle & et, par conséquent, 
[sinz—sinc]<|r—c|. 


Pour avoir | sin x — sin c | < e, où e est un nombre positif donné, 
il suffit d'estimer que | zx — c | < e&. autrement dit, le nombre & 
peut jouer le rôle de n dans la définition (19). 

J1 n'est pas difficile de démontrer que la somme ou le produit 
d'un nombre entier fini quelconque de fonctions continues est également 
une fonction continue; cela est valable également pour le quotient de 
deux fonctions continues, sauf pour les valeurs de la variable indé- 
pendante pour lesquelles le dénominateur tend vers zéro. 

Etudions un cas particulier seulement. Supposons que les fonc- 
tions @ (x) et ÿ(zx) sont continues pour x = a et que (a) 0. 
Formons la fonction : 


4% 
AE Dr 7 CS 


En utilisant le théorème de la limite d'un quotient, on obtiendra : 
lim (x) 
: _ xx (a) _ 
Jim Î (x) — Tim y) =) pa) =f (a), 
xa 





ce qui prouve Ja continuité du quotient f (x) pour x = a. 

Voici un exemple très simple. Etant donné que y = sin x est 
une fonction continue de x, y = b sin x, où b est une constante, 
sera également une fonction continue, puisqu'elle est le produit 
des fonctions continues y = b (voir plus haut) et y = sin x. 


Revenons maintenant à la fonction y = =. Pour z = 0, 
cette fonction n'est pas définie, mais nous savons que lim y = 1. 


X+ 
C'est pourquoi, si nous supposons que y = À pour z = 0, y sera 
une fonction continue au point x = 0. 
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Cette foçon de trouver la limite d'une fonction, lorsque + tend 
vers un point où elle n'est pas définie. s'appelle calcul d'expressions 
indéterminées et la limite elle-même, si elle cxisto, s'appelle parfois 
la vraie valeur de Ja fonction au point où elle n'est pas définie. Nous 
aurons par la suite beaucoup d'exemples où nous aurons à lever 
l'indétermination. 


I-2-11. Propriétés des fonctions continues. Nous avons défini 
plus haut la continuité d’une fonction pour uno valour donnée do x. 
Supposons maintenant que la fonction est délinic sur un intervalle 
borné a < x < b. Si elle est continue pour n'importe quelle valeur de 
x de cet intervalle, on dit qu'elle est continue dans l'intervalle (a, b). 
Romarquons ici que la continuité de la fonction aux bornes de 
l'intervalle x — «à et x = b s'exprime: 


lim f{x)=f(a), lim f(x)=f(0). 
xra+0 æxrb—0 


Toutes les fonctions continues possèdent les propriétés suivantes : 

1. Si une fonction f (x) est continue dans l'intervalle (a, b), il 
existe dans cet intervalle au moins une valeur de x pour laguxlle f (x) 
prend sa plus grande valeur, et au moins une valeur de x pour laquelle 
la fonction prend sa plus petile valeur. 

2. Si la fonction f (x) est continue dans l'intervalle (a, b}, tandis 
que f(a) = met f(b) = n, et si k est un nombre quelconque compris 
entre m et n. il existe dans l'intervalle (a, b) au moins une valeur de x 
pour laquelle f (x) est égale à k; en particulier, si f (a) et f (b) sont 
de signes différents, il existe à l'intérieur de l'intervalle (a, b) au moins 
une valeur de x pour laquelle f (x) s'annule. 

Ccs deux propriétés deviennent tout à fait évidentes, si l’on 
considère que, lorsqu'une fonction est continue, sa courbe repré- 
sentative se présentera sous forme d'une courbe continue. Cette 
considération ne peut, bien entendu, servir de démonstration. La 
notion de courbe continue, évidente à première vue, s'avère exlrê- 
mement complexe si l’on fait une étude plus poussée. La démons- 
tration rigoureuse des deux propriétés énoncées, ainsi que de la 
suivante, est basée sur la théoric des nombres irrationnols. Nous 
admettrons ces propriétés sans démonstration. 

Dans ics derniers alinéas du présent paragraphe, nous dégagerons 
les bases de la théorie des nombres irrationnels et le lien entre cette 
théorie et la théorie des limites, et les propriétés des fonctions 
continues. Notons que l’on peut formuler la deuxième propriété 
des fonctions continues de la façon suivante: lorsque z varie de 
façon continue de a à b, la fonction continue j (x) passe au moins 
une fois par tous les nombres qui se trouvent entre j (a) et f (b). 
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Sur les fig. 48 et 49 on a tracé la courbe représentative d'une 
fonction, continue dans l'intervalle (a, b), où j (a) << 0 et f (b) > 0. 
Sur le fig. 48, la courbe coupe une seule fois l'axe OX. et pour la 
valeur correspondante de x, la fonction f (x) s'annule. Dans le cas 
de la fig. 49, il n'y aura pas uno mais trois valours de ce genre. 


y 





Fig. 48 Fig. 49 


Nous allons passer maintenant à la troisième propriété dos fonc- 
tions continues, qui apparaît moins évidente que los deux pré- 
cédentes. 

3. Si une fonction f (x) est continue dans l'intervalle (a, b) et 
si x = x est une valeur déterminée de z dans cet intervalle, d'après 
la convention (19) en [1-2-10) (en remplaçant c par x), pour n'im- 
porte quel e positif donné, il existe un n. dépendant évidemment 
de &, tel que 

lf(c)—f(m)l<e, si |z—z|<n, 


où nous considérerons r, bien entendu, comme appartenant à l'intec- 
valle (a, b). (Si, par oxomple, x = a, x sera obligatoirement supé- 
rieur à @, et si ze = b, x << b.) Mais le nombre n peut ne pas dépendre 
seulement de e, mais aussi de la valeur de x = x, de l'intervalle 
(a, b) que nous examinons. La troisième propriété des fonctions 
continues réside dans le fait que pour un e quelconque donné, il 
existe un seul et même n pour toutes les valeurs x de l'intervalle 
(a, b). Autrement dit, si f (x) est continue dans l'intervalle (a, b), 
pour e positif quelconque donné il existe un nombre n positif. tel que 


1f)—f()1< 8 (20) 
pour n'importe quelle valeur x’ et x" de l'intervalle (a, b) vérifiant 
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l'inégalité 
|z"—zx'|<n. (21) 


On appelle cotte propriété la continuité uniforme. Ainsi, sl une 
fonction est continue dans l'intervalle (a, b), elle est uniformément 
continue dans cet intervalle. 

Remarquons encore une fois que nous avons supposé la fonction 
{ (+) continue non seulement pour toutes les valeurs de z se trouvant 
dans l'intervalle (a, b) mais aussi pour les valeurs x = a ot x = b. 

Nous allons préciser les propriétés de continuité uniforme par 
un exemple. D'abord, écrivons les inégalités précédentes sous une 
autre forme, en remplaçant la lettre x’ par x, et x” par (x + h). Ici 
z" — x = h représente l'accroissement de le variable indépendante 
ct f(x + h) — f (x) représente l'accroissement correspondant de la 
fonction. On écrit la propriété de continuité uniforme de la façon 
suivante: 


If{c-bh)—f(al<e si |hl<n 
où æ et (x + h) sont deux points quelconques de l'intervalle (a, b). 
Etudions comme exemple la fonction 
[= 
Daus ce cas nous avons : 
eh) (2) = (+ 2e 25h + he, 


Pour toute valour donnée do x, l'expression (2zh + k*), exprimant l'accroisse- 
ment de nntro fonction, tond évidemment vers zéro si lJ'accroissoment de 
la variable indépondante tend vers zéro. Cela confirme uno nouvelle fois {1-2-10] 
quo la fonction choisie est continuo pour toute valeur de +. Par là même elle 
sora continue, par exemple, dans l'iutorvalle —1<z<2 Démontrons 
qu'elle sera uniformément continue dans cet intervalle. 11 nous faut vérifier 
l'inégalité 

12rh+h31< e (22) 


par un choix correspondant du nombre n dans l'inégalité | 4 | << n, en outre, 
æ ct (x + h) doivent appartenir à l'intervalle (—1, 2). On a 


Vèzh+h]<|2zhi4+h=21z||h1+ 28. 


Mais le plus grande valeur de [x | dans l'intervalle (—1, 2) ost égale à 
deux, ot c'est pourquoi on peut remplacer l'inégalité précédente par une 
autre, plus forte: 


(2zh+ le 41A +R. 


On considérora, en tout cas. que | À | < 1. Dans ce cas, A2 < | h }, ot on pout 
transcrire l'inégalité précédente sous la forme: 


(2h44 h31< 61hI+IR 


ou 
I2zh+R1< 51h 
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11 est certain que l'inégalité (22) sera satisfaito, si nous exigeons que | h | 
vérifie la condition 5 ] À | < e. Ainsi, 4 doit satisfaire aux deux Inégalités ; 


1h|<A et LISE 

A 
= 
Pour les potitos valeurs de e (précisément quand e < 5), on doit prendre n = = ; 


et il est évident en tout cas que n sora, pour # dunné, le même pour toutes 
les valeurs de z de l'intorvaile (—1, 2). 

Les propriétés indiquées ne sont plus valables dans le cas de fonctinns 
discontinues ou de fonctions continues seulement à l'intérieur d’un intervalle. 
Etudions la fonction représentée sur la fig. 46. Elle est définie dans l’interval- 
lo (—1, +1) ot présent une discontinuité pourzx=0. Parmi ses valours, il yen 
a qui sont aussi voisines que possihlo de l'unité, mais elle ne prend pas do valeur 
éxale à l'unité, ni do valeurs supérioures à l'unité. Ainsi, parmi les valours de 
cette fonction, iln'y a pas de plus grande vaiour. Da même, fl n'y a pas, parmi ces 
valeurs, de plus petite valeur. La fonction élémentaire y = 2 ne prend pas 
dans l'intervalle (0, 1) ni de plus grande valeur ni de plus potite valeur. 
Si l'on considère cette fonction dans l'intervalle fermé (0, 1). elle atteindra sa 
plus petito valour pour x = 0 et sa plus grande valeur pour z==1. Etudions 


encore la fonction f (x) =sin + continuo dans l'intervalle 0<x <1, ouvert 


On peut prendre à la place du nombre n lo plus petit des deux nombres 1 et 


à gauche. Lorsque z toné vers zéro, l'argument _ croît indéfinimont, et sin 1 


oscille ontro (—1) ot (41) ot n'a pas de limite pour z— +0. Montrons que 
la fonction étudiée n'est pas uniformémont continue dans l'intervalle 


0<z <1. Examinons deux valeurs: st et z° Hntir , Où n ost 


ua nombre entier positif. Elles appartiennent toutos deux à l'intervallo men- 
tionné quol quo soft n. Nous avons: 


[G')=sinnn=0, f(:")=sin (2nx ++) =1. 


Ainsi : 
us. À 
Gr+in nn ° 

Lorsque le nombre entier positif z croît indéfiniment, la différence x” — x’ 
tond vers zéro ot la différenco j (x”) — AA roslo égale à l'unité. On voit qu’il 
n'oxiste pas do n positif dans l'intervalle 0 << x < 4 tel que, de l'inégalité 
21), il résullo quo | f (z°) — 7 (x°} | << 1; cela résulte du choix de 8 = 1 dans 
a formulo (20). 


Prenons le fonction f (x}=zx sin + . Pour z—+#0, Lo premier facteur z 


1(2)—f(z)=1 et 2°—2 = 


tond vors zéro, ot le second sin 1 no dépasse pas l'unité on valeur absolue, et 


c'est pourquoi [I-2-81 f (x) -> 0 pour z + +0. Pour z = 0, le second facteur 
n'a pas do sons. mais si nous complétons la définition do notre fonction, en 


posant f (0) = 0, c'est-à-dire si nous considérons quo (x) = z sin L pour 0< 
< z <1Âet (0) = 0, nous ubtiendrons alors uno fonction continue dans l'in- 
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tervalle fermé (0, 1). Les fonotions sin 1 et z sin L sont, commo on le voit, 
continues pour n'importe quelle valeur de z dilférente de zéro. 


1-2-12. Comparaison des infiniment petits et des infiniment 
grands. Dans ce qui suit nous désignerons par les lettres a et fi des 
variables ordonnées, possédant une même variable d'ordonnance- 
ment (l'indice # ou la variable t), de sorte que nous pouvons effec- 
tuer des opérations élémentaires sur ces variables. 

Si a et B sont deux variables tendant vers zéro, le théorème de 


la limite d'un quotient n’est pas applicable à lour quotient + et 


sans recherches supplémentaires nous ne saurons rien dire à propos 
de l'existence d'une limite de ce quotient. 

Nous cstimerons que les variables & et f, qui tendent vers zéro, 
ue prennent pas la valeur zéro au cours de leur variation. Si ic rap- 


port £ tend vers une limite finie a, différento de zéro, le rapports 


tend aussi vers une limite finio _ différente de zéru. On dit dans 
ce cas que a et B sont des infiniment pelits du même ordre. 

Si la limite du rapport À est égale à zéro, on dit quo f est un 
infiniment pelit d'ordre supérleur par rapport à @, ct quo & est un 
infiniment petit d'ordre inférieur par rapport à B. Si Je rapport. 


tend vers l'infini, + tend vors zéro, c'est-à-dire que fÿ est d'ordre 


infériour par rapport à a, et que « est d'ordre supérieur par rapport 
à @. Il est facile de montrer que si a et B sont des infiniment petits 
du même ordre et y un infiniment petit d'un ordre supérieur par Trap- 
port à @, y sera également un infiniment pelit d'ordre supérieur par 


rapport à f. Par hypothèse Ÿ —+ 0 et le rapport © a une limite fi- 
a F 
pie non nulle. De l'égalité = d'après le théorème sur la limite 


du produit, il résulte que + +0 et notre affirmation est démontrée. 
Un cas particulier important est colui des infiniment petits 
du même ordre. Si + —+ 1 (et dans ce cas £ tond aussi vers 1), les 


infiniment petits a o B sont équivalents. De l'égalité P=E = À 4 


il résulte que l'équivalence de a et B entraîne que la différence F6 — a 
est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à a. De l'égalité 
= 4 — © il résulte de même que l’équivalence entraîne que 


B — « est un infiniment petit d'ordro supérieur par Tapport à f. 
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B 


Si le rapport 2e où # est un nombre positif constant, tend vers 
unc limite finie, non nulle, on dit quo B est un infiniment petit d'ordre 


k par rapport à a. Si LE €, où c est un nombre non nul, alors 


+ —+ 1, c'est-à-dire que Bet ca“ sont des infiniment petits équiva- 


lents, et par suite la différence y = 8 — ca* est un infiniment 


potit d'ordre supérieur par rapport à f (ou par rapport à a*). Si 
l'on prend a pour infiniment petit principal, l'égalité B = ca* + y, 
où y est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à a", 
représente la différence entre l'infiniment petit B et l'infiniment 
petit ca* (d'ordre inférieur par rapport à a) de sorte que le reste Y 
est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à f (ou par 
rapport à a"). 

On compare deux infinimont grands w et v de façon analogue. 


Si _ tend vers une limite finie, non nulle, on dit que zu et v sont. 


des infiniment grands du même ordre. Si = + 0, alors + c.Dnns 


ce cas, on dit que v est un infiniment grand d'ordre inférieur par 
rapport à u. et que u est un infiniment grand d'ordre supérieur 


par rapport à v. Si = +1, on dit que les infiniment grands sont 


équivalents. Si DE où # est un nombre positif constant, a une limite 


finie, non nulle, on dit que v est un infiniment grand d'ordre # 
par rapport à u. Tout ce qui a été dit plus haut des infinimont petits 
roste valable pour les infiniment grands, 

Remarquons encore que, si le rapport £ ou — no possède pas 
de limite, on dit que les infiniment petits ou les infiniment grands 
ne sont pas comparables. 


1-2-13. Exomples. 1. Nous avons vu plus haut quo 
lim sin 2 
x0 TZ ; 


c'est-à-dire quo sin z ct z sont des infiniment petits équivalents, ct par suite, 
la différence sin x — x est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport 
à z. Nous verçons plus loin que cotte différonce est équivalents à —F æ?, c'est- 
à-dire qu'elle est un infiniment petit du troisième ordre par rapport à x. 

2. Montrans que la différence 4 — cos + est un infiniment petit du second 
ordre par rapport à x. En effot, à l'aide d'une formule trigonométrique bien 
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connuo at des transformations élémentaires, il vient: 








in? À in ? \2 
des = 2sin 3 4 sin > 
31 Ta 2 z 
2 
St x +0, alors a+ tend aussi vers zéro, et, commo nous l'avons montré: 
sin sin 
lim =)jim =À1, 
x—0 a=0 
et par suito, 
lim 4—cos x { 
x0 a 2° 


c'est-à-dire quo, on effot, 4 — cos x est un infiniment petit du second ordre 
par rapport à z. 
3. De la formule 


z 


Vi+z+1 
ViFz-1 1 


z Vi+zt1 


fa Vite 1 
?z 


9 ? 
x-+0 


vi +rz—i= 
il résulte : 


d'où 


c'est-à-dire que V1 -+ x — 1 et z sont des infiniment petits du mêmo orüre, et 
Vi+z—14est équivalent à — 


4. Démontrons qu'un polynômo de degré m est un infiniment grand 
d'ordre m par rapport à z. En effot: 


lim ag2" par lt...Hamizt+ om 
æ-p08 zm 


= lin (ao ++... et) = 4. 


Il n'est pas difficile de voir quo deux polynêmes de même degré sont, pour z-> 00, 
des infiniment grands du mêmo ordre. Leur rapport a pour limite lo rapport 
des coefficients des termes de degré le plus élevé. Par exemple: 


Bd 

lim Srètz—3 Sin æ _z mi 

x T8 $2 +4  x00 PES T° 
" æz 23 
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SI les degrés de deux polynômes sont différonts, pour z —+ oo, celui d'entre 


<ux dont Je degré est plus élevé, sera un infiniment grand d'ordre supérieur 
dar rapport à l’autre. 


1-2-14. Le nombre e. Etudions un exemple de variable important 
-pour la suite, soit lu variable qui prend les valeurs: 


4\n 
où x croît en pronant des valeurs entières positives, ct tend ainsi 


vers +00. En appliquant la formule du binômo de Newton, on 
obtiendra : 


1\n n À ,n(n—1) 1 n—1)(n—2) 1 
(+5) ets 2 
+... +009 RO LL + 
n 


4 20 (6 —2) 244 


(D (it (+ 
a (i—4) (4-2) (1504 
Hi (i-$) (4-8) (28) 


Cette somme contient (n + 1) termes positifs. Lorsque le nombre 
æntier » croît. d'uno part le nombro de termes croît, et. d'autre 


part. chacun des termes croît également, car dans l'expression 
du terme général * 


1 41 2 k—A 

(4) (1-5). (1-5) 
k! ne varie pas, mais les différences qui se trouvent entre parenthè- 
ses cCroissent avec ». Nous voyons ainsi quo la variable étudiée 


croît avec n. et pour s'assurer do l'existonce d’une limite de cette 
variable, il suffit de démontrer qu'elle est bornée. 


1 2 k—1 : 
* Lo produit (1) (1-<) … (1-7) est obtenu à partir do la 
traction (n—1)(n—2)... (n—k+1) 
n* 
du numérateur, en HN ar compte de ce que Jo nombro des facteurs n du dénomina- 


. si on divise par n chacun des 4 facteurs 


teur est aussi éga 
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Remplaçons dans l’oxpression du torme général chacune des 
différences notées par l’unité et tous los facteurs entrant dans kl, 
à partir de 3, par 2. Le terme général augmente, et nous aurons, 
en appliquant la formule de la sommo des termes d'une progression 
géométriquo : 

$\7 4 { 1 { 
(+5) <t+t+5tt. ++ br 
1-12 
2n 1 
tir <3, 


==. 
c'est-à-dire que la variable (1 ++ * st bornée. Nous noterons 
la limite de cette variable par la lettre e: 


lim (1+2)"=e (nr est un entier positif). (23) 
N=e-ho0 


Il est évident que cette limite ne peut être supérieure à 3. Dans la 
forraule (23) l'entier n peut, évidemment, tendre vors +oo de 
n'importe quelle façon. 


Nous allons démontrer maintenant que l'expression (1 + +) 


tendra vers la même limite e, si z tend vers co, en prenant n'im- 
porte quelles valeurs. 

Soit n# l’entier le plus grand contenu dans zx, c'est-à-diro que 

n<z<n+1. 
Le nombre n tend vors +oo en même temps que z. Prenant en con- 
sidération que si la baso positive supérieure à l'unité augmente, 
ainsi que l’exposant de la puissance, la puissance elle-mêmo aug- 
mente. On peut écrire : 
14 \n 4 \x t\n+i 
(+5) < (144) < (1452 (24) 

Mais en tenant compte de (23): 


Gt) 
ue (1 +5)" - Jin PE ee, 


et 
ie (447% nn [4 4) (td Tmetne 


Ainsi, les termes extrêmes de l'inégalité (24) tendent vers une 
limite e et c’est pourquoi le terme intermédiaire doit aussi tendre 
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vers cette limite, autrement dil: 
: 4\x 
Jin (1+2) ze. (25) 
Etudions maintenant le cas où x tend vers —oo. Introduisons à la 
place de z une nouvolle variable y, posant 
Z=—1—7y, d'où y=—1—x. 


On voit d’après la dernière égalité que lorsque x tend vers —0o, 
y tend vers +00. 


En faisant dans l'expression [1 + 2) le changement de 
variables, et en tenant compte de l'égalité (25), nous obtiendrons: 


lim (142) = dim (2 Je dim (2) 





er 00 y++oo y veto Ÿ Ÿ 
= (+0 (Teese 


Si + tend vers co, quel que soit son signe, c'est-à-dire | z | + 
— + 00, il résulte de ce qui précède que dans ce cas aussi 
: 1\x 
Jim (1+-) =e, (26) 


Nous indiquerons par la suite un moyen commode pour calculer 
le nombre e avec la précision quo l'on désire. Ce nombre est irra- 
tionnel et en allant jusqu'à la septième décimale on a 


e= 2,7182818 ... 
11 n'est pos difficile de trouver maintenant la limite de l'expres- 
sion (1 + =), où # est un nombre donné. En utilisant la conti- 
nuité de la fonction puissance, nous obticendrons : 


(+) um {t++)T ue f(+ HT à 


où l'on a désigné par la lettre y le quotient _ , qui tend vers l'infini 
en même temps que z. 
On rencontre des expressions de type (4 + 2)" dans la théorie 


des intérêts composés. 
Supposons qu'il y a chaque annéo capitalisation des intérêts. 
Si on prêto un capital & pour un intérêt annuel p, au hout de Ja 
première année on à: 
a(1+k), 
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où 


k= hs: 


au bout de la deuxième année il sera de 
a(i+k}, 

ot au bout de m années il sera: 
a(i+k}". 

Supposons maintenant qu'il y ait capitalisation des intérêts au 
bout de + partie de l’année. Dans ce cas, le nombre # est divisé 
par à cer le pourcentage p est calculé sur un an, et le nombre d'in- 
tervalles de temps est multiplié par 7, et au bout de m années le 
capital deviendra : 

mn 
a (4 +À) : 


Admettons, enfin, que n croisse indéfiniment, c'est-à-dire qu'il 
y a capitalisation au bout d’intorvalles de temps de plus en plus 
brefs et, à la liruite, la capitalisation sc fera continüment. Au bout 
de m années, le capital sera: 
‘ k\mn k Los LUE" 
SN 
Prenons le nombre e comme base de logarithmes. On les appelle 
logarithmes naturels et habituellement on les désigne simplement 
par le signe 1n sans indiquer la base. 


Lorsque la variable x tend vers zéro dans l’expression 


le numérateur et le dénominateur tendent vers zéro. Pour lever 
l'indétermination, introduisons la variable y, en posant 


in (1+2) 
æ Li 


L e 4 
= c'est-à-dire y=—. 


Pour x tondant vers 0, y tend vers l'infini. En introduisant cette 
nouvelle variable et en utilisant la continuité de la fouction In z 
pour z > 0 et la formule (26), nous obtiendrons: , 


._ In(i+z) x 4 li 4 y 2. 
dir CE lim yln (144) lim ln (1+.) =lne=1. 


On voit ici la raison qui a fait choisir e comme base des loga- 
rithmes. De mêmo que lors de la mesure en radians des angles, la vraie 


valeur de l'expression see pour x = 0 est égale à l'unité, dans 


le cas des logarithmes naturels, la vraie valeur de l'expression In (142) +9 
pour = 0 est aussi égale à l’unité. 
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De la définition des logarithmes, il résulte la relation suivante? 
N=almN, 
En prenant le logarithme de cotte expression : 


InN=œIg N:lna, ou IgN=nNp. 


Ce rapport exprime le logarithme du nombre N pour n'importe 
quelle base a en fonction de son logarithmo naturel. Le facteur 


M = = est le module du système de logarithmes de base a, et 
pour a = 10 il est, en allant jusqu'à la septième décimale: 
M =0,4342945 . 


£-2-15. Propositions non démontrées. Dans l'exposé de la théorie 
des limites nous n'avons pas démontré plusieurs propositions, à savoir 
l'existence d'une limite pour une variable monotone bornée (1-2-6], 
la condition nécessaire et suffisante d'existence d’une limite (cri- 
tère de Cauchy [1-2-7] et les trois propriétés des fonctions continues 
sur un intervalle fermé [1-2-11]. La démonstration de ces proposi- 
tions cst basée sur la théorie des nombres réels et de fours opéra- 
tions. Les paragraphes suivants seront consacrés à l'exposé de cette 
théorie et à la démonstration des propositions indiquées ci-dessus. 

Jntroduisons une nouvolle notion et formulons une nouvelle 
proposition qui sera démontrée plus bas. Si nous avons un ensemble 
composé d’un nombre fini de nombres réels (par exemple, nous 
avons mille nombres réels). parmi eux il y en aura un qui sera le 
plus grand et un qui sera le plus petit. Si nous avons un ensemble 
infini de nombres réels et même s'ils sont tels qu'ils appartiennent 
à un intervalle défini, il n'y aura toutefois pas toujours parmi ces 
nombres, un nombre qui soit le plus petit ot un qui soit le plus 
grand. Si. par exemple, nous étudions l'ensemble de tous les nom- 
bres réels compris entre 0 et 1, à l'exclusion des nombres 0 ot 1 
eux-mêmes, il n’y aura pas dans cet ensemble de nombre qui soit 
le plus petit ni de nombre qui soit lo plus grand. Quel que soit le 
nombre, voisin de l'unité, mais inférieur à elle, que nous ayons 
pris, il y aura un autre nombre entre le nombre choisi et l'unité. 
Dans l'exemple donné, les nombres 0 et 1 qui n’appartiennent pas 
à l’ensemble choisi, possèdont par rapport à cet ensemblo la pro- 
priété suivante: il n'y a pas dans l'ensemble de nombre plus grand 
que l'unité, mais pour tout nombre positif donné e il y a des nombres 
supérieurs à (14 — e). De même, il n'y a pas dans l'ensemble de 
nombre inférieur à zéro, mais pour n'importe quel nombre positif 
donné æ il y a des nombres inférieurs à (0 + e). On appelle ces 
nombres © et 1 Les bornes supérieure et inférieure de l'ensemble 
des nombres réels considéré. 
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Passons maintenant au cos général. 

Soit un certain ensomblo Æ de nombres réels. On dit qu'il est 
borné supérieurement s'il existe un nombre M tel que tous les nom- 
bres appartenant à Æ ne sont pas supériours à M. De même, on dit 
qu'un ensemble est borné inférieurement s'il existe un nombre m 
tel que tous les nombres appartenant à l'ensemble E ne sont pas 
inférieurs à rm. Si l'ensemble est borné supérieurement et inférieure- 
ment, on dit simploment qu'il est borné. 

Définition. On appelle borne supérieure d'un ensemble E 
le nombre $ (s'il existe) tel que, parmt les nombres appartenant à E, 
il n'y en a pas qui soient supérieurs à $, mais pour tout nombre positif 
donné & il y a des nombres supérieurs à (B — s). On appelle borne 
inférieure de l'ensemble E le nombre a (s'il existe) tel que, parmi les. 
nombres appartenant à E, il n'y a pas de nombre inférieur à a, mais 
pour tout nombre positif donné &, il y a des nombres inférieurs à (œ + e). 

Si l'ensemble E n'est pas borné supérieurement, c’est-à-dire s'ik 
existe des nombres dans Æ qui soient supérieurs à n'importe quel 
nombre donné, alors l'ensemble ne peut avoir de borno supérioure. 
De même, si l'ensemble Æ n'est pas borné iniérieurement, il ne 
peut avoir do borne inférieure. Si parmi les nombres de l'ensemble, 
il y en a un qui est le plus grand, il est, do toute évidence, la borne 
supérieure de l'ensemble. De même, si, parmi les nombres de l'en- 
semble, il y en a un qui est le plus petit, c'est lui qui est la borne 
inférieure de l'ensemble £. Or, comme nous l’avons vu, parmi 
les nombres d'un ensemble infini il no s’en trouve pas toujours un 
qui soit le plus petit ou le plus graud. On peut démontrer toutefois 
que dans un ensemble borné supérieurement, il y a loujours une borne 
supérieure, et dans un ensemble borné inférieurement, il y a toujours 
une borne inférieure. Remarquons encore qu'il résulte de la défi- 
nition que les bornes supérieure et inférieure sont uniques. 

Nous utiliserons souvent par la suite les propositions exposées 
dans le présent paragraphe. Au cours d’une première lecture, on 
peut laisser sans les lire les paragraphes suivants, imprimés en 
petits caractères. 


I-2-16. Les nombres réels. Nous commencorons par l'exposé do la théorie 
des nombres réels. Considérons l’ensemble de tous les nombres rationnols, entiers 
et fractionnaires, positifs ot négatifs. On peut so représenter ces nombros ration- 
nols disposés suivant un ordre croisssnt. Si a et b sont deux nombres ration- 
nels quelconques distincts, on peut placer entre eux autant do nombres ration- 


pels qu'on veut. Soit a < b, introduisons un nombre rationnel positif r = î—e : 


où À cst un ontier positif quelconque. Les nombres rationnols a + r, a + 2r,... 
.-., & + (n— 1) r se trouvent entro a ct b, et vu J'arbitrairo dans Je choix 
du nombre entier positif n, on voit quo la proposition cst démontrée. 

Nous appollerons coupure dans le domaine des nombres ratlonnels toute 
division de ces nombres en deux classes telles que n'importe quel nombro d’une 
classes (de la première) soit plus petit que n'importe quel nombre de l’autre 
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classe (do la deuxième). 11 est alors évidont que, si un nombre so trouve dans la 
promière clnsso, tout nombre qui lui ost inférieur se trouvo aussi dans la pre- 
mière olasse, ot si un nombro se trouve dans la secondo classe, tout nombre qui 
Jui est supérieur se trouve aussi dans la douxième classe. 

Supposons qu'il ÿ ait parmi les nombres de la première classe, un nombre 
qui soit le plus grand. Ceci étunt, on peut, vu la propriété de l'ensemblo des 
uombres rutionnels que nous avons mentiounéo, affirmer que parmi les nombres 
de la secondo classe, il n°y a pas de nombre le plus petit. De même, si parm 
les nombres de ia scovnde classe, il y en a un qui soit le js petit, iln'y en a 
pas parmi les nombres de la promière clnsso qui soit Jo plus grand. On parlera 
de coupure de première espèce, sk parmi les nombres do la première classe il y 
en a un qui soit le plus graud, ou si parmi les nombres de la seconde classo il 
y on a uu qui soit le plus petit. 11 est facile de construire de tolles coupures. 
Prenons un nombro rationnel quelconque à et rangcons dans la première classe 
tous les nombres rationpols inféricurs à b, dans la secondo classe. tous les nombres 
tationnels supérieurs à b:; quant au naabre 6 lui-même, mottons-le soit dops 
la promièro c {il scra alors lo plus grand), soit dans la soconde (il sora alors 
lc plus petit). En prenant pour b tous les nombres rationnels possibles, nous 
obiiendrons toutes Îes coupures possibles de première espèce. Nous dirons qu'unv 
telle coupuro do première espèco définit le nombre rationnel b qui est 1e plus 
grand dans la première classe ou lo plus petit dans la seconde. | 

Mais il existo aussi des coupures de seconde espèce, pour lesquelles il n'y 
a pos dans la première classe do nombre le plus grand, ot dans lu soconde, de 
nombre lo plus petit. Donnons un exemple. Rangeons dans la première classe 
tous les nombres rationnels négatifs, zéro et tous les nombres rationnels positifs 
dont le carré est inférieur à deux, et dans la seconde classe rangcons tous les 
nombres rationnels positifs dont le carré cost supériour à deux. Commo il n'existe 
pas do nombre rationnel dont lo carré soit égal à deux, tous les nombres ration- 
nuls so trouvent classés, et nous aurons unc coupure. Montrons que dans la pre- 
mière classe, il n°y a pas de nombro le plus grand. Pour cela il suffit de montror 
quo si le nombro a appartient à la première classo, il y a des nombres supérieurs 
à a. qui appartionnent aussi à La promière classo. Si a est négatif ou nul, cela 
est évidont: supposons que a >> 0. Etant donné la composition de la promièro 
classe, a? << 2. Introduisons un nombre rationnol positif r = 2 — a? ot démon- 
trons qu'on peut définir un nombro rationnol positif +, assez petit pour que 
(a ne appartienne aussi à la promière classe, c'est-à-diro tel que l'on ait l’iné- 
galité : 


2—(a+2)3 >0, où r—2az— xt © 0, 


c'est-à-dire qu'il s’agit de trouver un nombre rationnel positif qui vérifio l’inéga- 
lité +2 + 2ax << r. Supposant z < 1, nous avons z° << zx, et, par conséquent, 
a? + 2az zx + 2az = (2a + 1} +, c'est-à-dire qu'il nous suffira de satisfairo 
à l'inégalité (2a + 14) x < r; do cette façon, x ost défini par les deux inégalités: 


z<1 et 2<ypi- 


On peut, évidemment, trouver autant do nombres rationnels pontifs æz que l’on 
vout, qui vérifient ces deux inégalités. On peut, de même, démontrer quo dans 
la secondo classe de la coupure construite il n'y a pas de nombre le plus petit. 
Nous avons donc donné un exemple de coupurs de secondo espèce. Le point fon- 
dumontal de la théorio est la convention suivante: on considère que foute cou- 
pire de seconde espèce définit un nouvel objet — le nombre irrationnel, Les dif- 
érentes coupures de scconde espèce définissont différents nombres irrationnols. 
Nu'ost pas difficile de supposer que l'exemple do coupure de scconde espèce donné 


plus haut, définit le nombre frrationnel quo l'on note habituellement 1/2 
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On pout disposer tous les nombres irrationnols introduits avec des nombres 
rationne ps dd ordre croissant qui sera représenté intuitivement pour nous 
par les points axo orienté OX. Si & est un nombre frrationnel, nous noterons 
par { (œ) et II (&) la première et Ja secondo classe do la coupure qui délinit fo 
nombre irrationnel &«. Nous considérons Jo nombro & que grand que n'importe 
quel nombre de 1 Ce) et plus potit que n'importe quel nombre de II (œ). Ainsi 
n'importe gl nombro irrationnel peut ôtre comparé à n’importo quel nombre 
rationnel. Fi reste à définir les notions de plus grand et plus potit pour deux nom- 
bros irrationnels quelconques différents « et f. Comme & ot B sont différents, les 
classes [ (&) et Î (B) ne coïncident pas et l’une des classes est contenue dans 
l'autre. Supposons que 1 (&) ost compris dans 1 (f), c'est-à-dire quo chaque 
aombre de I (&@) appartient à I (B), mais qu'il y a des nombres de I (B) qui appar- 
tiennent à II (œ). Ici nous considérerons, par définition, « £$. Ainsi, l’ensem- 
blo de tous les nombres rationnels et irrationnels, c'est-à-dire l'ensemble de 
tous les nombres réels est ordonné. 1l est facile alors, en utilisant les définitions 
données plus haut, de démontrer quo, si a, à et « sont des nombres réols, « < b 
et b<e, donc a < ec. 

Notons avant tout une conséquence dos définitions données. Soit æ un 
nombre irrationuel. Comme il n'y a pas dans la classe I (&) de nombro lo plus 
grand, ct dans la classo 11 (œ), de nombre le plus petit, il n'en est que plus évi- 
dent que l'on peut placer ontro & et n'imporie quel nombre rationnol a, autant 
du noinbres rationnels que l'on vout. Soit, maintenant, &« << f deux nombres 
irratiounels distincts. Une partie des nombres rationnels de I (f) entre dans 
II (&), d'où il résulte immédiatomont quo l'on peut également placer entre @ ot 
f autant de nombres rationnels que l’on veut, c'est-à-dire que, de façon généralo, 
on pes placer entre deux nombres réels distincts autant de nombres rationnels 

ue l'on veut. 

T Nous allons passor maintenant à la démonstration du théorème fonda- 
moutal de la théorie des nombres irrationnols. Etudions l'ensemble de tous les 
nombres réels et faisons dans cet ensemble uno coupure quelconque, c’est-à-dire 
répartissons tous les nombres réels (non seulement rationnels, mais aussi irra- 
tionnoïs) on doux classes I et IT de façon que u’importo quol nombre de 1 sont 
inférieure à n’importo quel nombre de I1. Montrons que dans co cas, il y aura 
obligatoirement soit un nombre Je plus grand dans la classe I, soit un nombro 
le plus petit dans la classe II (l'un exclut l'autro, comme plus haut pour La 
coupure dans lo domaine des nombres rationnels). Pour cela, nous noterons par 
L’ l'ensombls des nombres rationnels de 1, et par [1’ l'ensemble des nombres 
rationnels de 11. Les classes (1’,11’) déterminent une certaine coupuro dans lo 
domuine des nombres rationnels, ot cetto coupure définit un nombre réol &« (ra- 
tionnel ou irrationnel). Admettons pour plus do clarté, que ce nombre «& appor- 
tient à la classe I suivant la disposition en deux classes des nombres réels, men- 
tionnée plus baut. Montrons que @ doit être le nombre le plus grand de la 
clusse [. En fait, s’il n’en était pas ainsi, il oxisterait dans la classe T un 
uombra réol B plus grand que &. Prenons un nombre rationnel r situé entre «& 
et f, c'est-à-dire que & << r << B. Il doit appartenir à la classo I, et par sui- 
to, à la classe I”. 

Ainsi, dans la première classe de coupure (1’, II’) définissant les nombres 
@, il s0 trouve un nombre r plus grand que &. C'est impossible ct, par conséquent, 
il est faux do diro quo & n'est pas le nombre le plus grand de la classe I. On 

cut montrer, de la même façon, quo si « se trouve dans la classo Il, fl doit 
tro le plus petit nombre. 

Ainsi, nous avons démontré le théorèmo suivant: 

Théorème fondamental. Lorsqu'il y a une coupure dans le 
domaine des nombres réels, il faut obligatoirement soit que la première classe 
nur le nombre le plus grand, soit que la seconde classe renferme Le nombre 
le plus petit. 


7—281 
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11 cost facile de donner à tous les raisonnements de ce paragrapho un sens 
géométriquo simple. Nous considérons d’abord sur l'axe OX les points d'abscisse 
rationnelle sculcment. À une coupure dans lo domaîno des nombres rationnels, 
correspond la séparation de la droite OX en deux demi-droites. Si la coupure a 
liou on un point d'abscisso rationnelle, on a affaire à uno coupuro de première 
espèco auquel cas l'abscisse du point où a lieu la coupure, se rattache ello- 
même soit à la première soit à la socondo classe. Si Ja coupure s'effectuo on un 
point auquol ne correspond pas une abscisse rutionnolle, on a une coupure du 
type 11 définissant un nombre irrationnel qui est pris pour abscisse du point 
où s0 produit la coupure. Lorsque ces points ont des abscisses irrationnelles, 
toute soction de la droite se produit alors en un point d’abscisse réolle. Ceci n'est 
qu'une {llustration géométrique, mais no démontre ricn. El n'est pas diffictle, 
en utilisant la définition du nombre irrationnel &, du former une fraction décimale 
infinie correspondant à co nombre {1-1-2]. Tout stgment fini de cette fraction 
doit appartenir à I(&), mais si nous augmentons d'une unité le dernior chiffre 
de co segment, lo nombre rationnel correspondant doit se trouver dans IT (&). 


1-2-17. Opérations sur les nombres réels. La théorie des nombres irration- 
nels, outre les définitions déjà données et le théorème fondamental, comprend 
la définition des opérations effectuées sur les nombres irrationnels et l'étude 
des  Bropriétés de ces opérations. Dans la définition des opérations, nous serons 
guidés par les coupurcs dons Je domaine des nombres rationnels, et, dans la 
mosuro où ces coupures définissent non soulement les nombres irrationnels, 
mais aussi los nombres rationnels (coupures do première espèce), la définition des 
opérations pourra de façon générale servir à tous les nombres réels, mais dans 
le css des nombres rationnels les définitions soront équivalentes aux défini- 
Los prose: Dans ce paragraphe nous nous limiterons À des indications 

rales. 

: Faisons une remarque préalablement. Soit &« un nombro récl. Pronons un 
nombro r (potit) rationnel positif suolconque, puis un nombre rationnel a de 
I(œ) et formons la progression arithmétique : 


a, a+r, a+2r, ..., atnr, 


Pour n Lg les nombros (a + 7r) entrent dans 11 (&) et par suite, il oxis- 
tera un normabre entior positif k tol que [a + (k — 1) r} appartient à 1 (œ) ct 
(a + kr) appartient à II (@), c'est-à-dire: 

Remar q ue. Dans une coupure quelconque de nombres rationnels il 
existe dans les difjérentes classes des nombres qui diffèrent d'un nombre rationnel 
positif donné r, aussi petit soit-il. 

Passons maintenant à la définition de l'addition. Soient & et 5 deux 
nombres réels. Soit a un nombre quelconque de 1 (a), a” de Il (œ), b de 
1 (B) et b” de 11 (B). Etablissons toutes los sommes possibles (a + ) et (a° + b’}. 
Dans tous les cas, on na: a + b << a’ + b’. Ltablissons une nouvelle coupure do 
nombres rationnols, on reportant dans la seconde classe tous les nombres ration- 
nols supérieurs à tous les (a + b), et en reportant dans la premièro classe tons 
les autres nombres rativnnels. Dans co cas, tout nombro do ln première classe 
est inférieur à tout nombro de la soconde classe, tous los nombres (a + L) sont 
dans la ae classe et tous les nombres (c’ + b’) dans la seconde classe. 
La nouvelle coupuro établie définit un cortain nombre réel que nous Apolrons 
la somme (& + f). Ce nombre est évidemment plus grand ou égal à tous les 
{e + b) et plus potit ou égal à tous les (a’ + br. Eu considérant que, eu con- 

ormité avec ln remarque quo nous avons faite ci-dessus, les nombres a ot a’, 
ainsi que b ot b’, pouvent 8e différencier l’un de l'autre par un nombre ration- 
nel quelconque positif petit, il n’est pas difficile de montrer qu’il ne peut exis- 
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ter qu'un seul nombre qui vérifio les inégalités notées ci-dessus. On vérilio 
en que l'addition satisfait aux lois habituelles des nombres ration- 
nels: 


a+B=p+a, (a+B)+y=e+(B+v) a+0=ac. 


Par oxemple, pour obtenir (f + &), il nous faut composer à la place des 
sommes (a + 6) et (a’ + b’), les sommes (b + a) et (b° + a), mais ces sommes 
coïncident avec les précédentes, étant donné la commutativité dé l'addition 
des nombres rationnels. : 

Soit & un nombro réel. Détorminons le nombre (—a&) par la coupure suivante : 
reportons dans la première classe tous les nombres rationne de la classo 
II (æ&) en changeant les signes, ct dans la seconde classe, tous les nombres de 
IL (&) en changeant les signes. On obtient ainsi, en fait, une coupure dans }o 
domaine des nombres rationnels, et pour le nombre (—a), ce qui est facile 
à vérifier, nous avons: 


—(—a)=a, a+(—c)=0. 


11 n'est pes difficilo de voir que, si & > 0, (—a) < 0, et réciproquement. Nous 
appellorons valeur absolué du nombre «, différent de zéro, celui des deux nom- 
bres & ot (—@) qui est supérieur à zéro. Nous désignerons commo auparavant, la 
valour absolue du nombre & par le symbole | @ |. 

Passons maintenant à la multiplication. Soit & ot B deux nombres réels 
ositifs, c'est-à-diro que & > 0 et B => 0. Soit a un nombre positif quelconque 
0 1 (x), soit b un nombre positif que M de I (B), soît a” et b’ des nombres 

quelconques de II (a) et 11 (6) (ils sont déjà nécessairement positifs). Etablis- 
sons uno nouvelle coupure, en mettant dans la seconde classe tous les nombres 
rationnels supérieurs à tous les produits ab, ot dans la première classe, tous les 
autres nombres rationnels. Tous les ab tombent dans la panne clesse et tous 
les a°b’ dans la seconde classe. La nouvelle coupurc définit un certain nombre 
réel, que nous appellerons lo produit af. Ce nombro est supérieur ou égal à 
le La ot ne dépasse pas tous les a’b”, et seul ce nombre réel satisfait à ces 
inégalités. 

Si un seul des nombres &, f ou les deux à ja fois sont négatifs, nous ra- 
mènerons la multiplication au cas précédent, en introduisant dans la définition 
de }a multiplication la règle babituello des signes, c'est-à-dire que nous suppo- 
sons que af = = |@ | 1 Bl, où nous prenons lo signe (+) si les nombres a 
et B sont tous Jes deux infériours à zéro, et le signe (—) si l'un des nombres est 
supérieur à z6ro et l'autre inférieur à zéro. 

Pour la multiplication par zéro, nous pronons la définition : &« -0 = 0-œ = 0. 
Les lois fondamentales do la multiplication se vérifient immédiatement : 


affa, (af)y=a(fy, «(b+v=af+ay, 


ct lo produit de plusieurs factours pent être égal à zéro si, et seulement si, l'un 
des facteurs au moins est nul. 

La soustraction est définie comme étont l'opération inverse de l’addition, 
c'est-à-diro que & — B = z est équivalent à x + PB = &. En ajoutant (—$) aux 
deux membres de cette égalité, nous obtiendrons, en tenant compte des pro- 
pue de l'addition que nous venons de mentionner: z = & + (—f), c'est- 

-dire que la différence doit obligatoirement être déterminée par cetto formule, 
et Ja soustraction se ramène à l'addition. Il resto à vérifier que l'expression 
obtenuo pour + satisfait bien à la condition x + f = &, mais cela résulte 
divoctement des propriétés de l'addition. Notons que l'inégalité & => Best 
équivalente à &« — 0. Avant do passer à la division, nous définirons Jo 
nombre inverse d’un nombre donné. Si a est un nombre rationnol non nul, la 
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nombre 1 est son inverse. Soit & un nombre réel non nul. Soit d’abord « =0 


et soit a’ un nombre quolconque de 11 {&) (ce nombre est rationnol ot positif). 
Déterminons le nombre inverse de &, par la coupure suivante: mettons dans la 


première classe tous les nombres négatifs, zéro et les nombres à ot dans la 


secondo clusso, tous les autres nombres. Soit un nombre quelconque positif c 
qui appartient à la première classe de la nouvelle coupure. Cela signifio que 


nr où a; est de la classo 11 (a). Pronons un nombre quelconque rationnel 


positif c2 << c. On pout le mettro sous la formo cc; = A où as est rationnel 


ct a3 > ai, c'est-à-diro que a; appartient aussi à 11 (&). Autrement dit, si un 
nombro positif quelconque appartient à la première classe de la nouvelle cou- 
puro, tout nombre rationne] positif qui lui ost inférieur appartient aussi à cette 

remièro classe. Tous los nombres nôgatifs et zéro on font partie également par 

éfinition. On voit que nous avons donné la coupure déterminant le nombre 
inverse de & en observant la condition suivante: un nombre quelconque de la 
deuxièmo classe est plus grand que tout nombre de la première classo. Nous 


noterons co nombre inverso do &, par le symbole L 


Si x << 0, nous définirons lo nombre inverso par la formulo: 1 = — 1 : 


En utilisant La définition de la multiplication, nous avons: at. 


Passons maintonant à la division. C'est l'opération inverse do la multi- 
plication, c'est-à-diro que a : 6 = x ost égal à fi == @&, et, comme pour la 
soustraction, il n'est pas difficile de montrer que si B # 0, on a un quotient 


unique: z =aœ-- et, ainsi, la division se ramène à une multiplication. Lu 


division pe zéro est Lo rene 

L'élévation à une puissance entière positive s0 ramène à une multiplicatiou. 
L'oxtraction de racine est définio comme étant l'opération inverse de l'éléva- 
tion à uno near art Soit « un nombre réel positif et n un nombre entier quel- 
coaque supérieur à l'unité. Faisons la coupure suivante des nombres rationnels : 
mettons dans la promière olasse tous les nombres négatifs, zéro et tous les nom- 
bces positifs, dont la puissance n est inférieure à «, ot dans la seconde classe 
tous les autres nombres. En utilisant la définition de la multiplication, il 
n'est pas difficile de montrer que le nombre positif B, défini par cette coupure, 
vôritio la condition f" = à, c’est-à-dire que $ est la valeur arithmétique de 
la racino Va. Si a est pair, LP) sora la seconde valour. La racine d'une puis- 
sance impaire d’un nombre réel négatif se définit de façon analogue (une seule 
réponse). On parlera plus loin, plus on détail, de 1n fonction exponentielle. 
Notons encore un résultat important: une fois vérifiées les lois fondamento- 
les des opérations, toutes Les règles et identités de l'algèbre seront vérifiées. si 
l'on désigne des nombres réels par les lettres. 


1-2-18. Rornes d'un ensemble de nombres. Existence de bornes. Démon- 
trons maintenant Le théorème des bornes d’un ensemble de nombres réels, 
que nous avons formulé au paragraphe [1-2-15]. 

Théorème. Si un ensemble E de nombres réels est borné supérieu- 
rement, il a une borne supérieure, et si Ë est borné inférieurement, il a une 
borne inférieure. 
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Limitons-nous à la démonstration de la première partio du théorèmo. 
Par hypothèse, tous les nombres de Æ sont inférieurs à un certain nombre 4f. 
Faisons la coupure suivante des nombres réels: mettons dans la seconde classe 
tous los nombres supérieurs à tous les nombres de E, et dans la première tous 
les autres nombres réels. Dans la seconde classe entreront, par exemple, tous 
les nombres (M4 + p), où p > 0, et dans la première classe entroront, par exem- 
ple, tous les nombres de £. Soit f un nombre réel, déterminé per la coupure 
ainsi obtonue. D'après lo théorème fondamental du [I-2-46], il sora lo plus 

rand dans la première classe et le plus petit dans la seconde. Montrons que 

est précisément la borne supéricuro de £. Il n'y a Pr do nombres plus grands 
que B dans E, étant donné que tous les nombres de £ sont dans la promièro 
classe. Ensuito, il existo sûroment des nombres de E plus grands quo (B — e) 
pour tout & positif, cars'il n'y avait pas do tels nombres, le nombro (8—+) 
serait supérieur à tous Jes nombres do E ct devrait être dans la deuxièmv clos- 
5e, or en réalité, il est inférieur À B et se trouve dans La première classe. Lo 
théorèmo est ainsi vérilié. El est évident que si B appartient à E, il seru plus 
graud de tous les nombres de £. 

Démontrons maintonant l'existence d’une Jimite pour une variable bor- 
née monotone {I-2-8]. Supposons quo la variable z croît indéfiniment ou, en 
tout cas, no décroît jamais, c'est-à-dire qu'aucune de ses valeurs n'est infé- 
rieure à une valeur précédente. Supposons en outro que z est borné, c'est-à-dire 
qu’il oxfsto un nombre Æf tel quo toutes les valeurs de z sont inférioures à M. 
Étudions l'ensemble de toutes les valeurs de x. D'après le théorème énoncé 
il existe une borne supérieure f pour cet onsemble. Démontrons que est 
bien une limite de x. Soit e un nombre positif quelconque. D'après la détini- 
tion de la borne supérieure, on trouvera une valeur de x plus grande que ( — =). 
Commo x est monotone, toutes los valours suivantes do x seront aussi supérieu- 
res à (B — 8), mais, d'un sutre côté, elles ne pouvent être supérioures . et 
comme e est arbitraire nous voyons que B= lim x. On peut do la même façon 
étudier lo cas d'une variable décroissante. 

Avant de passer à la démonstration du critère de Cauchy {1-2-7] démon- 
trons un théorème que nous allons utilisor. 


Théorème. Soit une suite d'intervalles finis: 


(ags ba), (as bo), 0. (Ans bn), … 
où chaque intervalle est compris dans le précédent, c'est-à-dire que 0,41 >> an 
et bays < bn, les longueurs de ces intervalles tendent vers zéro, c'est-à-dire 
que (bn — 0n} + 0. Les bornes des intervailes a, et b, tendent vers une limite 
commune lorsque n croît. 

D'après l'hypothèse du théorème, nous avons: & 42 <<... et, en outre, 
an << b; pour tout n. Ainsi, Ja suito 4, a2, ... sera monotone et bornée, et 
c'est pourquoi ello aura une limite: a, + a. Do L'hypothèse (8, — an) —+ 0 
il résulte que b, = a, + &,, où €, — 0 ot, par conséquent, &, a une Jimitn, 
elle aussi égale à a. 

Passons maintenant à la démonstration du critère de Cauchy. Nous nous 
limiterons au cas d'une variable dont on pent indexer Îles valeurs: 


Tps L2s os Enr ce (27) 

Il faut montrer que la condition nécessaire et suffisante d'existence d'une limite 
de la suite (27) est que pour tout s positif donné, il oxiste un indice NW, tel que: 
Irm—mnl<e pour metn>N. (28) 

Moutrons que cotto condition est suffisante, c'est-à-dire que, lorsque cotte 


condition est remplie, la suito (27) possède une limite. Il résulto de nos rai- 
sonnements précédents [I-2-7], que si la condition est remplie, ou peut 
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construire la suite d'intervalles: 
(at, Dre (az ba), ce, (Go Bhhs see 


avec les proprietés suivantes: chaque terme est compris dans Je précédent 
les longueurs (b; — ax) tendent vers zéro, et à tout intervalle (az, bz) correspond 
un nombre entior positif N; tol que tous les x, pour s > Ma appartiennent 
à (ax. dx). Ces Sntôrvalles (as, ba) sont les segments 4,4, du paragrapho 
{1-2-7]. D'après le théorème énoncé plus haut, on a la limito comme: 


lim ap= lim by. (29) 
k00 k-r00 


tif donné. D'après l'équation (29), il existe un nombre entier positif 4, to que 
e 


nl in Henlts ue tous les nombres z,, oux aussi, pour s > A}, appartien- 
nont à cet intervalle, c'est-à-dire que |a — x,| <e pou s > Nr. Etant donné 
le caractère arbitraire de 8, nous voyons que « est la limits do la suite (27) 
ut l’on a prouvé quo la condition (28) est suffisante. Nous avions déjà prouvé 
quo la condition est nécessaire [1-2-7]. La démonstration vaut aussi pour une 
variable non indexés. 


1-2.19. Propriétés des fonctions continues. En passant à la démonstra- 
tion des propriétés des fonctions continues que nous avons exposées ci-di 
{1-2-41], nous commencerons par la démonstration d’un théorème auxiliairo. 

éorème EL. Si f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), et si l'on 
donne un nombre positif quelconque e, on peut diviser cet intervalle en un nom- 
Lre fini de nouveaux intervalles de telle façon que |f(x2) — f (za) | << €, si 
#1 ét za appartiennent à un seul et même nouvel intervalle. 

Nous allons faire la démonstration en raisonnant par l'absurde. Suppo- 
soné quo Je théorème est faux. Admettons qu'il soit impossible de diviser 
(a, b) en différentes parties de la fagon que nous avons indiquée. Divisons 
notro intervalle en deux parties par un point situé au milieu de l'intervalle : 


(e +=) et ee ‘ s) . Si le théorème était vrai pour chacun de ces deux 


intervalles, il sorait valable pour l'intervalle (a, b) tout onticr. Ainsi, nous 
dovons considérer que l’un au moins des deux intervalles obtenus ne pout pas 
être divisé do la façon indiquée dans le théorème. Prenons la partie de l'intor- 
valle pour laquolle le théorème n'est pas vérifié, et divisons-ls à nouveau on 
doux parties égales. Comme plus haut, pour au moins une des deux nouvelles 
moitiés, le théorème n’est pas valablo. Prenons cette moitié, divisons-la à 
uouveau en deux, eto. Nous obtenons ainsi uno suite d'intervalles: 
(a, 6), (ir b4), (a2s bah: se, (ans bnhs +. 

dont chaque terme est la moitié du précodent, de sorte quo la longuour (h, — a,), 
égale à F , tend vers zéro lorsque n croît. En outre, pour tout inter- 
valle (a,, b,), lo théorème n'est pas valable, c'est-à-dire qu'il cest impos- 
sible do diviser aucun (a,, &,) en de nouveaux intervalles de façon que 
1 { (xs) — LE | <e, siz, ot z2 apparticnnont à un seul et mêmo intorvalle 
nouvoau. Montrons que cest absurde. 

Suivant le théorème du paragraphe [[-2-18], a, ot b, possèdont uno 
limito commune: 





lire a, = lin b, = a, (80) 
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Cette limite, comme tous les nombres e, ct ge appartient à l'intervalle (a, b), 
Supposons d'abord que @ ost à l'intériour de (a, b). Par bypothèso, j (x) cst 
continue pour z = &, et par conséquont [{1-2-10], pour un nomhre & donné 
fl oxiste un nombre n tel que pour tous les z de l'intorvallo (œ — 1, æ& + 1) 
on «a l’inégalité: 


Ha)—1GI< + (81) 
Si z, et z: sont doux valours quelconques de l'intervalle (& — n, & + n), nous 
avops: 
1 (za) —1(2)=f (22) — 1 (a) — 1 (a) —1 (25), 
d'où : 


ze) —f (ed If (2) — (a) +1f(a)— f(x, 
et d'après l'inégalité (34) : 


Hd I< +: 
c'est-à-dire 
L(2)—/ (1 < e (82) 


pour tout z, ot z2 de l'intervallo (&œ — n, & + n). Mais d'après (30), il existora 
un intorvallo (ay, b;) appartenant à l’intervallo (& — n. &« — n). C'est pour- 
uoi l'inégalité G) sora vérifiée à plus forte raison pour tout x, et z2 de 
l'intorvalle (a, b), c'est-à-dire que pour l'intervalle (ay, by), le théorème est 
valable même si l'intervalle n'est pos divisé en parties. Écia est on contradic- 
tion, comme nous l'avons vu ci-dessus, avoc le fait que pour tout intervalle 
(ans ba) le théorème n'est pas valable. On a ainsi démontré le théorème, si 
a est intériour à l'intervalle (a, b). Si « coïncide, par exemple, avec la borne 
gauche de l'intervalle, c'est-a-dire si « = a, la démonstration sera la même, 
EC à la nn de l'intervalle (a — n, & + n), il faudra prendre l'interval- 
e (a, « ! 

Passons “aintonsnt à la démonstration do la troisième propriété du 
paragraphe {1-2-11). 

Théorème II, S:f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), elle est 
uniformément continue dans cet intervalle, c'est-à-dire que pour lout & positif 
donné, il existe un nombre positif n tel que | (x")} — j (x") | << 8 pour toutes 
valeurs de z' et x" de (a, b) vérifiant M te 1z — zx |<n. . 

D'après le théorème 1, nous pouvons diviser (a, b) en un nombre fini de 


nouveaux intervalles de façon que | 7 (x) — f(x) | <+ , Si xs et x: appar- 


tiennont à un même intervalle nouveau. Soit n la longueur du plus court de ces 
nouveuux intervalles. Montrons quo notro théoréme est valable précisément pour 
ce nombro n. En offet, si x’ et z° sont deux valeurs do (a, b) vérifiant l'iné- 
galité | z° — +’ | <n ou bien z’ et z° uppartlennont à un soul et même inter- 
Valle nouveau, ou bien ils se trouvent dans deux nouveaux intervalles conti- 
gus. Dans lo premier cas, quand nous construisons de nouveaux intervaillus, 
nous avons | f (x")— f(x’) 1<+ , ta fortiori | f(x") — f(x’)| < 8. En pas- 
sant au douxième cas, nous désignerons par y Je point commun des deux inter- 
valles contigus auxquels appartiennent z’ et x”. Dans lo cas considéré, nous 
pouvons écrire: 


1) =1 (2) +)" 


104 CH. 1. DÉPENDANCE FONCTIONNELLE ET THÉORIE DES LIMITES 


c'est-à-diro 


1(2)—H (21 < 1191) —1()t (33) 
Mais 


He)-IMI<S à D-RNI< Sr. (84) 


comme les points z” et y, ainsi que y et x’, se trouvont dans un même inter- 
valle nouveau. Les (33) ct (34) nous donnem |/ (x) — f (x) | <e, et le 
théorème cst démontré. 

Le théorèmo 1 nous conduit égaloment au corollairo suivant : 

Gorollañire. Une jonction continue dans l'intervalle (a, b) est 
bornée supérieurement et inférieurement, c'est-à-dire qu'elle est simplement 
bornée dans cet intervalle. Autrement dit, il oxiste un nombre A tel que pour 
toutes les valcurs de x de (a, b), on a l'inégalité | f(x)| << A. En oîfet, 
prenons 8, >> 0, ot sait no le nombre des intervalles nouveaux qui dvuivent 
divisoc (a, b) pour vérilier lo théorème I pour la valour choisie 8 = €. Pour 
n'importe quel couple de points appartenant tous deux à un même 
intervallo nouveau, nous avons | (22) — f (21) | << 8. D'où il résulte 
directement que pour un z quelconque do l'intervalle (a, b}, nous avons 
1 f (x) — 1 (a) 1 << nogo, c'est-à-dire que toutes les valeurs de f(x) sont 
comprises entro jf (a) — noëo et f (a) n080. 

Dans la mesure où l’ensomble des valeurs do / (x) dans l'intervalle (a, b) 
est borné supérileurement et inféricurement, il possède une horne supérionre 
ot une borne inférieure [1-2-18]. Désignons la poire par B, ot la secondo 
par &. Démontrons à pont la promièro propriété du paragraphe [I-2-11]. 
Théorèdmo III. Une fonction continue dans l'intervalle (a, b) 
atteint dans cet intervalle sa plus grande et sa plus petite valeur. 

Nous allons démontrer que dans l'intorvailo (a, b) il existe nne voleur 
de x pour lnquello f (z) cat égale à f, ot une valeur y pour Jaguelle f (x) est 
égale à &. Nous nous bornerons à la démonstration do la première affirmation 
et nous raisonnorons par l'absurde. Supposons que f (2) n'est égale à B pour 
aucun z de (a, b) (par conséquent, olle est toujours inférieuro à f). Formons 
une nouvello fonction: 


4 
POS 


Comme le dénominateurÿ ne s'anaule pas, la nouvello fonction sera 
éguloment continue dans l'intervalle (a, b) {1-2-10]. D'autre part, il résulte 
de la définition de la borne supérieuro que pour &>0 arbitraire, il 
oxiste pour a < z < b des valeurs de f (x) situées entre (B — e) et B. Dans 


co cas! O0 << — f(x) <e et p m>i . Etant donné que l'on peut prendre 


& aussi potit quo l'on vout, on voit que la fonction @ (x), continue dans l'inter- 
vallo (a, ù. est bornéo supérieurement, co qui contredit le corollaire cité plus 
haut du théorème 1. 
Démontrons enfin la deuxième propriété du paragraphe [1-2-11]. Sup- 
Posons que f(x) est continue dans l'intervalle (a, b) et soït kun nombre 
uelconque situé entro / (a) et f(b). Pour fixer les idécs, supposons que 
} (a) <k<{(b). Formons uno nouvelle fonction 


F(s)=f(x)—R%, 
contiauo dans l'intervalle {a, b). Ses valeurs aux bornes de l’intervalle seront 
F(a)=f(@)—k<0,  F(b)}=f(b)—k>0, 
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c'est-à-dire que les valeurs de F (zx) aux bornes do L’intervalle sont de signes 
contraires, Si nous démontrons qu’à l'intérieur de (a, b) il y à une valour x, 
pour laquelle F (x) = 0, dans co cas f(xo) — k — 0, c'est-ü-dire quo 
{ (xo) = &, et la seconde propriété sera démontrée. 11 suffit donc de démontrer 
co théorème suivant: 

Théorème IV. Si f(x) est continue dans l'intervalle (a, b} et si f (a) 
et j (b) sont de signes différents, il existe à l'intérieur de l'intervalle au moins 
une valeur de xo pour laquelle f (xo) = 0. 

Raïisonnons par l'absurde, commo pour io théorème III. Admettons que 
{ (x) ne s’annule nulle part dans l'intervalle (a, b). Dans ce ces, la nouvelle 
fonction 

1 . 
Zl=— 35} 

p{z) TE) (35) 
sora également continue dans l'intervalle (a, b) [1-2-10J. Soit un nombre 
quesonaue e >> 0. En vertu du théorèmo I, nous pouvons placer à l'intéricur 
o l'intervallo (a, b) un nombre fini de points, de sorto quo, en ajoutent à ces 
points les extrémités de l'intervalle, la différence des valeurs de / (x), pour doux 
quelconques de ces points situés côte à côte, est inférieure on valour absolue 
à 2. En considérant que / (a) et f (b) sont de signes différents, nous pouvons 
affirmer qu’il existe deux points volsins £, ot £. pour lesquels les valours do 
} (x) sont de signes différents. D'une part f (£:) ot Ga) sont de signes diffé- 
rents et, d'autro part, | f (E2) — ÿ (Es) | << 6. Mais si la valour absolue de la 
différence de deux nombres réels de signes contraires est inférieure à &, chacun 
de ces nombres est inférieur à e en valeur absolue, c'est-à-dire, par exemple, 


1 f (Es) | << 8. Mais alors, d'après (35), [p (£) 1 > _ et étant donné que l'on 


eut prendre & aussi petit quo l'on veut, la fonction q (x) continue dans. 
‘intervalle (a, b) n'est pas bornéo dans cet intervalle, ce qui est absurde. Le 
théorème est ainsi démontré. 


1-2-20. Continuité des fonctions élémentaires. Nous avons déjà montré 
Ja continuité du polynôme et de la fouction rationnelle (I-2-10]. Etudions 
maintenant la fonction puissance 


y=e* (a >0), (36) 


où nous considérerons, pour fixer les idécs, qe a > 1. Cette fonction est 
définie pour toutes los valeurs rationnelles positives de x. Pour les valeurs 
négatives de x, ello est définie par la formule: 


aï = + ‘ (37) 
et, en outre, a° = {. Ainsi, elle cst définie pour toutes les valours rationuel- 
les de x, On connaît également par l'algèbro les règles d’addition et de sous- 
traction des indices lors de la multiplication et de la division. 


Si z est un nombre positif rationnel + nous aurons: 


0% mn ÿ/ ap, 


où lefradical est considéré comme arithmétique. 11 est évident que aP = 1, 
et il résulte de la défiuition do In racine que o* => 1 pour z => 0 (définitions 
du paragraphe [1-2-17]). De (37) fl résulte que O0 4% << 1 pour z < 0. Mon- 
trons maintenant que a%2 >> a%1, si ro >> 21, c'est-à-dire que «* est une fonc-- 
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tion croissante. En cffet, 
22 — 01 = q 71 (Q%2 XL 4), 


où 2: — x > 0 et, par conséquent, les deux facteurs du second membre sont 
positifs. Montrons encoro quo a* + 1, si z — 0, en prenant des valeurs ration- 
nelles. Supposons d’abord que z> 0, par toutcs les valeurs rationnelles, en 
décroissant (à droite). Dans ce cas a* décroît, mais reste supérieur à l'unité 
ot, par conséquent, possède uno limite, que nous désignerons par 1. Lorsque 
+ varie d’une façon qu'on a déjà notée, la variable 2z tond aussi à droite vers 
zéro suivant toutes les valeurs rationnelles. Nous avons donc: 


a3% == (ax)? 
-6t on passant à la limite, nous obtiendrons : 

=, où 1(1—1)=0, 
c'est-à-dire que Ze 4 vu ! — 0. Mais le deuxièmo cas est impossible étant 
donné que As 4. Ainsi a° + 1, si x + 0 à droite. 1] résulte de gn que ce 
sora la même limite également lorsque + + 0 à gauche. Ainsi, de façon géné- 
rale a* 4, si x + 0, en prenant des valeurs rationnolles, D'où {1 résulte que, 


8i zx, pronant des valeurs rationnelles, tend vers uno limite rationnelle 6, alors 
ax — ab, En offot: 


at ab = où (aT-d —4), 
La différenco (zx — b) tend vers zéro et (a*-b — 1), comme on l'a démuntté, 
tend aussi vors zéro. 

Définissons maintenant la fonction (36) jour Jes valeurs irrationnelles 
do x. Soit & un nombre irrationnel, 1 (œ) et II (x) la première ct la scconde 
classe de la coupure dans ls domaine des nombres rationnels définissnnt «. 
Supposons que z + &, on croissant ot passant par tous les nombres rationnels 
de 1 (a). La variable «* croît mais reste bornée, et elle est précisément inféricu- 
ro à a*°, où x” est un nombre quelconque de II (a). Ainsi, lorsque x varie de cetto 
façon, la variablo a* possède une limite que nous notorons, pour le moment, 
par L. De même si za en décroissant ot passant par tous les nombres 
rationnols de 1L (a), a* possède également une limito. Montrons que cette 
limite est aussi égale à L. Soît x’ de 1 (x) et x” de II (&). Nous avons: 


nn GE (0 4) CL (a *" 4), 
c'ost-à-dire : 
0< aa" < L (a -*— 1). 


Pour z’ ot z”, voisins de &, la différence (x° — zx’) ost aussi voisino que 
l'on vent de zero, et d'après cetto inégalité, on peut dire la même chose de la 
différence (a*’ — a%’), d'où la coïncidence des limites. Nous Prenons par 
définition a% égal à la limite L, c'est-à-dire que a% est la limite vers laquelle 
tend a% lorsque z— @ suivant des valeurs rationnelles. Maintenant la fonction 
{36) est définie pour toutes les valeurs réelles de z. D'après ce qui a été dit 
plus haut, il est facile de démontrer que ce sera une fonction croissante, 
c'est-à-dire quo a%s > a%1 , si x, et z2 sont des nombres réels quelconques 
vérifiant l'inégalité z: = x. Au cours de la démonstration, il faut considérer 
séparément lo cas où 2, et z sont tous les doux irrationnols de celui où un 
des doux seulement est rationnol. Il reste encore à démontrer que la fonction 
sera continuo pour chaque valeur réelle de z. 11 faut d’abord démontrer quo 
a* + 1 lorsque x + 0, cas où toutes les valeurs réelles de z sont permises, 
On peut démontrer cela exactement de la même manière que pour les valours 
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rationnelles do z. Ensuite, comme ci-dessus, en utilisant la formule: 
mot = a (a*—%—1), 

nous pouvons démontrer que «* + a* lorsque za, co qui montre quo a 

est continu pour toute valeur réclle de z. 

Il n'est pas difficile do vérifier quo toutes les propriétés fondamontalos 
d'uno fonotion puissance sont vraies pour tous les exposants réels. Soit par 
exemple & et B deux nombres irrationnels, et soit z + @ et y + B, où + et y 
sont des variables, qui, lorsqu'elles varient, prennent simultanément des 
valeurs rationnelles. Pour les exposants rationnels, nous avons: 

GXQY on XV. 
En passant à la limite et en utilisant La continuité démontrée de la 


fonction puissance, nous obtiendrons la même propriété pour les indices ir- 
rationnels : 


a%af = ast8. 


Démontrons encore la loi de multiplication des exposants lors do l'élévation 
do puissance 


(028 = 028, 
Si B = n est un nombre entier positif, la formule que nous avons écrito 
résulte directement de la règle d'addition des exposants lors de la multiplication. 


Si p— Les un nombre rationnel positif, nous eurons: 


p 2 

RS ATS ES LEE TE 

Pour les nombres rationnels negatifs, cette loi résulte directement de la 

formule (37). Supposons maintenant que B est irrationnel, et admottons que 

les nombres rationnels r tendent vors f. Nous avons, suivant ce qui a été 
démontré ci-dessus: 


(a) me 077, 

En passant à la limite et en utilisant la continuité de la fonction puis- 
sanco, où nous prenons à gauche a®* pour base, nous obticndrons (a°)Ÿ == a%8, 
Avant de passer à la fonction logatithmique, faisons quelques remarques 
sur les fonctions inverses, dont nous avons déjà parlé brièvement dans l’intro- 
duction [1-1-20]. Si y = f (x) cat une fonction croissanto continue dans l’in- 
torvalle (a, b), où / (a) = À et / (b) = B, d'après la seconde propriété des 
fonctions continues, lorsquo z croît do « vers b on passant par toutes les 
valeurs réelles, f (x) croîtra de À vers B, on passant par toutes les valeurs inter- 
médiaires. Afnsi à cha valeur de y de l'intervalle WA B) correspondra 
un z déterminé de (a, b), et la fonction inverse x = @ (y) sera uniformo ot 
croissante. Si z = æ) se trouve à l'intériour de (a, b}, yo = f (xo) et que x par- 
coure le potit intervallo (z0 — &, z0 + €), alors, y parcourra un intervalle 
(Vo — Mis Vo + M2). En désignant par 6 le plus petit des deux nombres 
positifs m1 et M2, nous pouvons alfirmor que si y appartiont à l'intorvalle 
(vo — 8, Ye + 6) représentant uno partie seulement de l'intervalle W — Tir 
Yo + M2), les valeurs correspondantes de z appartiennent a fortiori Ÿ'inter- 
valle {ro — &, zo + s), c'est-à-dire que RU — 9 (go) 1<e, à condition 
Le l — vo | < 6. Etant donné que e est arbitraire, cela montre la continuité 
e la fonction x = y (y) au point y == yo. Si zo coïncido par exemplo avec 
la borne «, il faut prendre, dans les raisonnemonts précédonts, au lieu do 
(zo — €, zo + e) l'intervalle (x0, 0 + #). De façon analogue, on pout exa- 

miner le cas d'une fonction continue décroissante j (x). 
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Rovonons à la fonction (36). Du moment que a => À, on a a = À + b, 
où b > 0, et la formule du binôme de Newton nous donno pour x entier posi- 


tif > 1: 
et = (1) > {+ n6, 


d'où l'on voit quo «* croît indéfiniment en même temps que z. De plus, il 
résulte do (87) quo a* —+ 0 lorsque + -> — 00. En tenant compte de co qu a 
déjà ét6 dit au sujet des fonctions inverses, nous pouvons affirmer que la fonc- 
tion 


z=lga y, (38) 


qui est la fonction inverse de (36), sera uno fonction univoque croissant conti- 
uümont lorsque y => 0. On obtient les mêmes résultats dans le cas où 0 << a < 1; 
mais Jos fonctions (36) et (38) seront décroissantes. 

Introduisons maintenant upe nouvolle notion, celle de fonction de fonc- 
tion. Soit y — / (x) une fonction continue dans l'intervalle a & x < b; ses 
valeurs appartiennent à l'intorvalle (c, d). Supposons, do plus, quo z = F (y) 
cst une fonction continue dans l'intorvalle € & y < d. En désignant par y 
la Re nine de z, mentionnée plus haut, nous obtenons uno fonction de fonc- 
tion de x: 


z=F(y)=F(1 (2). 


On dit que cette fonction dépend de z par l'intermédiairo de y. Elle est 
définio dans l'intervalle a & z < b. Il est facile de voir qu’elle sera continue 
dans cêt intervalle. En effet, à un accroissement infiniment petit do z corres- 
poud un accroissement infiniment petit de y, du fait de la continuité de f (x): 
wais à un accroissement infiniment petit de y correspond un accroissement 
infiniment petit do z, du fait de la continuité de F (y). 

Examinons maintenant la fonction puissance 


1= 2 (39) 


avec un oxposaat b réel quelconque, et nous considérerons la variable z comme 
ositive. Des raisonnements concernant la fonction puissance, il résulte que 
a fonction (9) a uno valeur déterminée pour tout z positif. Eu utilisant la 
définition des Jlogarithmes et en prenant par exemple le logarithmo népérien 
uous pouvons écriro au lieu de (39): 


mo loz, 


Posant y = bin z et x — el, nous pouvons considérer cette fonction com- 
me une fonction do fonction de z, et la continuité des fonctions exponentielle 
et logeritbmiquo nous assure ln continuité de la fonction (39) pour tout z > 0. 

Nous avons démontré {[1-2-10] la continuité de la fonction sin x pour toutes 
les valours de z, On démontre de même la continuité de la fonction cos x pour 
tout zx. Des formules 


nn z cos zx 
tgz cotgr = 
ET cos 7 gz= 








résulte [1-2-10] la continuité do tg z et cotg z pour tout x n'annulant pas 
les dénominateurs. 
La fonction y = sin z est une fonction continue croissante dans l'intor- 


vaile (—5 5) . En utilisent ce qui a été dit des fonctions inverses, nous pou- 


vons affirmer que la détermination principale de la fonction + = arc sin y sera 
une fonction continue croissante dans l’intorvalls —1 < y << 1. On démontre 
de façon analogue la continuité des autres fonctions circulaires invorses. 


Chapitre Il 


NOTION DE DÉRIVÉE. APPLICATIONS 


-1. Dérivée et différentielle du premier ordre 


LI-1-1. Notion de dérivée. Soit un point se déplaçant sur une 
droite orientée. L'espace s parcouru par lui, évalué à partir d'un 
point donné de la droite, choisi comme origine, est évidemment 
une fonction du temps é 

s=f(é), 


telle qu'à chaque valeur du temps { correspond unc valeur déter- 
minée de s. Donnons à t un accroissement A2; au nouveau temps 
t + At correspondra le trajet s + As. Si le mouvement du point 
est uniforme, l'accroissement de trajet est proportionnel à l'accrois- 


sement de temps et dans ce cas le rapport 2e représonte la vitesso 


constanto du mouvement. Dans le cas général, ce rapport dépend 
aussi bien du temps t, que de l'accroissement At, et exprime {a 
vitesse moyenne du mouvement au cours de l'intervalle de temps 
compris entre £ ot £ + At. Cette vitesse moyenne est la vitesse 
d'un point imaginaire qui, animé d’un mouvement uniforme, par- 
court le trajet As pendant le temps At. Nous aurons, par exomple, 
dans le cas d'un mouvement uniformément accéléré 


s= _ gt3 + vot 
ot 
a 6080 (EAP Got . 
gt ft Et 
L'approximation qui consisto à assimiler le mouvement du 


point considéré pendant le temps At à un mouvement uniforme 
sera d'autant meilleure que l'intervalle At sora plus petit, et la 


limite du rapport , Quand Af tendra vers zéro, définira La vitesse 
v à l'instant donné t: 
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Ainsi, dans le cas d’un mouvement uniformément accéléré 


+: Às : 1 
v Jim à Jim (at+%0++ gt) gt + Do. 

La vitesse v, commo l’espace parcouru s, est une fonction du 
tomps {; cette fonction s'appelle la dérivée par rapport au temps 
de la fonction j (t); la vitesse apparaît donc comme la dérivée de 
l'espace parcouru par rapport au temps. 

Supposons qu’un certain produit participe à une réaction chi- 
mique. La quantité x de ce produit, entrée en réaction à l'instant 1, 
est une fonction du temps. À un accroissement Af du temps cor- 
respondra un accroissement Az de la quantité de produit réagis- 


sante zx et le rapport Ê* exprimera la vitesse moyenne de la réaction 


chimique au cours de l'intervalle de temps At; la limite de ce rapport, 
lorsque Af tondra vers zéro, oxprimcera la vitesse de la réaction chi- 
mique à l'instant donné t. 

Faisons maintenant abstraction des exemples et donuons une 
définition générale de la dérivée. Supposons que la fonction y = 
= { (x) est définie pour une certaine valeur fixée de x et pour toutes 
les valeurs qui lui sont suffisamment proches, c’est-à-dire pour 
toutes les valeurs de la forme x + k, où = est un nombre arbitraire 
positif ou négatif suffisamment petit en valeur absolue. On appelle 
babituelloment la valeur À l'accroissement de la variable indépen- 
dante x. Au lieu de h on écrit souvent Az. L'accroissement correspon- 
dant de la fonction sera : 


Ay=f{(z+h)—f(x). 


Formons le rapport de ces accroissements : 


à h)— 
CRIE TEE dt) 


Ce rapport est déterminé pour toutes les valeurs de k, suffisamment 
petites en valeur absolue, c'est-à-dire dans un intervalle —k <h< 
<+k des h — 0. Comme z est fixé, le rapport (1) ne dépend 
quo do à. 

Définition. Si le rapport (4) a une limite (finie) quand h 
tend vers zéro (h —+ 40), cette limite est appelée la dérivée de la fonc- 
tion f (x) pour un x donné. 

En d’autres termes, on appelle dérivée de la fonction donnée 


{ (x) pour une valeur donnée de x la limite du rapport _ de l’accrois- 


sement Ây de la fonction à l'accroissement Az de la variable indé- 
pondante, quand ce dernier tend vers zéro (Az —> + 0), si la limite 
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susmentionnée existe. La dérivée est notée y’ ou f” (x): 
: : . y .n fe+h—f() 
= = ] = ) =" —<— 
FOR ER nn 


L'opération du calcul de la dérivée est appelée La dérivation de La 
fonction. 

La fraction (1) peut ne pas avoir de limite quand k —+ + 0 
et alors la dérivée n'existe pas pour ceile valour donnée de r. L'exis- 
tonce de la limito f’ (+) est équivalente à ce qui suit [J-2-8]: pour 
tout nombre donné 8 >> 0, il existe un nombre n >> 0 tel que 


LENS —f (| <e, si|k|<n et hÆ0. 
En supposant que la dérivée oxiste, nous pouvons écrire 
h)— 0 
LERPIE ef (2) +8, 


où B—+0 quand 4 —+ + 0. Nous avons ensuite: 
f(e+h)—f(a)= 1 (+614, 


d'où il découle que f (x + h) — f (x) + 0 quand h —+ + 0, autro- 
ment dit, si pour une certaine valeur de x la dérivée f’ (x) existe, alors 
la fonction f (x) est continue pour cette valeur de x. La réciproque 
n'est pas vraie, autrement dit, de la continuité do la fonction pour 
un zx donné il ne découle pas l'existenco de la dérivéo. 

Attirons l'attention sur lo fait que lors de la recherche de la 
dérivée d'une fonction continue, nous avons une fraction (1) dont 
le numérateur et le dénominateur tendont vers zéro, mais le déno- 
minateur À ne prend pas la valeur zéro. Notons un cas particulier. 
Si y = ex, le numérateur do la fraction est c (x + h) — cr = ch 
et toute la fraction est égale à c, autroment dit, ne dépend pas de h. 
Sa limite pour À —+ -+ 0 est aussi égale à c. 

Pour une valeur fixée de x, les valeurs de j (x) et f’ (x) sont des 
nombres. Si la fonction et sa dérivée existent pour tous les x à l'in- 
térieur d'un certain intervalle, f’ (x) est une fonction de x à l'inté- 
riour de cet intervalle. Dans le cas considéré plus haut f (x) = ex 
la dérivée f’ (x) est égale au nombre c pour tous les z. 


I1-1-2. Signification géométrique de la dérivée. Pour établir la 
signification géométrique de la dérivée, on se reporte à la repré- 
sentation graphique de la fonction y = f (x). Soit M un point de la 
courbe représentative de coordonnées (x, y). Soit N un point voisin 
de la courbe représentative de coordonnées (x + Az, y + Ay). 
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Si on figure les ordonnées A7,M et NN de ces deux points, et si 
A ne . M une droite parallèle à l’axe OX, on a évidemment 
cf. fig. : 


MP=MiN,= Az, MM =y, NN =y+Ay, PN = Ay. (2) 


Le rapport 52 représente la valeur de la tangente do l'angle «, 


que fait Ja sécante MAN avec la direction positive de l'axe OX. 
Lorsque Az tend vers zéro, le point N, se déplaçant sur la courbe, 





Fig. 51 


tendra vers le point M: la position limite de la sécante MAN sera 
la tangente MT à la courbe au point M et par conséquent la dérivée 
Î' (x) sera égale à la langente de l'angle a, formé par la tangente à la 
courbe au point M (x, y) et la direction positive de l'axe OX, c'est- 
à-dire égale au coefficient angulaire de cette tangente. 

Lorsqu'on évalue les intervalles d’après les formules (2), il 
y a lieu de tenir compte des signes et de remarquer que les accrois- 
sements Az et Ay peuvent être aussi bien positifs que négatifs. 

Le point W de la courbe peut tendre vers M de n'importe quel 
côté. Sur la fig. 50 nous avons donné à la tangente un sens déter- 
miné. Si nous lui avions conféré le sens contraire, cela aurait modifié 
l'angle a d'une valeur x et n'aurait pas influé sur la valeur de la 
Langente de cet angle. Nous reviendrons encore par la suite à cette 
question de l'orientation de la tangente, mais maintenant elle est 
sans importance pour nous. 

Nous voyons ainsi que l'existence de la dérivée est liée à l’exis- 
tence de la tangente à la courbe correspondant à l'équation y = f(x), 
et le coefficient angulaire de la tangente tg a = f” (x) doit être 
fini. En d’autres termes, la tangente no doit pas être parallèle à l'axe 


OY. Dans ce dernior cas, à = © ou a = = et la tangente de cet 


2 2 
angle est infinie. 
Une courbe continue peut en certains points ne pas avoir de 
tangente du tout, ou avoir une tangente parallèle à l'axo OY (fig. 51), 
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ct pour les valeurs correspondantes de x la fonction f (x) n'a pas 
de dérivée. IL peut y avoir un nombre arbitrairement grand de 
points exceptionnels de ce gonre sur la courbe. On démontre égale- 
ment qu'il existe des fonctions continues qui n’ont pas de dérivée 
pour aucune valeur de z. La courbe correspondant à cette fonction 
n'est pas concevable pour nos représentations géométriques. 

ANA un peu plus en détail aux cas représentés sur 
la fig. 51. 

introduisons tout d'abord la notion de dérivée à droito ot à gauche. 
Supposons que h tend vers zéro non d’une manière arbitraire, mais 
par valeurs négatives, ou par valeurs positives, autrement dit, 
h—+ — 0 ou h—> + 0. Si le rapport (1) a dans ce cas une limite 
(finie), on la désigne usuollement par le symbole f (x — 0) ou, 
respectivement, f’ (x + 0) et an l'appelle dérivée à gauche ou, respoc- 
tivement, dérivée à droite. L'existence de la dérivée f’ (x) est équiva- 
lente à l'existence et l'égalité des dérivées j’ (x — 0) et f’ (z + 0). 
Alors f° (x) = f’ (x — 0) = f (x + 0). 

Si les dérivées f’ (x — 0) et j’ (x + 0) existent et sont diffé- 
rentes, cela correspond au cas où au point correspondant x existent 
à droite et à gauche des tangentes non parallèles à l’axe OV (posi- 
tions limites de la sécante), mais ces tangentes sont différentes, 
autrement dit, elles ne forment pas une droite passant par le point 
d'ahscisse z. Ce cas est représenté par le point M, sur Ja fig. 51. 
Aux points #2 et M; le rapport (1) tend vers l'infini quand À + — 0 
on hk—+ + 0. Attirons l'attention sur le signe de cet infini. 

Pour les points V situés sur la courbe à gaucho du point M;, 
la grandeur k << 0 et f (x + h) — f (x) < 0 pour les À suffisam- 
ment proches de zéro, car l’ordonnée à gauche est inférieure à l'ordon- 
née du point M2. Ainsi, dans co cas, le rapport (1) est positif et 
quand k > — 0, il tend vers (+00) (la tangente à gauche est paral- 
lèle à l’axe OY). A droite de M: la grandeur k => 0 et, comme aupa- 
ravant, f(x + h) — f(x) <0, autrement dit. le rapport (1) est 
négatif et tend vers (—0co) quand k > + 0. Passons au point 73. 
Jci à gauche k < 0 et f(x + h) — j (x) L0, ot à droite k > 0 
et f(x +h) — f(x) > 0, autrement dit, à droite et à gauche le 
rapport (1) cost positif et tend vers (co) quand k + — 0 ot quand 
h— + 0. autrement dit. dans ce cas, le rapport (f) tend vers (+00) 
quand k + + 0. 

Notons que lors de la définition de la dérivée nous avons exigé 
que le rapport (1) tende vers uno limite finie quand hk -+ + 0. Si 
cette limite est égale à (+00) au (—c) quand h —+ + 0, nous no 
disons pas toutefois que pour la valeur correspondante de x existe 
une dérivée égale à (+) ou (—co). 

11 peut égaloment exister sur la courbe y =— f (x) des points où 
les dérivées }’ (x — 0) et f” (x + 0) n'existent pas. Une courbe de 


8 —281 
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ce genre est représentée sur la fig. 52. Elle ne possède pas les déri- 
vées mentionnées au point x = c. 

Si une fonction continue est donnée uniquement sur l'intervalle 
(a, b), nous ne pouvons former pour z — a que la dérivée à droite 
F (a + 0) et pour x = b que la 
dérivée à gauche jf’ {b — 0). Quand 
oa dit que f (x) possède sur l'intervalle 
jermé (a. b) une dérivée f(x), cette 
dérivée doit être comprise dans le sens 
usuel en tout point intéricur de cet 
intervalle, mais aux extrémités de cet 
intervalle uniquement dans le sens 
indiqué. 

Si f (x) est déterminée dans un 
intervalle (4, B) plus large que (a, b), 
autrement dit, À << a et B>œbet 

Fig. 52 possède à l'intérieur de (A, B) une 
dérivée usuelle f’ (x), celle sora à plus 
forlo raison une dérivée dans le sens indiqué sur l'intervalle (a. b). 





11-1-3. Dérivées des fonctions simples. À partir de la définition 
on voit que, pour déterminer lu dérivée il faut Jormer l'accroissement 
de la fonction. le diviser par l'accroissement correspondant de la variable 
indépendante et chercher la limite de ce rapport quand l'accrolssement 
de la variable indépendante tend vers zéro. 

Appliquons cette règle à quelques fonctions simples. 


J. y—=b (constante) [T-1-12]. 


 b—b : 
y'=lim——=limO=0 
Aie E 400 . 


c'est-à-dire que la derivée d'une constante est nulle. 
II. y—x" (n— nombre entier positif). 


a +nhznri LE ne hôen-2 |... + ht 2 
= lim 1 _ 
h+0 , 





, : ht — 2" 
= lin GER)" — 2" 
y h—+0 h 


= lim [ne +0 put + .+h 4] =namt, 


En particulier, pour y — x, y’ = 1. On généralisera ci-dessous 
cetLe règlo de dérivation des fonctions puissance aux valours quel- 
conques de l'exposant n. 
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III. y=sinz. 


2 cos (2++) sin L. 








$ îi £h)—sin z L è 
sn CNE = 
y h0 h h—+0 h 
. à 
sin —— 
=lim cos{z+— = COS x, 
die (x++) F 
2 
h 
h sin 
puisque pour —- tendant vers Zér0, —> tend vers 1 [I-2-9]. 
2 


IV. y=cosx. 


2sin (++) sin À 





3 ] h)— cos x : è 
sim STATE in — = 
y h—0 h h—0 h 
 h 
SIA — 
= —lim (x++) : = —sin zx. 
h—0 
TZ 


V. y=luz(xz>0). 


h 
In (1+— 
y == lim In (x RIRE Jim ( =). 


h—0 h=0 h 
h 
sine (xs) 
| h=æ0 ? h Er A 
z 


puisque pour À —+ 0, la variable x = tend égalomont vers zéro, 
et MUHE 4 j1-2-441. 
VE y = cu (x), où c est une constante et u (x) une fonction de x. 


y =lim SL RE De @ L clim += De © 2 cu (x), 
h-0 A—+0 

c'est-à-dire que la dérivée du produit d'une constante par une varlable 

est égale au produit de cette constante par la dérivée du factéur variable 

ou, en d’autres termcs, on peut extraire un facteur conslant du signe 

de dérivation. 


Be 
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VIT. y=lgr. 
Comme on le sait, gez=mz-p 11-2441. En appliquant 
la règle VI, il vient: 
1 1 
nr ES TT 
VIII. Pour l'étude de ia dérivée de la somme de plusieurs fonc- 
tions, on se limitera à trois termes: 


y=u(z)+vu(z)+w(x). 
y =lim Lu (z+h) Lo (zh) 4 10 (+ h}} —{u (x) + v (2) uw (x)] = 
h—0 h 
=li u(x+h)—u (x) v (zh) —0 (x) w(z +h) +iw (x) = 
rs RS nd k + h ] 
=u (a)+v (2)+u' (x), 

c'est-à-dire que la dérivée d'une somme de fonctions est égale à la 
somme des dérivées de ces fonctions. 

IX. Examinons maintonant la dérivée du produit de deux 
fonctions : 


y=u(z)-v(s), 


y =lim u (x + h) v (z+h)—u (x) v (z) , 
h 


0 


En ajoutant et en retranchant au numérateur la grandeur 
u(x+hjv(x), il vient 

ri u(2+th}v(z+h)—u (x+h) 0 (x) Hu (z+h) 0 (x) —u (x) v (x) 
Er h & 
lim u(x+ x) v(xz+h)0 (x) +iimvu(z) EH H EI = 

h=0 L h0 
Su(z)v' (x) +v(z)u'(x), 

autrement dit, dans le cas de deux facteurs, on a montré que la 
dérivée du produit est égale à la somme des produits des dérivées de 


chacun des facleurs par les autres. 

Montrons maintenant que cette règle s'applique au cas de trois 
facteurs, faisant deux groupes de facteurs, comportant respective- 
ment un et deux facteurs de un, et un appliquant cetto règle au cas 
de deux facteurs: 


y=u(z)v(x)w(x), 
y'={[lu(z)v(z)}w(x)} = {[u(z)v(z)lw (x) +w (x) [u (x) v (a) = 
=u(z)v(z)w"(z)+u(z)v'(z)w(x)+u’(z)v(x)w(z). 
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Œn utilisant la méthode bien connue de l'induction mathémati- 
que, il n'est pas difficile d’étondre cette règle au cas d'un nombre 
fini quelconque de facteurs. 
X. Maintenant, soit y un quotient: 
_"@ 
én v(x)° 
u(z+th) _u(x) 
y =lim PUrN vu. 
h+6 
lim 4 u(z-th) 0 (x) —v (z+h} u (x) 
 nsov(a)o(z+h) h ° 
En ajoutant et en rotranchant ou numérateur de la deuxième 
fraction le produit z (x) v (x), on a, en tenant compte de la conti- 
nuité de la fonction v (x): 


CS 1 u(z th) v(z)—u(z) v (2) +u(z)o(m—v(zthlu(e) 
y n=0 0 (© v(z+h) h 


: { 
= lin 057675 [0 

_ uw” (x) (x)—v" (x) u (x) 

_ Lo (2) d 
c'est-à-dire quo La dérivée d'une fraction (quotient) est égale au pro- 
duit de la dérivée du numérateur par le dénominateur moins le produit 
de la dérivée du dénominateur par le numérateur, le lout divisé par 
le carré du dénominateur. 


h)— —h)— 
(E+ “(7 2E 297 - 


XI. y=tgz. 

; sin =) (sin x) cosz—(cos x)’ sinxz _ cos z+sin?x 4 

y Œl—— Œ mr qente JS ss US ms 
(= cos? z cosi x cos z 


XII y—cotg r. 


= (Se :) * __(cos x)’ sin z—(sin x)’ cos z Se —sin2 z— cos? z Li 
Y = \smz sini sin? z "_ sir” 


Lorsqu'on a établi les règies VI], VIII, IX et X, on a supposé 
que les fonctions u (x), v (x) et ww (x) avaient des dérivées, el on 
a démontré l'existence de la dérivée de la fonction y. 


I1-1-4. Dérivées des fonctions de fonction et des fonctions inver- 
ses. Rappelons d’abord la définition d'une fonction de fonction 
{1-2-20]. Soit y — f (x) une fonction continue dans un intervalle 
quelconque a < x << b et telle que les valeurs de la fonction appar- 
tiennent à l'intervalle c € y < d. Soit z = F (y) une fonction con- 
tinue dans l'intervalle c < y < d. Considérant y comme la fonction 
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susmentionnée de z, nous obticndrons une fonction de fonetion de z: 
2=F(y)= F(f(z)). 


On dit quo cetle fonction dépend de z par l'intermédiaire de y. 
Il n'est pas difficile de voir que cetic fonction sera continue dans 
l'intervalle a < x.< b. En effet, à un accroissement infiniment 
petit de x correspond un accroissement infiniment petit de y, puisque 
la fonction f (x) est continue, et à l'accroissement iufiniment petit 
de y correspond un accroissement infiniment petit de z, la fonction 
F (y) étant continue. 

H y a liou de faire une remarque avant de passer à l'établisse- 
mont de la règle de dérivation d'une fonction de fonction. Cette 
remarque est la suivante. Si z = PF (y) a une dérivée pour y = yo, 
nous pouvons écrire d'après [11-14-1]: 


Az= F(yo+ Ay)—F (vo) =1F" (yo) + a] Ay, (3) 


où La variable a est la fonction de Ay, déterminée pour tout Ay suffi- 
samment proche, mais différent de zéro, et a —> O si Ay —> 0, sans 
jamais devenir nul. L'égalité (3) reste valable pour Ay = 0 avec 
n'importe quel &, parce que pour Ay = 0 et Az — 0. D'après ce qui 
précède, il est naturel do poser & = 0 pour Ay = 0. D'après celte 
proposilion on pout supposer que dans la formule (3), &« — 0 si 
Ay —+ 0 de n'importe quelle façon, même si Ay prend la valeur 
zéro. Donnons maintenant le théorème de la dérivation d'une fanc- 
tion de fonction. 

Théorème. Siy= f(x) a une dérivée j' (xo) au point x =— 
et siz = F (y) a une dérivée F” (yo) au point yo = f (xo), la fonction 
de fonction F ({ (x)) & au point x = x une dérivée égale au produit 
F° (yo) f' (mo). 

Soit Az l'accroissement non nul que l'on donne à la valeur x 
de la variable indépendante x, et Ay = f (xo + Ax) — f (to), l'accrois- 
semont Correspondant de la variable y (qui peut être nul). Soit 
maintenant Az = F (yo + Ay) — F (yo). La dérivée par rapport à z 
de la fonction de fonction z = F (f (z)) pour tout x = z est évi- 


demment égalo à la limite, si elle existe, du rapport 2e pour Ax +0. 
Divisons les doux membres de l'égalité (3) par Az: 

Az A CA 

2 =" (W)+al< . 


Lorsque Az —> 0, Ay — 0 par suite de la continuité de la fonction 
y=} (x) au point z = zx, et, comme nous l'avons indiqué plus 


haut, & — 0. Le rapport tend vers la dérivée f’ (z,). Si, dans 
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l'égalité inscrite plus haut, on passe à la limite, il vient: 
: Az 
lim ——?" * (to), 
dx 0 Av: (ÿo) f ( 0) 


ce qui prouve le théorème que nous avons énoncé. Remarquons que 
la continuité de / (x) pour x = 2 découle de l'hypothèse de l'existen- 
ce de la dérivéo f (xo) LII-1-1]. 

Le théorèmo qui vient d'être démontré peut être énoncé sous 
la forme suivante de règle de dérivation des fonctions de fonction : 
La dérivée d'une fonction de Jonction est égale au produit de la dérivée 
par rapport à la variable intermédiaire par la dérivée de la variable 
intermédiaire par rapport à la variable indépendante: 


z:=F"(y}f' (x). 

Passons à la règle de dérivation des fonctions inverses. Si y — f (x) 
est continue et croissante dans l'intervalle (a, b} (c'est-à-dire qu'aux 
plus grandes valeurs de z correspondent les valeurs plus grandes 
de y) avec À = f (a) et B = f (b), comme nous le savons déjà 
d'après {1-4-21] et {1-2-201, il oxiste une fonction inverse x — ® (y) 
univeque conlinue et croissante dans l'intervalle (4, B). En raison 
de cette croissance, si Az 3 0, Ay 0 et inversement; en raison 
de cette continuité, si Az—>0, Ay-»0 et inversement. (Le cas des 
fonctions décroissantes se traite exactement de la même façon.) 

Théorème. Si f(x) a une dérivée f’ (xo) différente de zéro 
au peint xo, la fonction inverse q (y) a au point yo = 1 (xo) une dérivée 


@’ (vo) = rs 5 (4) 


Si l’on désigne par Az et Ay les accroissements correspondants 
de z et de y, c'est-à-dire: 


Az = (yo + Ay)—@ (Yo), 
Ay= f(xo+ 4x) —f (to). 


et si l’on tient compte du fait qu'ils sont tous les deux différents 
de zéro, on peut écrire: 





4z _ 1 
Ay Av 
8x 


Comme on a vu plus haut, Az et Ay tendent vers zéro simulta- 
vément, et l'expression précédente admet (4) comme limite. Le théo- 
rème qui vient d'être démontré peut être énoncé sous la forme 
guivanto de règle de dérivation des fonctions invorses: la dérivée 
de la fonction inverse d'une fonction est égale à l'unité divisée par la 
dérivée de la fonction initiale au point considéré. 
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L'interprétation géométrique de cette règle de dérivation est 
simple [1-1-21]. Les fonctions + = @ (y) et y = f(x) ont la même 
Courbe représentative dans le plan XOY. à ceci près que pour la 
fonction z == @ (y) l'axe sur lequel est portée 
la variable indépendante est l'axe OY, at non 
plus l'axe OX (fig. 53). Si l’on mène la tangen- 
te MT on revenant à la signification géomé- 
trique de la dérivée, il viont 


l'(z)=18(0X, MT)=iga, 
F'y)=ig(0Y, MT)= 186, 


Fig. 53 les angles « et B étant comptés positivement 
sur Îa fig. 53. Mais il est évidont que 





B = +—a et, par conséquent, 


1 $ + ’ 1 
Wb=Ts c'est-à-dire ç W)= 7 - 


Sir = @ (y) est la fonction inverse de y = f (x), on peut évidem- 
mont considérer, réciproquement, la fonction y =- f(x) comme 
l'inverse de x — ® (y). 

Appliquons la règle de dérivation des fonctions inverses à Jl'exem- 
ple suivant : 

XIII. y = «* (a > 0). 

La fonction inverse est dans co cas: 

c=p(y)=lu y. 
ot d'après VII, 


; 1 
POSTS 


d'où nous Lirons en appliquant la règle de dérivation des fonctions 
inverses : 


AE Cr ot 
ÿ == vlua ou (a*) =a*ina. 


Dans le cas particulier où a=e, il vicnt : 
(e°) = e. 


La formule obtenue jointe à la règle de dérivation des fonctions 
de fonction nous permottra de calculer les dérivées de la fonction 
puissance. 

XIV. y=2" (x>0; n nombre quelconque réel). 

at “or æ > 0, cette fonction est définie et a une valour posi- 
tive (T-1-191. 
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En utilisant la définition des logarithmes, on pout représenter 
cette fonction sous la forme d'une fonction de fonction : 


y=am—en inx 
En dérivant selon la règle de dérivation des fonctions de fonc- 
tion, il vient: 
y = entox on 2 nent, 
zZ FA 


Ce résultat peut &êtro étendu simplement au cas des valeurs 
négatives de x, si soulement pour ces valeurs la fonction existe, par 
exemple dans le cas de y = 25 = ÿ/7. 

Appliquons maintenant la règle de dérivation des fonctions 
inverses à la détermination des dérivées des fonctions circulaires 
inversos. 

XV. y = arcsinr. 

Nous considérons Ja détermination principale [1-1-24] de cette 


fonction, c’est-à-dire }’arc compris dans l'intervalle (—5 ; +5) À 
Cette fonction peut être considéréo commo la fonction inverse de 
la fonction z = sin y, ot d'après la règlo de dérivation des fonctions 
inverses, il vient: 


, 1 Â { L 

Ux x, cosy V'i—sin?y + Vi 
en choisissant la racine positive, puisque cos y est positif dans 
l’intervallo (—5. 5) . On peut obtenir de la mème façon: 


(arc cosz)"— Se 


Vas 
où l'on prend en compte la détermination principale de la fonction 
arc cos x, c'est-à-dire l’arc compris dans l'intervalle (0, x). 
XVI. y=arctg x. 


La détermination principale d'arc tg x correspond à l'intervalle 


_ 7 5) . et cette fonction peut être considérée comme 


l'inverse de la fonction z = tg y; par conséquent: 








cuSÉ y 
On obtiendra de la même façon : 


{arc cotgz) = rs : 
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XVII. Examinons encore la dérivation des fonctions du type 
y — u°, où u ot v sont des fonctions de x. Nous pouvons écrire 


y=e lou, 
et. en appliquant la règle de dérivation des fonctions de fonction, 
il vient: 
y'=elou.{(ulnu). ” 
Si nous appliquons maintenant la règle de dérivation d'un produit 
de fonctions et dérivons 1n u comme une fonction, de fonction de x. 
nous obtiendrons finalement : 
, = 1 # nue + 
y'=e? eu(o In u + : u') 
ou 
y'=u (» nu+=w) è 
L-1-5. Table des dérivées des fonctions et exemples. Rappellons 


dans une table toutes les règles de dérivation que nous avons 
établies. 


4. (c) =0. 

. (cu) — cu’. 

. (ui +u+...-un) su +tu,+...-+un 

. (ait. . Un) = U'ilots. . Un lils. Un+...+Ulolg.. Un. 
mn \"_ u'v—v'u 

(+) a v? ° 


G. (27) — næn-let (x) = 1. 


an = &œ 





7. (gaz) = pot(in x) = +. 
8. (e*) =e*et(a*) =a*lna. 

9. (sinx)’ = cos z. 
10. (cos x) = —sinx. 


11. (ga) =. 


42. (cotg x) = — 


sin?z © 
. ; 1 

43. (arc sinx) = —— . 
VA—z 

1 


44. (arc cosr) = — =: 


11-1. DÉRIVÉE ET DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE 





45. (arc tgx) = ra ; 


16. (arc cotg x) — 7 : 
17. (uv) =vuv-lu + uv in ur’. 
18. yx=yuuz (y dépend de x par l'intermédiaire de u). 
1 
19. x, =: 
Appliquons maintenant ces règles à quelques exemples : 
1 y=23— 38x34 7z— 10. 
L'upplication des règlos 3, 68 et 2 conduit à: 
y'= 32x8— 6747. 
2. verre. 
L'application de la règle 6 conduit à : 


eric ne 
3 Jrÿ ri 
3. y=sin?x, 
On puse u = sin x, et l'application des règles 18, 6 et 9 donno: 


y'=2u.u’=29inxcosz=sin 2z. 
4. y=sin (x). 


On pose u = x°, et l'application des mêmes règles conduit à: 
y'ra cos uru" es 2x COS (x2). 
5. y=in(z+V2Fi). 


En posant d'aburd u æ x + V= + 1,puisv = :1 + { oten appliquant 


ensuite deux fois la règle 18, ainsi que les Ed 7, 3 et 6: 








Er Li + Ve) — TE Cr ++) Je 
ls EU ar] 


mt b—— = 

24 VA +1 | + F1 -) 

Va etre 4 ++ z+ V1 nude 
tv fi Va Vapi J 


Sv-(5) 
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Posons UT 1 appliquons les règles 18, 6 ct 5: 

‘=n ( z a ( z )=n( z }7> 22 f— 2x __ nz1 

y ZFi +1 Zi Uz+i Orptinri” 
Ty=r, 


Par application de la règle 17, il vient: 
y'=2-l.zteInz=2{{+tlnz). 
8. La fonction y est dounée par l'équation : 


2 2 
+ —i=0, (5) 


conimo fonction implicite do x. Calculor la dérivéo y. 

Si L'on résolvait l'équation donnée par rapport à y, on obtiondrait y = j (x}, 
le premicr membre do cotte équation, après y avoir porté y = j (x), étant 
évidemment identiquement nul. La dérivéo de zéro, comme collo de toute cuns- 
tanto, cost nullo, c'est pourquoi, si l'on dérive lo premier membro de !'équa- 
tion donnée par rapport à x, en considérant que y est une fonction de r, don- 
née pur cutte équation, on doit trouver zero: 


25 20 0 d'où » btz 
“step 20, d'où gp. 


Dans ce cas, comme on peut le voir, y’ ne s'expcime pas seulement en fone- 
tion de z mais aussi on fonction de y. Copendant, il n’a pas fallu, pour çaleu- 
ler la dérivéo, cherchor à résoudre l'équation (5) par rapport à y, c'est-à-dire 
trouver uno expression oxplicite de La fonction. 

Comme on le sait d'après la géométrie analytique. l'expression 5) est 
l'équation do l’ollipso et l'expression trouvée pour 4 représonte lv coefficient 
angluaire de la tangente à cette cllipse au point de coordonnées (x, y). 


11-1-6, Notion de différentielle. Soit Az l'accroissement arbi- 
traire de la variable indépendante que nous considérerons maintenant 
comme indépendante de z. Nous l'appellerons différentielle de lu 
variable indépendante ct nous l'écrirons Az vu dr. Cette expression 
n'indique nullement un produit de d par x, mais est le symbole 
pour désigner une quantité arbliraire ne dépendant pas de x. 

On appelle différentielle d'une fonction le produit de sa dérivée 
par la différentielle de la variable indépendante. 

La différentielle d'une fonction y — f(x) ost désignée par le 
symbolo dy ou df (x): 


dy=df(x)=f (z)dr. (6) 


À partir de cette formule on peut exprimer la dérivée sous forme 
du rapport de deux différentielles : 


=. 
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Soulignons que la différentielle dx d'une variable indépondante, 
faisant partie de la définition de la différentielle d’une fonction 
et de Ja formule (6), peut prendre des valeurs tout à fait arbitraires. 
En fixant une valeur quelconque de dx, nous obtenons, d'après la 
formule (6), la valeur correspondante de dy, pour un x donné, Si 
nous considérons dz comme un accroisse- 
ment de la variable indépendante x, il 
faut que non sculement x, mais aussi x + dx 
appartiennent à l’intorvalle sur lequel la 
fonction a été définie. Cependant, même 
alors, la différentielle de la fonction dy 
ne coïncide pas, sauf cas oxceptionnels, 
avec l'accroissement de Ja fonction corres- 
pondant à l'accroissement dx de la variable 
indépendante. 

Pour saisir Ja différonce qui existe entre 
ces deux grandeurs nous allons examiner 
la courbe représentative de la fonction. 

Soit, sur cette courbo, un point M (x, y) et un autre point N. 
Traçons une tangente MT, les ordonnées correspondant aux points 
de et N et la droite MP parallèle à OX (cf. fig. 54). Nous aurons 
alors : 





MP = MiN;= Az (ou dr), 
PN = Ay (accroissement de y), 


/ (4 

| t&ÉMÔ=F (2) 

d'où 
RS D 
dy=f (z)dr= MP tg PMQ=PQ. 

La différentielle de la fonction est représentée par le segment 
PQ. qui n’est pas identique au segment PN qui correspond à l'ac- 
croissement de la fonction. Le segment PQ représente l'accroissement 
que nous aurions obtenu si, dans l'intervalle (x, x + dx) nous avions 
remplacé l'arc de courbe MN par le segment #0 de la tangente, 
c'est-à-dire si nous avions estimé que dans cet intervalle, l'accrois- 
sement de la fonction est proportionnel à l'accroissement de la 
variable indépendante, et que le coefficient de proportionnalité 
est égal au coefficient angulaire de la tangente AT ou, ce qui revient 
au même. à la dérivée f’ (x). 

La différence entre la ditférentielle ot l'accroissement est repré- 
sentée par le segment NQ. Montrons quo si Az tend vers 26ro, cette 


différence esL un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport 
à Az (1-2-12]. 
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La limite du rapport a est la dérivée, c'est pourquoi [I-2-3): 


= f'()+6, 


où #& est un infiniment petit simultanément avec Ar. Cette égalité 
nous donne : 

Ay=f" (x) Art ex 
ou 


Ay= dy + eAx, 


ce qui montre que la différonce entre dy et Ay est égale à (—eAx). 
Le rapport entre (—eAr) et Ar, égal à (—e), tend vers 0 en même 
temps que Âz, c'est-à-dire que la différence entro dy et Ay est un 
infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à Ar. Remarquons 
que le signo de cetio différence peut être quelconque. Sur uotre 
figure, aussi bien Az que cette différence sont positifs. 

La formule (6) donne la règle du calcul de la différentiolle d'une 
fonction. Appliquons-la à quelques cas particuliers. 


JT. Soit c une constante, alors 


de=(c) dx=0-.dr=0, 
c'est-à-dire que la différentielle d'une constante est nulle. 
IT. dicu (x)}= {cu (x)\' dx = cu’ (x) dr = c du (x), 


c'est-à-dire qu'un facteur constant peut être sorti du symbole de diffé- 
rentiation. 
TILL. dlu(r)+v(x)+w(x)=lu(z) +v(x)+w(x)l dr = 
=lu'(z)+v' (2) +w' (x) dre u'(z) de +0 (x) dx +w (x) dx = 
=du(z)+ du(x) + dw(x), 


c'est-à-dire que la différentielle d'une somme est égale à la somme 
des différentielles de chacun des termes. 


IV. dlu(x)v(r)w(x)]|=u(x)v(z)w(x)]’ dx = 
=v(r)w(z)u" (x) dr -+u(zhw(r)v' (x) dr + u(x)v(x)w' (x) dr = 
UV (x)uw (x) du (x) + u (x) (x) du (x) + u (ro (x) dw(x), 
c'est-à-dire que La différentielle d'un produit est égale à la somme de 
produits de la différentielle de chacun des facteurs par tous les 
autres facteurs. 


On n'a mentionné ici que Le cas de trois facteurs. Mais la même 
déduction est également valable pour n'importe quel nombre fini 
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de facteurs. 
u(x) _fFu(:) 7 _v(æ}u" (x) dr —u (x) v’ (x) dx _ 
Vita v(z) [ re | me {v (a)I* 
=v {z) du (2) —u (x) dv (x) 


Le QG : 


c'est-à-dire que la différentielle d'un rapport (d'une fraction) est égale 
à la différence entre le produit de la différentielle du numéraleur par 
Le dénominaleur et le produit de la différentielle du dénominateur par 
le numérateur, le tout divisé par le carré du dénominateur. 

VI. Etudions le cas d’une fonction de fonction y = f(u), où 
u est fonction de x. Déterminons dy, en supposant que y dépend de x: 


Tdy = Ye dx = f (u)-ux dr = f' (u) du, 


c'est-à-dire que la différentielle d’une fonction de fonction se présente 
sous la même forme que si la fonction intermédiaire était la variable 
indépendante. 


Etndions un cas particulior afin de comparor l'accroissement de la fonction 
à sa différentielle. Soit Ja fonction: 


y=t(s)=23+ 2234 42 + 10 
et étudions son accroissement 
1 (204) — f (2)= 2,013 +4-2-2,01?+4.2,01-+10—(28+ 2.28 44.24 10). 
Les calcuis donnent la valeur suivante de l'accroissomont : 
&y == f (2,01) — f (2) == 0,240801. 


IL ost incomparablement plus simple d'évaluer la différentielle de Ja fonc- 
tion. Dans lo ces présent, dx = 2,01 — 2 = 0,01 ot la différentielle de la fonc- 


tion sera: 
dy = (822 +424 4) dre (8.2844.2+ 4)-0,01 0.24. 


Ea faisant la comparaison, nous voyons qu'il y a coïncidence untru dy 
ot Ay au millième près. 


11.1-7. Quelques équations différonticlles. Nous avons montré qu'en 
remplaçant Î’accroissement de la fonction dans l'intervalle (x, x + dx) pur 
sa différentielle, nous appliquons Ja loi de proportionnalité directe entre les 
accroissements de la function ot ceux de la varisble indépendante avoc un 
coefficient de proportionnalité correspondant, ot que cette substitution vngendre 
une erreur qui est un infiniment petit d'ordre supérieur à dx. C'ost sur ce fait 
qu'est basé d'emploi de l'analyse des infiniment petits pour l'étude des phénn- 
mènes naturels. 

En observant un certain processus, on s'efforce du lo diviser en éléments 

etits ct on upplique à chacun d'eux la règle do proportionnalité dirocte. A la 

(imite on obtient ainsi une équation ro ntant uno relation entro une varia- 
ble indépendante, unv fonction ot lours différentiolles (vu dérivéos). On n ITS 
cette équation équation différentielle, co ondant au processus considéré 
Obtenir la fonction à partir de l'équation différentielle c'est intégrer l'équa- 
tion difjérentielle. 
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Ainsi, en utilisant l'analyse des infiniment petits pour étudier une loi 
de la nature, il faut former l'équation différentielle de la lof considérée et 
l'intégrer. Ce dernier problème est on général beaucoup plus difficile quo le 
premier ct nous en parlerons dans la suite. Dans les exemples suivants nous 
allons rechorcher les équations différentielles correspondant à certains phéno- 
mèênes simples de la nature. 


1. Formule baromätrique. La pression atmosphérique p, calculée pour une 
unité de la surface, est évidemment une fonction de l'altitude #. Examinons une 
colonne cylindrique verticale d'air de section égalo à l'unité. Considérons doux 
sections 4 et 4, du cylindro, respectivement définies par les bautours h et # + 
+ dh. Lorsque l'on passe do la séction 4 à la section A3, la pression p diminue 
{si dh => 0) d'une pans égale au poids d'air contenu dans la partie du cylin- 
dre entro À et 44. Si dh est petit, on peut considérer de façon approchée que la 
densité d'air p dans cette partie du cylindre est une constante. La surface do 
la section do la colonne 44, ost égale à l'unité et sa hauteur est dh. son volu- 
ras Sous dh et son poids p dk. Ainsi la diminution de p (lorsque dh = 0) est 

alo à p dh: 


dp= —pdh. 
D'après la loi de Boyie-Mariotte la densité p est proportionnelle à la pression p: 
p=cp (où c ost une constante), 
et nous avons l'équation différontiello suivante: 


dp== —cpdh ou Dep. 


2. Réactions chimiques du premier ordre. Soit uno substance de masse a qui 
ontre dans une réaction chimique. Soit x La masse qui est déjà entrée en réaction 
à l'instant t, 1l est évident que zx est une fonction de t. Pour certaines réactions 
on pout considérer de façon approchée, que la quantité do matière dx qui entro 
en réaction entro les instants ? ot + + dt, pour dt potit, est proportivnnello à 
dt ot à la quantité de matière qui n'a pas oncore réagi à l'instant t: 


dz 
dz=c(a—x) dt ou a <te—2). 
Transformons cotte équation différentielle, on introduisant au liou de + la fonc- 
tion y = a — +, où y roprésento la masso qui n'a pas encore réagi à l'instant t. 
En tenant compte de co que a st une constante, nous avons: 


et l'équation différentielle d'uno réaction chimique du promier ordre peut être 
mise sous la formo: 


$. Lot du refrotdissement. Supposons qu'un corps chauffé à une température 
€lev6o est plongé dans un miliou ayant uns température constante de ®. Lors du 
refrvidissemont, la températuro 0 du corps sera une fonction du temps ? mesuré 
à partir de l'instant où le corps est plongé dans le miliou. La quantité de chaleur 
40 pordue par lo corps pendant l'intervallo de temps dt sera considérée, de façon 
approchéve, comme proportionnelle à la durée d? et à la différenco entre la tem- 
pérature du corps ut du miliou ambiant à l'instant 4 {loi du refroidissement de 
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Newton). On peut alors écrire: 
dQ = c40 dt (où ej est une constante), 
Si k est la chalour spécifique du corps, 
dQ= —k d, 


où nous avons mis lo signe (—) car 40 dans le cas considéré est négatif (la tem- 
pérature baisse). En comparant ces deux expressions de dQ, nous obtenons: 


dô== —c0 dt (=) » 30it Le —c8; 


ce est une constants, si nous considérons k comme uvo constante. Los équations 
différentielles obtenues ont une forme idontique. Elles montrent toutes que la 
dérivée est proportionnolle à la fonction même avec un coefficient de propor- 
tionnalité négatif (—c). 

Nous avons montré [1-2-14] qu'un capital a placé pendant un temps t 
à un taux # et dont l'intérêt est capitalisé devient : 


yæmackt, (7) 
En calculant la dérivée, nous obtenons : 
y'= aheht= ky, (8) 


c'est-à-diro quo dans ce cas, nous obtonons encore que la dérivée est proportion- 
nelle à La fonction, grâce à quoi on appelle cette proprute lot des intérêts com- 
posés; Dans la suite nous montrerons que la fonction (7) donne toutes les solu- 
tions de l'équation différontielle (8) pour une valeur arbttraire de la constante a, 
à la pee e laquelle nous écrirons C. 

e la sorto les solutions de nos équations peuvont être mises sous la forme 
(en remplaçant k par —c): 


p(h}mCe th, y(t}=Cetl, 6(t)=Ce-ct, (8) 


où C est uno constante. Déterminons maintenant la signification physique de C 
dun chacune des formules précédentes. En faisant dans le première formule 4=0, 
il vient: 

C=p(0)= po 


où po est la pression atmosphérique pour h == 0, c’est-à-diro À la surface do la 
terre. Dans lo deuxième cas pour t—0ona 


C=ÿy(0), 


c'est-à-dire que © est la masso qui n'est pas ontrée en réaction à l'instant ini- 
tial, ot nous l'avons notée d'abord avec la lottro a. Enfin, on faisant + = 0 
dans La troisièmo des formules (9), on voit que € cost la température Initiale 8, 
du corps au moment où on Jo plonge dans le milieu. Et de la sorte il vient : 


P(h}= po h, y(t)=aect, 0 (1) 60-21, (10) 


11-1-8. Estimation des erreurs. Lorsque l'on détermine pratiquement ou 
que l'on calcule de façon approchée une grandeur z, on fait une orreur Az qui 
est l'erreur absolue de l'observation ou du calcul. Ello no caractérise pas la 

récision de l'observation. Par exomple, uns orrour de 1 cm environ lors de 
a mesuro des dimensions d'une chambre est pratiquement tolérable, tandis 
que la même erreur sur la distance de deux objets voisins (par exemple, la dis- 
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tance entre la chandelle et l'écran du phatestre) représente une grande errour. 
C'est pourquoi on introduit en outro la notion d'erreur relative, qui est égale 


à la valeur absolue du rapport [É£ | do l'erreur absolue à la valeur de la grandeur 


musuréo. 

Supposons maintenant qu'une grandeur y est définie par l'équalion y = 
= f(x). L'erreur Az entraînera une errour 4y Pour des valeurs petiles de Az 
on pout remplacer Ay approximativement pac la différentielle dy, de sorte que 
l'erreur relative sur y s'oxprime par: : 


|? 
ai 
Exemples. 1. L'intensité du courant { ost définie, comme on sait, 
à l'aide d'une boussole dos taugentes d'après la formulo: 
i=c tg Pe 
Sait dy l'erreur sur la mesure de l’anglo ®: 


c di ce 


2 
dep Pr cos pets 5h 2G 





Î 
de {, quo p sera plus voisin de 45°. 
2. Exarminons lo produit uv: 


d'où on voit que l'erreur ns) di sera d'autant plus petite lors de la mosuro 


d'(uv)=0 du+u du, 10 de, 2 : 
d'où : 
d (uv) 
uv 





’ 








<e 


c'est-à-dire que l'erreur relative sur un prodult n'est pas plus grande que ln 
somme des erreurs relatives sur les différents facteurs. 
On a la même règle pour un quotient car: 


u v du —=u dv 
ER ner d 











Lire PT) , 
a = 
v du dv K2 du d 
mu vo" Tu <?h# : 
v v 


3. Examinons la formule de la surface d'un cercle: 
Q=nrt, dQ=înrdr, = — 


c'est-à-dire que l'erreur relative commise lors de lu détermination de la sur- 
face d’un cercle, d'après la formule ci-dessus, ost égnlo au double de l'errour 
relative sur le rayon. 
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4. Supposons qu'un angle œ est défini par le logarithme do son sinus ot 
de sa tangonte. D'après les règles de différentiation, on a: 


: cos pd d 
à (igso sin = sin TL d'(igote = ire. pcq ? 
d'où 


dp= RERe. d{igwsinp), dp=in{besinqceose d(lgiotgp). (14) 


Supposons que lors de la détermination de 1g,, sin ç et do lgs &? on ait 
fait la même erreur (cette erreur dépond du nombre de décimales do la toblo 
de logarithmes utiliséo). La première des formules {11) donne pour dp une valeur 
plus grande on valeur absolue quo la seconde (14), car si dans la première for- 
mule, on diviso In {0.sin q@ par cos p, dans la seconde on lo multiplie par cos p, 
et | cos gl< 1. De sorte que pour calculer l'angle, 1l est plus avantageux 
d'utiliser los tables de Igio Lg y. 


I-2. Dérivées ct dilférentielles d’ordre supérieur 


J1-2-1. Dérivées d'ordre supérieur. Nous savons que la dérivée 
f' (x) de la fonction y = f (x) ost aussi une fonction de +. En La déri- 
vant, nous obtenons une nouvelle fonction qui est Ja dérivée seconde 
ou celle du second ordre de la fonction initiale ÿ (x), et que nous 
désignons par: 
y”, ou f'(z). 
En dérivant la dérivée seconde, nous obtenons La dérivée du troi- 
sième ordre: 
y", ou f(x). 
Ainsi, par dérivation, on peut obtenir une dérivée de n'importe 
quel, n° ordre, y" ou bien f" (x). 
Examinons quelques exemples. 
1. y=e*, y'= ae", y'= aie", ..., y gra, 
2. y=(ar+b})", y'=ak(axz+b)"1, 
g'=ak(k—1)(ar+b}2, ..., 
pe ak (k—1)(k—2) ... (k—n+1)(ar+b}". 
3. Nous savons que: 


(sinr) = cosx=sin (z +5) , (cosx) = —sinxz=—cos ( ++) > 


c'est-à-dire que dériver sin x et cos x revient à ajouter . à l'argu- 
ment, d'où: 


(sin x)" = [sin(z +5)]=sn(2+25) -(z++) =sn(2+2 5); 
ge 
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et en général : 


(sin z)= sin (z+n5) et (cos x) = cos (z+n+) : 
2 


(2 4 # 4 — 4. 
Myth eg ea fee 
—1)! 
Hans 
5. Considérons la somme de fonctions: 
y=u+v+uw. 


En appliquant la règle de dérivation des sommes et en considé- 
rant que les dérivées correspondantes de u, v, w existent, on obtient : 


y'=u'+v +w, ÿ'æu"+tu"thu, y ut om Len, 


c'est-à-dire que La dérivée de n'importe quel ordre d’une somme est 
égale à la somme des dérivées du même ordre. Ainsi : 


y=zt— 43472410; y= 3x 8x +7, y=061—8; y"=6, 
y®=—0 et, plus généralement, y=—0 si n>3. 


De la même façon on peut montrer que {a dérivée n° d'un poly- 
nôme de degré m est nulle pourvu que n > m. 

Examinons maintenant le produit de deux fonctions y = uv. 
En utilisant les règles de dérivation des produits et des sommes, 
on obtient : 

y’ = u'v + uv’, 

gy'=u"v+u'v + uv +us”=u"v +2u'v'+uv, 

Y'œu"v+uv +Qu"v +Qu'v"+uv'+uv= 
= "0 + Ju'v' + Au’v° + uv”, 

On notera la loi suivante de composition des derivées: pour 
obtenir la dérivée n° du produit uv il faut développer (à + v}° suivant 
la formule du binôme de Newton et dans le développement obtenu, 
remplacer les exposants de u et v par des indices de dérivation, et il 
faut remplacer les termes avec des exposants nuls (18 = 19 = 1) faisant 
partie des membres du developpement extrêmes par les fonctions elles- 
mêmes. 

Cette règle est la règle de Leibniz, et on l’écrit sous forme sym- 
bolique : 

M) = (us +). 


Démontrons la validité de cette règle, en faisant une démonstra- 
tion par récurrence. Supposons que cette règle est vraie pour la 
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dérivée d'ordre n, c'est-à-dire que: 
y = (u + D} = no + up LR 202 uns LE 
HALO NT) REED pong + uote, (1) 


Pour obtenir y", il faut dériver cette somme par rapport à x. 
Le produit w-Wy® deviendra, dans le membre général de la som- 
me, d'après la règle de dérivation du produit, La somme ut7-A+0 y 
+u®-Myk+0, Mais sous forme symbolique cette somme peut 
s'écrire : 
ur (u + v), 

En effet, en ouvrant les parenthèses et en changeant los exposants 
en indices de dérivation, on obtient la somme: 


am-k tn, en RE, 


Nous voyons ainsi que pour obtenir y‘**2 il faut multiplier symbo- 
liquement tous les termes de la somme (4), et par conséquent la 
sorame elle-même, par (4 + v), et par suite: 

y En (u + v)n. (u + v) = (u + v}n+o, 


Nous avons montré que si la règle de Leibniz est vérifiée pour 
un » quelconque, colle est valable également pour (7 + 1). Mais 
nous avons déjà vu qu'elle est valable pour x = 1, 2, 3, et par 
suite pour toutes les valeurs de n. 

Eraminons comme exemple : 

y=e% (3z3— 4) 
et cherchons ÿ(100) : 


ÿ200 me (65)100 (22— 1) + M (6200) (3a2— 1)" 4 DE (57608 (B28— 4) + 


RSS (en (Baa— 4) + à 46 (Bat — 1) (00, 


Toutes les dérivées d'un polynôme du 29 degré sont idontiquoment 
nulles à partir de In troisième et par aillours, (e*} —ex, d'où : 
Y100)= 6% (322— 1) 4100676214 9506%6 == 8% (322 + G00z -+ 20 699). 


11-2-2. Interprétation mécanique de la dérivée seconde. Exami- 
nons le mouvement rectiligne d'un point: 
s=f(t), 


où t ost le tomps ot s la distance calculée à partir d'un point de la 
droite. En dérivant une fois par rapport au temps, on obtient la 
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vitesse du mouvement : 
v=f'(t). 
Formons la dérivée seconde, qui représente la limite du rapport 
ÿ lorsque At tend vers zéro. Le rapport Le caractérise la rapidité 


avec laquelle varie la vitesse pendant un intervalle de temps At, 
et donne l'accroissement moyen dans cet intervalle de temps. Et la 
limite de ce rapport lorsque At tend vers zéro doane l'accélération w 
à l'instant ? du mouvement considéré: 


w= f"(t). 
Supposons que f ({) est un polynôme du second degré: 
s=aft+bt+e, v=2at+b, w—2a, 
c'est-à-dire que l’accélération w est une constante et le coefficient 
a = - w. En faisant t = Oil vient b = v,, c'est-à-dire que le coeffi- 


cient b est égal à la vitesse initiale, et c — 5, c'est-à-dire que c 
csL égal à la distance à l'instant { — 0 du point à l'origine des coor- 
données sur La droite. Eu remplaçant a, b et c par leurs valeurs 
dans s on obtient la formule pour le mouvement uniformément 
accéléré (w >> 0) ou uniformément ralenti (w << 0): 


S ut + Vot + So. 


En général, en connaissant la loi do variation de s, on peut, 
en dérivant deux fois par rapport à t, déterminer l'accélération w 
et par suile la force / produisant le mouvement car d'après la deuxiè- 
me loi de Newton f — mw, où m est la masse du pnint on mouvement 
rectiligne. On démontre en mécanique, dans le cas d’un mouvement 
curviligne, que f” (4) n'est que la projection du vecteur accélération 
sur la tangente à la trajectoire. 

Examinons le cas du mouvement oscillatoire harmonique d'un 
point M lorsque la distance s de ce point à un point fixe O sur la 
droite où se déplaco M est définie par: 


s—=asin (£1+0) 1 


où l'amplitude a, la période des oscillations + et la phase © sont 
dos constantes. Déterminons par différentiation la vitesse v et la 
force j : 


ve ços (Æ:+v) ,f=nw— 


4xm 
+2 





2 
sr" a sin (Æi+o)= —_ 


U LL 
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c'est-à-dire que l'intensité de la force est proportionnelle à ia lon- 
gueur OM et dirigée en sens inverse. En d’autres termes, la force 
est toujours dirigée de 47 vers O, et elle est proportionnelle à la 
distance séparant ces deux points. 


11-2-3. Différenticlies d'ordre supérieur. Introduisuns maintenant 
la notion do différentielles d'ordre supérieur d'une fonction y = f (x). 
Sa différentielle 


dy=f'(x)àr 


est évidemment une fonction de z, mais il ne faut pas oublior que 
la différentielle de Ja variable indépendante dr est déjà indépendante 
de z 111-1-6), et doit être extraite lors des différentiations succes- 
sives et considérée comme un facteur constant. Considérant dy 
comme fonction de x, on peut former la différentielle de cette fonc- 
tion que l'on appellera différentielle du deuxième ordre de la fonc- 
+ initiale f (x) et que l'on désignera par les symboles d'y ou 
1 (2) : 


By = d(dy)=[f' (x) dx)" dx = f(x) dt. 
En différentiant Ja fonction de x ainsi obtenue, on a la différen- 
tielle du troisième ordre: 
Py=d(Py)=1{f" (2) dr] dr = f" (x) dx 
et en prenant les différentielles successives on arrive à la notion 
de différentielle d'ordre n de la fonction f (x) et on obtient: 
d'f(x), où d'y = f(x) dr", (2) 


Cette formule permet de représenter, la {dérivée du] x° ordre 
sous forme de rapport: 





1 (2)= +. (3) 


Examinons maintenant le cas d'une fonction de fonction y = f (u), 
où u est une fonction d'une certaine variable indépendante. Nous 
savons [11-1-6) que la différentiello du premier ordre de cetto fonc- 
tion est de la même forme que si z était une variable indépendante: 

dy = f'(u) du. 

En calculant les différentielles d'ordre supérieur nous obtenons 
des formules différant de (2) car nous ne pouvons plus considérer 
du comme une grandeur constante, u n'étant pas une variable indé- 
pendante. Ainsi, par exemple, pour les différentielles du deuxième 
ordre nous aur0ns : 


Œy=d[f" (u) du] = du d[f'(u)}+ f' (u) d (du) = f'(u) du + f' (u) d'u, 
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ee contient le terme supplémentaire jf’ (4) d’u en plus par rapport 


Î u est une variable indépendante, du est une constante et 
d'u = 0. Supposons maintenant que w est une fonction linéaire 
de la variable indépendante t: 


u= at + b. 


Alors du = a dt, c'est-à-dire que du est de nouveau constant, c'est 
pourquoi les différentielles d'ordre supérieur d’une fonction de 
fonction seront d’après (2): 

df(u)= fi (u) du”, 


c'est-à-dire que l'expression (2) pour les différentielles d'ordre supé- 
rieur est valable lorsque x est une variable indépendante ou une fonc- 
tion linéaire d'une variable indépendante. 


11-2-4. Différences des fonctions. Soit hk l'accroissement de la 
variable indépendante. L'accroissement correspondant de la fonc- 
tion y = f (x) sera: 


Ay=f(z+h)—f(e). (4) 


On l'appelle différence du premier ordre de la fonction f (x). Cette 
différence est elle-même une fonction de x, et on peut trouver la 
différence de cette nouvelle fonction on calculant ses valeurs pour 
æ<+h et pour x et en retranchant la deuxième valeur de la pre- 
mière. Cette différence s'appelle différence du second ordre de la 
fonction initiale f (x) et on la désigne par le symbole A*y. IL est 
facile d'exprimer 4°y au moyen des valeurs de j (x): 


Ay= A (ày)=1{f (+ 2h) —f (+41 (2 +4) —f (= 
={(z+2h)—2/(2+h)+ f(x). (5) 
Cette différence du deuxième ordre est également une fonction 
de z et en cherchant la différence de cette fonction on obtient une 
différence du troisième ordre A%y de ja fonction initiale f (x). En rem- 


plaçant dans lo second membre de (5) x par x + h et en retranchant 
du résultat obtenu le second membre de (5), on aura pour A°y: 


Mys((r+3%)—2f(2+2h)+f(z+h)] — 
—U/(@+2h)—2/(@+h)+f(= 
=f(c+38h)—3f(2+2h)+3/(2+h)— f(x). 


De sorte qu’on peut déterminer succesivement les différences 
de n'importe quel ordre, et La différence du n° ordre Al)y, étant 
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exprimée par les valeurs de la fonction f(x), sera de la forme: 
My t(etnh) Ref (ot Th) + Of (+R) — 


eee (AP MD ED jh) +(— 1)" f (a). 
(6) 


Nous avons déjà vu que cette formule est vraie pour n = 1, 2 
et 3. Pour le démontrer dans toute sa généralité, il faut montrer, 
comme on le fait d'habitude, que si elle est vraie pour n elle est 
encore vraie pour #7 + 1. Notons que pour calculer A”"y, ik 
faut connaître (n + 1) valeurs de f (x) pour les valeurs zx, x + k, 
æ+2k,..., x + nh de la variable. Ces valeurs de la variable for- 
mont une progression arithmétique avec la différence À, ou, comme 
on dit, sont des valeurs équidistantes. 

Pour les valeurs petites de h = dr, la difiérence Ay diffère peu 
de la différentiolle dy. De même, les différences d’ordre supérieur 
donneront des valeurs approchées des différentielles de l’ordre cor- 
respondant, et réciproquement. Si, par exemple, la fonction est 
donnée par une table pour des valeurs équidistantes de la variable, 
nous ne pouvons pas calculer la valeur exacte des différentes déri- 
vées de la fonction, car nous ne connaissons pas sa forme analytique, 
mais au lieu de la formule exacte (3) nous pouvons obtenir une 


valeur approchée des dérivées, en calculant le rapport se . Formons 


par exemple la table des différences et des différentielles de la fonc- 
tion y — 2° dans l'intervalle (2, 3) en prenant 
Ar=h=0,1. 


- 
. 
« 


SSBERR 


© & EE © 


2coscece 
8828285888 


+ 
- 


SSoccoece 
111888882888 


DONNE Per 7 rx à 


lÉSaS 


[fllisocescce 


2 

2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 
8 
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Pour former cette table, on a calculé les valeurs successives 
de y = 2. En effectuant les soustractions d’après (4), on en a obtenu 
les valeurs de Ay, à partir desquelles, par soustractions également, 
on a obtenu les valeurs de A’y, etc. Un tel calcul successif des dif- 
férences ost ôvidemment plus simple que l’utilisation de la for- 
mule (6). Les différenticlles s'obtiennent grâce aux formules connues 
indiquées en haut de la table et il faut poser 


dr=h=0,1. 


Comparons la valeur exacte et la valeur approchée de la dérivée 
seconde y” pour x = 2. Dans l'exemplo étudié y” = 6x ot y” = 12 
pour x = 2. De façon approchée cetto dérivée s'exprime au moyen 


dn rapport LL el pour + = 2 nous avons: 


0,126 
Si f(x) est un polynôme en zx: 
y = f(2)= 002" + Qu ar + GT + Gr 


On calculant Ay au moyen de la formule (4) nous obtenons pour 
Ay un polynômo entier de degré »m — 1, dont le terme de degré le 
plus élevé sera maghr""t. ce que l'on pourra vérifior aisément. 
De sorte que dans le cas y == 2°, Ay seraun polynômo du douxième 
degré en x, A?y un polynôme du premier degré, A°y sera une cons- 
tanto et Aty sera nul (voir table). A titro d'exercice le lecteur pourra 
démontrer quo les valeurs de d°y retarderont d'un degré par rapport 
à A?y co que l'on pout voir sur la table. 


II-3. Application de la notion de dérivée 
à l'étude d’une fonction 


11-1-3. Critères de croissance et de décroissance d'une fonction. 
La connaissance de a dérivée permet d'étudier les différentes pro- 
priétés d'une fonction. Nous commencerons par la question la plus 
simple, mais la plus fondamentale, à savoir le problème de la crois- 
sance et de la décroissance d'uno fonction. 

La fonction f (x) est dite croissante dans un intervalle si aux plus 
grandes valeurs de la variable indépendante correspondent les plus 
grandes valeurs de la fonction, c'est-à-dire si: 


f(z+h)—f(x)>0 pour h>0. 
Par contre, si nous avons 

f(z+h)—f(z)<0 pour k>0, 
la fonction sera dite décroissante. 
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Si nous examinons la courbe représentative de la fonction, les 
intervalles de croissance correspondront aux parties de la courbe 
pour lesquelles aux plus grandes abscisses correspondent les plus 
grandes ordonnées. Si nous orientons 
comme sur la fig. 55 l'axe OX vers 
Ea droite ot l'axe OŸ vers le haut, 
aux intervalles de croissance de la 
fonction correspondront les partics 
de la courbe telles que lorsqu'on 
se déplace le long de Ja courbe vers 
la droite dans le sens des abscisses 
croissantes, ou monte. Au contraire, 
les intervalles de décroissance cor- 
respondent à des parties de la courbe 
dirigées vers le bas lorsqu'on se 
déplace le long de la courbe vers 
la droite. Sur la fig. 55 ln partie Fig. 55 
AB de la courbe correspond à l'in- 
tervalle de croissance et La partie BC à l'intervalle de décroissance. 11 
est clair, sur le graphique, que sur la promière partie la tangente forme 
avec la direction de l’axe OX un angle &, compté à partir de l'axe 
OX jusqu'à la tangente à la courbe, et qui a une tangente positive. 
Mais la tangente de cet angle est justement égale à la dérivée pre- 
mière f’ (x). Par contre, sur la partie BC la direction de la tangente 
forme avec la direction OX un angle & au quatrième quadrant dont 
la tangente est négative, c'est-à-dire que dans le cas préson£, j’ (x) 
sora négative. En comparant les résultats obtenus, nous aboutissons 
à la règle suivante: Les intervalles où f’ (x) > 0 sont des intervalles 
de croissance de la fonction, tandis que les intervalles où f’ (x) < 0 
sont des intervalles de décroissance de la fonction. 

Nous avons trouvé cette règle en utilisant les courbes roprésen- 
tatives: dans la suite nous en donnerons une démonstration analy- 
tique rigoureuse. Pour l'instant, nous appliquerons cette règle 
à quelques exemples. 

1. Démontrons l'inégalité 


sinz > 2 pour æz >0. 





Pour cela, formons la différence : 
f{2)=sinz— (=-+) . 
Calculons la dérivée f’ (x): 
1'(x)= cos x — += (cos z)= 


= —2sint +=? [ (+) = (sin +) d : 
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En tenant compte de ce que la valeur absolue de l'arc est plus grande 
que le sinus, on peut affirmer que f’(x)>0 dans l'intervalle (0, oo), 
c'est-à-dire que dans cet intervalle f(x) croît, mais /(0) est égale à zéro, 
c'est pourquoi : 

f(e)=sin z— (+) >0 pour r>0, 
c’est-à-dire que : 
sme>s— À pour z >0, 


2. De même on pout démontrer que: 


2>in({+z) pour z >0. 
Formons la différence 


f(D=z-n({+x) 
{ 
1+z ° 


Li résulte de cette expression que pour 0, f°(x)2>0, c'est-à-dire 
que f(x) croît dans l'intervalle (0, Pnanie 700 rent 


f(a)=z—In({+z) >0 pour z>0, 


d'où 





f'(=1— 


c'est-à-dire que: 
æ>nf{+z) pour z>0. 
3. Examinons l'équation de Kepler dont nous avons déjà perlé [I-2-7}: 
æz=gainzta (0<g<i1). 
Nous pouvons la mettre sous la forme 
f(@)=z-—gsin z-a=0, 
En calcula nt la dérivée f’ (x), il vient: 
f'(x)=1—39 cos x. 


En tenant compte de co que le produit g cos x est en valeur absolue infé- 
rieur à l'unité puisque par hypothèse g est compris entre 26r0 et un, on peut 
alffirmor de f" (x) > 0 pour toutes valeurs de z, c'est pourquoi { (z) croît dans 
l'intervalle (—00, +) et par suite no peut pas être nul plus d’une fois, 
c'est-à-dire que l'équation do Kepler n’a pas plus d'une racine réolle. 

Si la constante a est un multiplo de 1, c'est-à-dire que « = kn où k est 
un entior, en faisant z = &1, nous aurons / (kn) = 0 et z = kn sera l'unique 
racine do l'équation de Kepler. Si a n'est pas un multiple de x, on peut trouver 
un ontier k tol que: 


kan <a<(k+1) x. 
En faisant z=—#x ot (&+1)n, on obtient : 
JU) = ka — a < 0, 


LE FIN =(k+1)n—a > 0. 
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Mais si f (kn) et f (x + În) sont de signes contraires, / (x} doit s’annuler 
dans l'intervalle (kr, k + 1x) den c’est-à-diro Lit dans cet intervalle 
doit se trouver la racine unique de l'équation de Kopior. 

&. Examinons l'équation: 

1 (z)= 826 — 2578 + 6074 15 =0. 
Formons la dérivée f’ (x) et égalons-la à zéro: 
[' (2) = 1524 — 7523 + 60 2 45 (24— 522 4) = 0. 
En résolvant cette équation bicarrée nous obtenons que f’ (x) ost nulle pour: 
zæm—2, —1, +41 ot +2 
de sorte qu'on pout diviser l'intervailo (—0o, co) en cinq parties: 
(—®, —2} (—2, —1), (—1, 4), ( 2}, (2, + oo), 
dans lesquelles f’ (z e un signe constant, c'est pourquoi / (x) varie de 
façon dt a -dire pe e croît ou décroit et 5. Ut Fi par con- 
séquent, avoir plus d'une racine dans chacun de ces intervalles. Si aux extré- 
aités de l’un de ces intervalles { (x) a des signes contraires, l'équation f (x) = 0 
a une raoine dans cet intervalle, et si les signes sont les mêmes, il n°y a pas 
de racines dans cet intervalle. De sorto quo, pour déterminor lo nombre de 
tacines de l'équation, il reste à déterminer le signo de f (x) aux extrémités 
de chacun des cinq intervalles. 


: Pour détorminer le signe de f (x) pour z = + co, mattons f (z) sous la 
orme : 





f(a)= 25 (554245 s 


Lorsque æ tend vers (—co), f (x) tend vers (—00) car z5 tend vers (—co) et 

l'expression entre parénthèses tend vers 3. De la même façon, on voit que si 

æ tend vers (oo), 1@ tend vers ÉERE En remplaçant x successivement 
, on obtient la table suivante: 


par —2, —1, 1 ot 





Il s'avère que f (x) n'a des signés différents Los oxtrémités do l'inter- 
vallo (--1, +1) et par suite l'équation considéréo n'a qu'une racine réelle 
comprise dans cet intervallo. 


Nous avons défini ci-dessus la croissance et la décroissance 
d'une fonction dans un intervalle. On dit parfois qu'une fonction 
croît ou décroît au point x = æ. Cela signifie que la fonction croît 
en x = 20 si f (x) << f (x) lorsque z << x et f (x) > f (xo) lorsque 
æ > to; Ce faisant on considère que x est voisin de z5. On définit 
de façon analogue la décroissance d'une fonction en un point. De la 
notion de dérivée résulte la condition suffisante pour qu’une fonc- 
tion croisse ou décroisse au point 20, à savoir si f’ (ro) >> 0, la 
fonction croît au point æo, et si f” (10) < 0, la fonction décroît en ce 
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point. En effot, si, par cxemple, f’ (xo) >> 0, la relation 
1 (co+ h) — f(x0) 
h + 


qui a pour limite f’ (x), sera positive pour tout k suffisamment 
petit en valeur absoluo, c'est-à-dire que le numérateur et le déno- 
minateur seront de même signe. Autrement dit: f (20 + h) — 
— f(&) > 0 pour h>0 ot f(xo + k) — f (ro) < 0 pour k L<O, 
co qui montre [a croissance au point æ. 


11-3-2. Maxima et minima des fonctions. Revenons à l'examen 
de la courbe représentative d'une certaine fonction f (x) (fig. 56). 
Sur cette courbe nous avons une succession d'’intervalles de crois- 
sance ot do décroissance de la fonction. L'arc AM; correspond à un 
intervalle de croissance. L'arc suivant 
MiM2 correspond à un intervalle de 
décroissance. Le suivant, M2M2, corres- 
pond à nouveau à un intervalle de crois- 
sance, etc, Les points de la courbe qui 
séparent les intervalles de croissance et 
de décroissance sont des sommets de la 
courbe. Considérons par exemple le 
x Sommet Mi. L'ordonnée de ce sommet 
est plus grando que toutes les ordonnées 
de la courbe suffisamment voisines de 
Fig. 56 colle qu'un considère et situées soit à 
gauche soit à droite de celle-ci. On dit 
qu'à un tel sommet correspond un maximum de la fonction f (x). 
Coci nous conduit à la définition analytique générale suivante: 
la fonction f(x) admet un maximum au point x — x, si sa valeur 
{(&) on ce point est plus grande que toutes ses valeurs aux points 
voisins, c'est-à-dire si l'accroissement de la fonction 


1(1+h)—f(œ) est négatif 


pour tout k positif ou négatif, suffisamment petit en valeur absolue. 

Examinons maintenant le sommet f,. L'ordonnée de cesommet 
est, au contraire, plus petite que les ordonnées voisines, situées 
aussi bien à gauche qu’à droite, et on dit qu'à ce sommet corres- 
pond un minimum de Ja fonction; la définition analytique sera: 
la fonction j (x) admet un minimum au point z = x2 si pour lout k 
positif ou négatif dont la valeur absolue est suffisamment petite, la 


condition 
1(22+h)—f()>0 





est vérifiée. 
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Il résulte du graphique qu’aussi bien aux sommets correspondant 
aux maxima do la fonction qu'à coux correspondant aux minima, 
la tangente est parallèle à l'axe OX, c'est-à-dire que son coefficient 
angulaire f’ (x) est nul. On suppose, certainement, que la tungente 
et, donc, la dérivée existent. Mais il se peut quo la tangente soit 
parallèlo à l'axe OX sans qu'on soit à un sommet. Ainsi par exemple 
sur la fig. 57 nous avons un point M de Ja courbe qui n'est pas un 
sommet ot où la tangente est tout de même parallèle à l'axe OX. 

Supposons que jf’ (x) s'annule pour z = %, c'est-à-diro qu'au 
point correspondant de Ja courbe la tangente est parallèle à l'axe 
OX. Examinons le signe do f’(x} pour des 
valeurs de x voisines de 2. Considérons les 


à 3 YA fzh0 
trois Cas suivants: . 

Y. Pour les valeurs de z plus petites quo © 
et suffisamment proches de x, f’ (x) est posi- r'x0 


tive, Landis que pour les valeurs de + plus gran- 
des mais suffisamment proches de æo, f’ (x) est 
négative, c'est-à-dire que lorsque x passe Fig. 57 
par Zo, J’ (x) s'annule en devenant négative, g- 

après avoir été positive. 

Dans ce cas à gauche de z = 2, nous avons un intervalle où La 
fonction est croissante, et à droite un intervalle où elle est décrois- 
sante, c'est-à-dire quo pour la valeur + = x, on a un sommet de la 
courbe correspondant à un maximum de la fonction f (x) (fig. 56). 

. Pour des valeurs de z plus petites que x0, ’ (x) est négative, 
et pour les valeurs de x plus grandes que x, f’ (x) est positive, 
c'est-à-dire que lorsque f’ (x) passe par 0, clle progresse des valeurs 
négatives aux positives. 

Dans ce cas à gauche do z = rx, on a un intervalle de décrois- 
sance tandis qu'à droite, un intervalle de croissance, c'est-à-dire 
que pour la valeur z = r, on «a un sommet de la courbe correspon- 
dont à un minimum de la fonction (v. fig. 56). 

IIT. Pour des valeurs de x aussi bien plus petites que plus gran- 
des que zo, f’ (x) garde un signe constant. Supposons par exemple 
que f (x) est positive. Dans ce cas le point correspondant de la 
courbe sc trouvo sur une partie croissante de la courbe et n'est pas 
un sommet (fig. 57). 

Ce qui vient d'être dit nous conduit à la règle suivante: pour 
trouver les valeurs de x pour lesquelles f (x) passe par un maximum 
ou un minimum : 

1) il faut calculer j' (x): 

2) il faut trouver les valeurs de x per lesquelles j’ (x) s'annule, 
c'est-à-dire résoudre l'équation f’ (x) = 

3} il faut étudier les changements de signe de f’ (x) lorsqu'elle 
passe par ces valeurs d’après le schéma suivant : 


— 
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maximum 


minimum 
croît 
décroît 





Les notations xzo — À et zp + h dans la table montrent qu'il 
faut déterminer le signe de f’ (x) pour des valeurs de z plus petites 
et plus grandes que x, mais assez proches, de sorte qu'il faut con- 
sidérer À comme un nombre positif assez petit. 

On suppose que f” (x) = 0, cependant pour tout x suffisamment 
proche de x, mais différent de 2, f’ (x) n'est pas nulle. 

Revenons au cas de la fig. 57. La tangente au point 4 d'abscisse 
æo 8e trouve de part et d'autre de la courbe au voisinage de ce point. 
Dans ce cas, f’ (x0) = 0 et f’ (x) > 0 pour tout z proche mais diffé- 
rent de 2, et toute la portion de courbe contonant le point 2, est 
croissante, bien que f’ (x) = 0. 

Parfois au lieu d’utiliser le procédé exposé pour déterminer les 
maxima, on en utilise un autre: La fonction f (x) admet un mazi- 
mum au point x = 2, si la valeur de (x) en ce point n’est pas infé- 
rieure à ses valeurs aux points voisins, c’est-à-dire si l'accroissement 
de la fonction f (x + h) — f(x) < 0 pour tout h, aussi bien positif 
que négatif, suffisamment petit en valeur absolue. De façon analogue 
le minimum au point x, peut être défini par l'inégalité f (x2 + h) — 
— { (22) > 0. Si, en outre, la fonction a une dérivée au point du 
maximum ou du minimum, cette dérivée doit s'annuler, comme 
au cas ci-dessus. 


Exemple. Soit à chercher les maxima et les minima de la fonction 
= (02 (22), 
Calculons la dérivée première : 
lhæ=2(z—1)(z—2)9+8(z—1)2(z2—2) = 
m(r—1)(2—2) (57—7)=5(2— 1) (z—2} (+) A 


[] est évident alors quo f’ (+) devient nullo pour les valeurs x, = 1, er ‘ 


E 
æz3 = 2 de la variable indépondante. 
Examinons ces différentes valeurs. Pour x = 1, le factour (x — 2)? ost 


positif, tandis que | z — Ré est négatif. Pour toutos les valeurs de x aussi bien 
5 
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plu putites que plus grandes que À, mais suffisamment proches de cette valeur, 
us signes de ces facteurs ne changeront pas, et le produit de ces duux facteurs 
sera sûrement négatif pour toutes les valeurs de z suffisamment proches de 1. 
Examinons finalement le dernier facteur (z — 1) qui s'annulo justement pour 
æ = À, Si x << 1, il est négatif, tandis que si x > 1, il est positif. De sorte que 
le produit entier, c'est-à-dire j” (x), est positif pour z < 1 et négatif pour x > 1, 
d'où il résulie qu'à la valeur x = 1 correspond un maximum de la fonction / (x). 
En faisant z = 1 dans f (x), nous obtenons la valeur du maximum, c'est-à-dire 
l'ordonnév qui correspond au sommot de lu courbe 


1(1)=03.(—1)9 = 0. 


En raisonnuant d'une manière analogue pour les autres valeurs #; = 
at xs — 2, nous nbtenons la table suivante: 





Par la méthode d'étude des maxima et des minima que nous 
venons d'exposer, il est ussez difficile de déterminer le signe de 
{ (à pour les valeurs de x plus petites et plus grandes que la valeur 
considérée. Cela est vrai surtout pour des exemples compliqués. 
Dans de nombreux cas on peut éluder cetto difficulté en introduisant 
la dérivée seconde f” (x). Supposons quo nous voulons étudier ce 
qui se passe pour x = %o. Où f” (zo) — 0. Portons cette valour zx = x 
dans l'expression de f” (2), et supposons que nous ayons obtenu 
une valeur positive, c'est-à-dire f” (x) >> 0. Si on prend f’ (x) pour 
fonction initiale, f” (x) sera sa dérivée et le fait que cette dérivée 
soit positive au point + = x, montre que f’ (x) est croissante au 
point correspondant, c'est-à-dire quo f’ (x) qui est nullo pour z = x 
doit passer des valeurs négatives aux valours positives. De sorte 
que si f” (xo) est positive au point x = x, la fonction f (x) admettra 
un minimum. De même on peut montrer que si f” (xo) est négative 
au point x = 2%, la fonction f (x) admet un maximum. Si, enfin, 
ea faisant x — x dans /” (x), on obtient z6ro, c'est-à-dire f” (20) = 0, 
la dérivée seconde ne permet pas d'étudier la fonction au point 
z = x ct il faut passor à l'étude directe du signe do f’ (x). Nous 
obtenons ainsi le schéma représenté sur la table suivante: 


10—28: 
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1() 


maximum 
minimum 
cas douteux 





Des raisonnements que nous avons exposés il résulte que, lorsque 
la dérivée seconde existo, la condition nécessaire pour qu'il y ait 
un maximum est l'inégalité f” (x) << 0, tandis que la condition 
nécessaire pour qu’il y ait un minimum est l'inégalité f” (x) >0. 
Nous pouvons alors définir le maximum par la condition f (x, + k) — 
— f (x) 0, et le minimum est défini par la condition f (z2 4- h) — 
— {(x2) > 0, ce quo nous avons déjà noté. 


E xomple. On cherche les maxima ot les minima de la fonction 
1(x)=sin z+cosr. 
Cotte fonction a une périodo de 2x, c'est-à-dire qu'elle ne chango pas do valeur 
si on remplace z par x+2n. Il suflit donc d'étudier z dans l'intervalle (0, 2n). 
Formons les dérivées premières et secondes: 
f'(n=cosx—sinz, f"(z)=—sinz—cosx. 
En annulent la dérivéo première nous obtenons l'équation: 
cosx—sinz=Q, soft tgz=1. 


Les racinos de cette équation dans l'intervalle (0, 2x) sont: 
z1 7 et = , 
Examinons ces valours d’après le signe de {° (x): 
f (7) =—sin cos À =—7V/2<0; meximum } (+) = V2; 
Sxt .. 57 5n Le 5n V5 
l (+) = sin 7 —C0s 7 =V25>0; minimum / (+) =—V2. 
Pour finir, examinons un fait qui se produit parfois, lorsqu'on 
cherche les maxima et les minima d'une fonction. Il pout arriver 
que la courbe représentative do la fonction comporte des points 
pour lesquels la tangente ou bien n'existe pas, ou bien est parallèle 


à l'axe OY (fig. 58). Aux points du premier type, la dérivéo f” (x) 
n'oxiste pas, tandis qu'aux points du second type, elle sera infinie, 
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car le coefficient angulaire d’une droite parallèle à OY est infini. 

Mais on voit sur le graphique qu'en de tels points on peut avoir 

des maxima ou des minima de la fonction. De sorte que nous devons 

compléter la règle de recherche des maxima et des minima de la 

manière suivante: le maximum et le minimum de la fonction f (x) 

peut se‘rencontrer non seulement aux points pour lesquels f (x) 

est nulle, mais aussi aux points où , 

J’ (x) n'existe pas ou bien où elle est y l 

infinie. L'examen de ces derniers 

points doit s'effectuer suivant le pre- t 

mier schéma exposé ci-dessus : il faut 4 

déterminer le signe de f’ (x) pour des 

valeurs de x plus petites et plus grandes | 

que la valeur considérée. ) * 
Jusqu'ici nous n'avons étudié que 

le cas le plus simple d’une fonction Fig. 58 

continue f(x) avec une dérivée con- 

tinve possédant un nombre fini de zéros dans l'intervalle consi- 

déré. Dans la dérnière remarque l'absence de la dérivée est admise 

aussi dans un nombre fini de points. En général, le but du présent 

paragraphe ct des deux suivants est de servir d'introduction re- 

présentative à l'étude des propriétés des fonctions. Par la suite, nous 

roviendrons à un exposé analytique rigoureux. 


Exemple. On cherche les maxima et les minima de la fonction: 


1G)= (1 Vs. 
La dérivée première est : 


papa ED 5 275 
4" (x) Ÿai+ 3ÿz 5 ÿz ‘ 


Elle est nulle pour 2° et doviont infinie pour z=—0, Examinons cette 


dernière valeur : le numérateur est négatif pour z=0 ot quel que soit z au voisi- 
pago de z — 0, Le dénominateur est négatif pour x << 0 et positif pour æ > 0, 
Donc, la fraction sera Pons pour les valeurs négatives de z et au voisinage de 
zæ=0et négative pour les valeurs positives de z, c'est-à-dire que pour z = 0 


nous avons le maximum f (0)=0, Au point z= £ nous aurons le minimum : 


1)--47E--&re 


11-3-3. Construction de graphiques. La recherche des maxima 
et des minima de la fonction f (x) facilite considérablement la cons- 
truction de la courbe représentative de la fonction. Montrons 
à l'aide de quelques exemples comment construire le graphique 
d’une fonction. 


10° 
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1. Soit à construire la courbe représentativo de la fonction 
y=(z—1) (z— 2), 
que nous avons éxaminée au paragraphe précédent. Nous avons doux sommots 
do cotte courbo: un maximum (£, 0) ot un minimum (+. — 31%) ; Notons ces 


points sur le graphique. Il est commode de repérer aussi les intersections do la 
courbe avec les axes. Pour z=0 nous avons 
y y = 8. C'est-à-dire que la courbe coupe OY au 
point y = — 8. 
En faisant y nul, il vient : 


(z—1)2 (z—2)=0, 


qui nous donne les intersections de la courbe avec 
axe OX. Pour x = 1, nous avons déjà vu quo 
nous avons un sommot, tandis que pour x = 2, 
7 x  Commo nous l'avons déjà vu au paragraphe précé- 
dent, on n’a pas un sommet mais dans un point 
correspondant du phique la tangente est pa- 
rallèle à l’axe OX. La courbo cherchés est re- 
présentée sur la fig. 59. 
2. Traçons Ja courbe 


ÿ =e7%, 


Sa dérivée première est : 
y'om —2re7%, 


Fig. 59 En anaulant y’, on obtiont z æ 0 qui, on 
le voit aisément, correspond à un sommet (maxi- 
mum) dont l'ordonnée est y = . Ce point est aussi 

l'intersection do la courbe avec l'axe OY. En annulant y, on obtient l'équation 
#7 mm Q, qui n’a pas de racines, c'est-à-dire que la courbe no coupe pas 
J'axo OX. Notons de plus que lorsque z tend vors (+00) ou vers (—co), 





l'exposant de e"*° tend vers Le) et l'exprossion tend vers zéro, c’est-à-dire 
que lorsqu'on s'éloigne indôfiniment à droito ou à gauche, la courbe tend 
indéfiniment vers OX. La courbe qui correspond à toutes ces données ost 
représentée sur la Up 

8. Coustruisons courbe 


yre"%sinbz (a >>0), 
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qui représeule une osctllalion amortie. Le facteur sin bx n'est pas supérieur 
à 4 en valour absolue, et la courbe sora comprise entre les deux courbes 


ymerux et y=—eTix, 


Lorsque + tend vors (+ co,) le facteur «2% tend vers zéro, donc le produit 
e-ax sin bz tond aussi vors zéro, c'est-à-dire que, Josqu'on s'éloigne indéfini- 
ment à droito. la courbe se rapproche à l'infini de l'axe OX. Les intorsections 
de la courbe avec l'axe OX s'obtiennent en résolvant l'équation 


sin bz—0, 
c'est-à-dire qu'elles seront : . «1 


z= = (4 entier). 


Calculons la dérivéo premièro: 
y'= —ae"% sin br be-0Z cos bz = 670% (b cos bz — a sin bx). 


Mais L'expression entre parenthèses pout être, comme on sait, mise suus la forme : 


bcos bz— a sin bx= K sin (bz+Fo), 
où Æ et po sont des constantes. En annulant Ja dérivée première, on obtient 
l'équation: 
sin (bx+ po) = 0, 
qui donne: 





bzÆpo=kx, c'est-à-dire 2% (4 entier). (1) 
uand x passo par ces valeurs, sin (bz ) changera chaquo fois do signe. 
n a est évilemionne de même pour la ait, y’ car: 1e 
y’= Ke” sin (bz+Œo) 


et le facteur e“4* ne change pas do signe. Donc. à ces racines correspondent 
à tour de rôle des maxima et des minima de La fonction. Si on n'a pas le 
factour exponontiel e“®*, on se trouvo on présence de la sinusoïde 


y ==sin bz, : 
et los abscisses de ses sommots s'obtiennont à partir de l'équation: 
cos bz=0, 
c'est-à-diro 
ee ES (4 entier). (11) 


Nous voyons ainsi que le facteur exponenticl non seuloment diminue 
Ponte des oscillations mats déplace aussi Jes abscisses des sommets de Ja 
courbe. En comparunt (1} ot (11), il est facile de voir que ce déplocoment est 


constant, et qu'il a pour valour (-3-%) Sur la fig. 61 on a roprésenté uno 


oscillation amortio pour a = À et b = 2x. Les sommets ne se trouvent pas sur 
les courbes en pointillé, représententles équations y — LT, ce qui est 
dû au déplacement des sommets dont nous avons déjà parlé, 
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4. Construisons la courbe: 


2 —3z 
y= G . 





Caïculons les doux premières dérivées : 


x —4 
2 


y'= 





. y zx 


En annulant la dérivée première, on obtient les racines æ1= 4 ot 22 —1. 
En portant ces valeurs dans la dérivée seconde, on voit qu'à la première racine 





Fig. 61 Fig. 62 


correspond un minimum tandis qu'à ls seconde correspond un maximum. En 
portant ces valeurs dans l'expression pour y, on trouve les sommets correspon- 


dants de la courbe: 
(4 (4). 


En faisant 2 = 0, on a y = 0, c'est-à-dire que La courbe passe par l'origine 
des coordonnées. Enfin, en faisant y = 0, on trouve en plus de r = 0 encore 
doux racines: z = + 7/3, c'est-à-dire qu'en définitivo. la courbo coupera 
les axes de conrdonnées aux points (0, 0), (4/3, 0}, (— V3, O0). Ajoutons que 
si l'on remplace simultanément z par (—zx) et y par (—y), les deux membres 
de l'équation de la courbe changent seulemont de signe, c'est-à-dire quo l'origine 
des coordonnées est un contre do symétrie pour la courbe (fig. 62. 


11-3-4. Plus grande et plus petite valeur d’une fonction. Exami- 
nons les valours de la fonction f (x) quand la variable indépendante 
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x prend ses valeurs dans l'intervalle (a, b), c'est-à-dire que a < zx < b, 
et cherchons la plus grande ct la plus petite valeur de cette fonc- 
tion. Sous cette condition, la fonction j (x) passera par une plus 
grande et plus petite valeur [1-2-41/, c'est-à-dire que le graphique 
de cette fonction aura dans l'intervalle considéré une ordonnée 
la plus grando ct une ordonnée la plus petite. D’après les règles 
déjà énoncées, nous pourrons trouver les maxima et les minima 
de Ja fonction se trouvant à l’intérieur de l'intervalle (a, 6). Si la 
fonction f (x) a son ordonnée la plus grande dans cet intervalle, 
cette ordonnée coïncidera évidemment avec le moximum le plus 


YA de plusgrande valeur 
a 
as) 


Fig. 63 Fig. 64 





grand de Ja fonction dans l'intervalle (a, b). Mais il peut arriver 
que l'ordonnée la plus grande ne se trouve pas dans l'intervallo, 
mais à l'une de ses extrémités x = à ou x — b. C'est pourquoi, 
pour trouver, par oxemple, la valour la plus grande de la fonction, 
il ne suffit pas de comparer tous ses maxima dans l'intervalle et 
d'en choisir le plus grand, mais il faut tenir compte, en plus, des 
valeurs de la fonction aux extrémités de l'intervalle. De même, 
pour déterminer la plus petite valeur de la fonction, il faut prendre 
tous ses minima situés dans l'intervalle, et les valeurs extrômes 
de la fonction pour x = & et z = b. Notons que les maxima et les 
minima peuvent ne pas exister, tandis qu'il existera toujours pour 
une fonction continue la plus grande et la plus petite valeur dans 
un intervalle fini (a, b). 

Voyons quelques cas particuliers où la recherche de la plus 
grande et la plus petite valeur s'effectue le plus simplement. Si, 
par exemple, la fonction f (x) croît dans l'intorvallo (a. b), alors 
pour x = a elle prendra la plus petite valeur et pour z == b La plus 
grande valeur. Ce sera l'inverse dans le cas d’une fonction décrois- 
sante. 

Si la fonction passe par un maximum dans l'intervalle et n'a 
pas de miniraum, ce moximum unique donne la plus grande valeur 
de ln fonction (fig. 63), ce qui fait que dans ce cas il n'est pas néces- 
gaire de chercher les valeurs de la fonction aux extrémités dol'inter- 
valle. De même, si la fonction à un minimum dans l'intervalle et 
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aucun maximum, alors ce minimum unique correspond à la plus 
potite valeur de la fonction. Les propriétés qui viennent d'être 
indiquées auront lieu dans les premiers des quatre problèmes ci- 
dessous. 


1. On se donne un segment de longueur 1. On demande de le diviser en deux 
pannes él que la surface du rectangle construit à partir de ces longueurs soit la 
plus grande. 

Soit z la longueur d'unc des parties ; l'autre sora ({ — x). En tenant compte 
de ce que ln surface du rectangle est égale au produit des cütés voisins, on voit 
que io problème se ramène à trouver les valeurs de x pour lesquelles la fonction: 


1(s)=2(1—2) 


aticint sa plus grande valeur dans l'intervalle (0, !) de variation de z. 
Calculons les deux premières dérivées : 


l'(t)}=(l—z)—2z=l— 0207, f(2)=-—-2<0. 
En annulant la dérivéo premiëro on trouve l'unique valeur z = + qui corrts- 
pond à un maximum, car f” (x) est constamment négative. Ainsi, la surface sera 
la plus grande dans le cas d'un carré de côté ze 


2. On retranche d'un cercle de rayon R un secteur, et avec la partie resiante 
on forme un cône. Déterminer l'angle au centre du secteur retranché pour que 
le volume du cône soit le plus grand possible. 

Prénons pour variable Hope x, non l'angle au centro du secteur 
découpé, mais son complément à 2n, c'est-à-dire l'angle au centre du secteur 
restant. Pour des valeurs do z proches de 0 ot de 2x, le volume du côno sera 
voisin do 0, ot il est évident que dans l'intorvalle (0, 2x) on aura une valeur 
de + pour laquelle ce volumo sera maximum. 

En formant le cône avoc lo secteur restant (fig. 64) on obtiendra un cône 
dont la générutrice est égale à R, la circonférence de la base sera égale à Rx, 


lo rayon r= ee ot la hauteur: 
5 
Rèxr? R 
h=y/m— TA 57 Väni—xi, 


Lo volume du cône sora : 


4 AUS R_———> 1 Re 
= SELS = TE. 
(DS TR EE Vi x DIRE 3 Vin —> 





Pour chercher la plus grando valeur de cette fonction nous pouvons ne pas 
: RS : . 
tenir compte du facteur constant reL È Le produit restant r' V/4nt — x? est 


positif ot, par conséquent, passera par sa valour la plus grando pour los mêmes 
valours de + que son carré. Ainsi nous pouvans examinor Le fonction: 


Ha)= 4n824— 29 
dans l'intervalle (0, 2x). 
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Calculons la dérivée première: 
J'(x)= 167229 — 625, 


Elle existe pour touto valeur de z. En l'annulent on obtient trois racines: 


n=0 m=—2)/2, mm 2. 


Les deux premières valeurs ne sont pas dans l'intervalle (0, 2x). 11 ne reste que 


la valeur z, = 2x 2 qui s0 trouve dans l'intervalle, mais nous avons vu que 


la plus grande valeur dans cet intervalle existe, et, par conséquent, sans étu- 
dier cette valeur de xs, on peut affirmer qu'elle correspond à la valeur maxi- 
mum du volume du cône. 
; 8. La droite L partars le pie en deux parties (milieux) I et II. Un point 
se déplace dans le milieu I avec la vitesse v, et dans le milieu II avec La vitesse ve. 
Quelle trajectoire doit prendre ce point pour 
passer le plus vite possible du point À du mi- 4 
lieu I au point B duimilieu 11? 

Soit AA, et BB; les porpondiculaires à la 
droite L issues des points 4 et 3. Jntroduisons 
les notations suivantes: 


AAj=e, BB;=b, Ajbime, 


et sur ZL on mesurera les abscisse& dans le 
sens À 12 . 65). à 

il ee Ride e dans le milieu / aussi Fig. 65 
bien que dans Îo miliou Z7, la trajectoire du 
point doit êtro rectiligno, mois le trajet AB ne sera pas en général le plus 
court. Ainsi le_« trajet le plus court » scra formé do deux segments de 
droite AM et M4, ct lo point Æ doit se trouver sur L. Prenons pour varisble 
indépendante z l'abscisso du point 3f: z — A,M. Le temps # nécessuire pour 
parcourir Je chemin le plus court sera: 


F1 _— 
imite RCE VAE + VE ie EL 


Le 








dans l'intervalle (—oo, +00). 
Calculons les deux premières dérivées : 


UE Le D PR ME La SERA 
v Vaitz v, VIF (o— zx 

"( aë bs 

PRE ec 


Les deux dérivées oxistent ponr toutes les valeurs de z, et /” (x) est toujours 
positive. Par suite, f’ (x) croit dans l'intervalle (—0o, +0) ot ne s'annule 
pas plus d'une fois. 
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Mais 


T1 EE 

ro v> VE? + ci = <° 
©t 

(ce —{— >0, 

l'O > 


d'où l'équation {° (x) = 0 à une racine unique z, entre O et c, qui correspond 
à l'unique minimum de { (z) car /° (z) > 0. Les abscissos 0 et c correspondent 
aux points 4, ot B,, ut le point Æ chorché doit donc se trouver entre 4, et 
ae l'on aurait pu obtenir à partir de considérations géométriques élémen- 

res. 
Explicitons la signification géométrique de la slution obtenue. Désignons 
par a et $ les angles formés par les segments Aft et BA avec la perpendiculaire 

Lau pont M. L'abscisse z du point H chorché doit être telle que f’ (x) = 0, 
“'est-à-diro qu'elle doit vérifier l'équation : 


C—z 


z 
nVareé Vie 


<ui peut être mise sous la forme 





AM ___MB 
nAM  wBM 
soit: 
sinæ _sinp ,.  Sinœ 
rie rm c'est-à-dire sf x" 


Le « trajet le pre court » sera celui pour lequol lo rapport des sinus des angles 
ot B sera égal au mea des vitesses dans les milieux Z ot Z 7. Ce résultat nous 
donne la loi connne de le réfraction de la lumière et, par conséquent, la réfraction 
do ls lumièro s'effoctue commo si le rayon luminoux choisissuit le e trajet le 
plus court » pour passer d'un milieu dans un autre. 

ñ. Supposons qu’on étudie oxpérimentolement une grandeur z et que nr 
mesures. faites avec le même svin, donnent les n velours: 


Air Ans os Ans 


qui sont différentes étant donné l'imprécision des instruments. La e voleur 
la plus probable » de x sera colle po aquelle la sommo des carrés des orrours 
sera la plus faible. Do sorte que la recherche de cette valeur revient À recher- 
chor la valour do x qui minimise la fonction: 


1)= (co) Hz—ap8 +... + (sant 
dans l'intervalle (—co, -Loo), 
Caleulons les doux premières dérivées : 


f'(æ2(z—a)+2(2— 00) LH... +2(2—an). 
J"(2)=2+2+...+2=2n > 0. 


II-3. APPLICATION DE LA NOTION DE DÉBRIVÉE 155 


En annulant la dérivée première, nous obtenons la valeur unique 
state. ten 
n 


à laquello correspond lo minimum, étant donné que la dérivée seconde est 
positivo. Do sorte que la « valeur la plus probable» de x est la moyenne arith- 
métique des valeurs obtenues exzpérimentalement. 

5. Trouver la plus courte distance d'un point M à un cercle. 





Fig. 67 


Prenons pour origine des coordonnées le centre © du cercle et pour axe OX 
la droito OM. Soit OM = a et soit À le rayon du cercle. L'équation du cercle 


sera 
r1+y24+R3, 
et la distance du point Æ# do coordonnées (a, 0) à un point quelconque du 


cercle sera 
V(z—ajt+yt. 


Cherchons la valeur minimum du carré de celte distance. En remplaçont y® 
par : RE cb R3— z%, nous obticndrons, à partir do l'équation du cercle, 
unc jonction 


1(a)=(2— 0) +(R— 22) = — Dar a8+ PA, 


où la variable indépendants z varie dans l'intervalle (— R < zx R). Comme 
la dérivéo première 
f'(z)== —2a 


est négative pour tout x, la fonction { (x) décroît et donc passe par sa valeur 
la plus petito pour z = À à l'oxtrémité droite de l'intervalle. La distenco la 
plus conrto sora donc PM (fig. 68). 

6. Znscrire dans un cône circulaire donné un cylindre tel que sa surface 
totale soit la plus grande possible, 

Soit À et H le rayon de la base et la hauteur du côno,ot r et h, lo rayon do 
La baëv ot la hauteur du cylindre. La fonction dont on cherche la plus grande 
valour sera dans ce cas 

S=2nar-+2nrh. 


Les grandeurs variables r et À sont liées entro celles car le cylindre doit être 
inscrit dans Île côno donné. 11 résulte de la similitudo des triangles A/D 
et AMN (fig. 67): 





MN BD act h__H 
AN AD R—r KR 
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d'où > 
7 
ka — II. 


En remplaçant h par sa valeur dans S': 


S=2n [a+r# (1-7) | : 


Do sorte que & est une fonction do la soula variable indépendanto r qui 

peut varier dans l'intervalle 0 & r < A. Calculons les deux premières dérivées 
dS 2r as H 

7 =21 (2r +44) , PT Du 4n (1-5) . 


En annulant . on obtient pour r l'unique valeur 


d 
HR 
TÆSTH=R) . (2) 
Pour que cette valeur soit dans l'intervalle (0, AR), il faut que 
BR HR 
<= * 3G7—-n <À ë 


La première inégalité est équivalente à: Æ doit être pie grand que A. 
En multipliant les doux termes do la deuxième inégalité par la grandour 
positive 2(4— A), fl vient 


H 
R<--. 


SI cette condition est vérifiée, es est négatif et à la valeur (2) correspond 


le maximum unique de ln fonction S qui est la valeur la plus grande de la 
surface du cylindre. Cette valeur peut êtro obtonuo facilement en portant 
la vuleur (2) de r dans &. 

Supposons maintenant que la valeur (2) n'est pas dans l'intervalle 
(0, H), c'est-à-dire que l’une des inégalités (3) n'est pas vérifiéo. Doux cas 
sont alors possibles : ou bien H<R ou bien HR, mais R>T . Ces deux 
cas sont coractérisés por la condition 


H 2. (4) 


Transformons l'expression de : 


LS non (2r+7 + ñ) —4er-m r+H(R—r)l. 


On voit que si (4) est vérifié, S->0 pour 0<r<R, c'estèdiro lo 


fonction S croît dans l'intervalle (0, R) et atteint sa valeur la plus grande 
pour rh. Pour cette valeur de r il est évident quo h=0, et la solution 
peut êtro considérée comme un cylindro écrasé dont La base coïncide avec 
celle du cône ct dont la surface est 2x72. 
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11-3-5. Théorème de Fermat. Nous avons déjà exposé, on partant 
de considérations de géométrie élémentaire, des méthodes pour 
étudier la croissance et la décroissance des fonctions, trouver leurs 
maxima et minima, ainsi que leurs plus grandes et plus petites 
valeurs. Nous allons maintenant passer à l'exposé analytique rigou- 
reux de certains théorèmes et formules qui nous donneront une 
démonstration analytique de la validité des règles déjà données, 
et qui permettront une étude plus détaillée des fonctions. Dans cet 
exposé nous examinérons toutes les conditions qui doivont être 
PARIS pour que tels ou tels théorèmes et formules soient appli- 
cables. 

Théorème de Fermat. Si la fonction f (x) est continue 
dans l'intervalle (a, b), a une dérivée en tout point de cet intervalle 
et st en un point x = c de cet intervalle elle a sa valeur la plus grande 
(ou la Le Petite), la dérivée première est nulle en ce point, c'est-à-dire 
que f" (e) = (. 

Ainsi, supposons pour fixer les idées que j (c) soit la plus grande 
valeur de la fonction. Pour la plus petite valeur la démonstration 
est analoguc. Par hypothèse, x = c est dans l'intervalle et la diffé- 
rence [f (ec + h) — f(c)] sera négative, ou en tout cas elle ne scra 
pas positive pour tout h positif ou négatif: 


1(C+h)—1(c) <0. 
Formons le rapport 
fte+h)—f (a 
—,——— 


Le numérateur est négatif ou nul, d'où: 


TO (5) 
h 


>0 pour h<0. 


Le point z = c est situé dans l'intervalle où, par hypothèse, la 
dérivée existe, c'est-à-dire que la fraction écrite tend vers une limite 
déterminée, f’ (c), lorsque h tend vors 0 de n’importe quelle manière. 
Supposons d'abord que À tende vers zéro par valeur positive. Alors 
en passant à la limite, la première des inégalités (5) donne 


F'(c)<0. 


De même, en passant à la limite, 4 tendant vers zéro, la deuxième 
des inégalités (5) donne 
. f (c)>0. 


En comparant ces inégalités, il vient 
J'(e)=0. 
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11-3-6. Théorème de Rolle. Si une fonction f (x), continue dans 
l'intervalle (a, b), a une dérivée en tout point de l'intervalle et si les 
valeurs de la fonction aux extrémités de l'intervalle sont égales, c'est- 
à-dire'si f (a) = f (b), alors il existe dans cet intervalle au moinsun point 
z=c pour lequel la dérivée s'annule, c'est-à-dire tel que f' (c) = ©. 

Une fonction continue f (x) doit passer dans cet intervalle par- 
sa valeur la plus petite m et sa valeur la plus gronde M. Si ces. 
valeurs sont égales, c’est-à-diro si m — M, il en résulte que la 
fonction est constante dans tout l'intervalle et a la valeur "m (ou M). 
Mais on sait que la dérivée d'une constante est nulle et dans ce cas: 
simple la dérivée serait nulle en tout point de l'intervalle. Revenant 

au cas général, nous pouvons donc 





y. considérer quo m << M. Cumme les. 
H valeurs de la fonction aux extrémités. 
MN, de l'intervalle sont égales par hypo- 
UE 4 du £ thèse, c'est-à-dire que (a) = f (b), 

ic l'un au moins des nombres m et 
À  ost différent de la valeur de la fonction 
Fig. 68 aux extrémités. Supposons par cxemple- 


que ce soit #, c'est-à-dire que la 
fonction n'a pas sa valeur la plus: 
grande aux extrémités, mais en un point de l'intervalle. Soit x = c- 
ce point. D’après le théorème de Fermat, nous aurons en ce point 
1 (x) = 0, ce qui démontre le théorème de Rolle. 

Dans Je cas particulier où f (a) — f (b) = 0, on peut formuler 
le théorème de Rolle brièvement de la manière suivante: entre 
deux racines de la fonction il y a au moins une racine de la dérivée: 
première. 

Le théorème de Rolle a une signification géométrique simple. 
Par hypothèse, f (a) = f (b), c'est-à-dire que les ordonnées de la 
courbe y — f(x), correspondant aux extrémités de l'intervalle, 
sont égales et dans cet intervalle la dérivée existe, c'est-à-dire que- 
la courbe admot une tangente. Le théorème de Rolle dit que dans. 
cet intervalle il y aura alors au moins un point où la dérivée sera 
nulle, c'est-à-dire où la tangente sera parallèle à l'axe OX (fig. 68). 

Remarque. Si la condition du théorème de Rolle concernant 
l'existence d'une dérivée f’ (x) n'est pas vérifiée en tous les points. 
de l'intervalle, le théorème peut être faux. 

Ainsi, par exemple, la fonction 


1@)=1-VS 
est continue dans l'intervalle (—1, +4) et ÿ(—1) = f (1) = 0,. 
mais la dérivée 


l'(æ)= —5ÿ: 
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ne s’annule pas dans l'intervalle. Ceci a lieu parce que f” (x) n'existe: 
pas (devient infinie) pour x = 0 (fig. 69). Un autre exemple est 
donné por la courbe représentée sur la fig. 70. Dans ce cas nous 
avons uno courbe y = f (x), pour laquelle j (a) = f (b) = 0. Toute- 
fois, on voit d'après la représentation graphique de la courbe que 
la tangente ne peut pas être parallèle à l'axe OX dans l'intervalle- 
(a, b), c'est-à-dire que f’ (x) ne s'annule pas. Ceci a lieu parce que 
la courbe a au point z = « deux tangentes différentes, à gauche 





Fig. 69 Fig. 70 


et à droite de ce point, donc en ce point il n'y a pas de dérivée défi- 
nie, ot la condition du théorème de Rolle imposant l'existence 
d'une dérivée en tout point de l'intervalle n'est pas remplie. 


11-3-7. Formule de Lagrange. Supposons que la fonction f (x) 
est continue dans l'intervalle (a, b) et admet une dérivée en tout 
point intérieur de cet intervalle mais que la condition f (a) = f (b) 
du théorème de Rolle peut ne pas être vérifiée. 

Formons la fonction 


F(z)=f(#) +2, 


où À est une constante que nous déterminerons de façon que la fonc- 
tion F @ vérifie la condition susmentionnée du théorème de Rolle, 


c'est-à-dire que 
F(a)=F(b) 
soit 
Î(a)+a=7(b)+2b, 
d'où 


— __1@)—1 (a) 
A Tata . 


Appliquons maintenant à F (x) le théorème de Rolle. Nous pou- 
vons affirmer qu'entre 4 et b il existe un point z = c pour lequel 


F'(c)=f(c)+A4=0 (a<e<b), 
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d'où en remplaçant À par sa valeur : 
{ b)}— 
f'(G@)= a où f'()= 10 

Cetto dernière égalité peut être mise sous la forme: 

f(@)—f(a)=(b—a)f'(c). 

Cette égalité s'appelle formule de Lagrange. La valeur de c est 
comprise entre a et b, c'est pourquoi le rapport + = 6 est compris 
entre 0 et 1, et on peut poser 

c=a+6(b—a) (0<8<1), 
et la formule de Lagrango: peut être mise sous ia forme : 
1(8)—f(a)=(b—a)f'la+6(b—a)]  (0<8<1). 
En posant b—a<+h, on obticnt : 
f(a+h)—f(e)=hf (a +6h). 


La formule de Lagrange donno l'expression exacte de l'accrois- 
sement f (b) — f (a) de la fonction f (x), c’est pourquoi on l'appelle 
formule des accroissements finis. 

Nous savons que la dérivée d'une constante est nulle. On peut 
déduire de la formule de Lagrange la propriété inverse: si la dérivée 
1’ (2) est nulle en tout point de l'intervalle (a, b), la fonction j (x). 
est constante dans cet intervalle. 

Prenons une valeur quelconque de x dans l'intervalle (a, b) et 
appliquons la formule de Lagrange à l'intervalle (a, x). On obtient : 


f(z)—f(a)=(x—a)f(E)  (a<E<z); 
mais par hypothèse f’(£)=0, et par conséquent: 
f(z)—f(a)=0, c'est-à-dire f(x) —f(a)=C". 


i 

Nous savons seulcmont de la valour c qui entre dans la formule 

de Lagrange qu'elle est comprise entre a et b, c'est pourquoi la 

formule de Lagrange ne permet pas un calcul exact de l'accroisse- 

ment de Ja fonction au moyen de la dérivée, mais clle permet d'éva- 

luer l'erreur que nous faisons en remplaçant l'accroissement de la 
fonction par sa différentielle. 


Exemple. Soit 
f()=1g10 x. 
La dérivée sera 


1 M 
° mette (M =0,43429. ..), 
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ot la formulo do Lagrange nous donne 


M 
Igio (@+ 3) — Igsou = 


Hu (O<0<1) 





soit . 
Igio (a+ h)= 1gso a+ h TR * 


En remplaçant l'accroissement par lu différentielle, nous obtonons la 
formule approchéo 


M M 
Igo(e+h)—Igoa=h—, Igro (e +i)=lgoarh—. 


En comparant cette égalité approchée avec l'équation exacte obtenue 
par la formule de Lagrange, nous voyons quo l'erreur sera 


8" k M 6h31 
a "a+6h — a(a+6k) : 


Eu faisant a — 100 ct À — 1, on obtient l'égalilé approchéo 


M 
1810 101 = )810 100+75 = 2,00434 
avec une errour de 


DEN (0<0<1). 


Eu remplaçant dans le numérateur 8 par 1 et dans lc dénominateur par 
zéru, on augmente la valeur de la fraction et on peut dire que l’orreur sur la 
valeur calculéo do lg 101 est inféricuro à 


D = 0.000 … 


Mettons la formule de Lagrange sous la forme: 


ET = f (c)  (a<ce<b). 


En examinant la courbe y = j (x) (fig. 71), on voit que la rela- 
tion 


CE JN 
LOI LT Leg CAB 
me AC 

donne Je coellicient angulairo de la cordo AZ, et que f’ (c) donno 
celui de la tangente en un certain paint de l'arc AB do la courhe. 
Do sorte quo la formule de Lagrange est équivalente à l'affirmation 
suivanto: sur l'arc de courbe il existe un point où la tangente est paral- 
lèle à la corde. Un cas particulier de cette propriété est celui où la 
corde est parallèle à l'axe OX, c'est-à-dire que f (a) = f (b): on 
a alors le théorème de Roîle. 

Remarque. Les critères de croissance et de décroissance 
d'une courbe que nous avons établis à partir de la représentation 
11—281 
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graphique, résultent directement de la formule de Lagrange. En 
effet, supposons que dans un certain intervalle la dérivée première 
1’ (x) est positive et soit z et z + hk deux points de cet intervalle. 
On voit à partir de la formule de Lagrange 


((@+h)=1(@)=hf (+04) (0<0<1) 


que pour À positif la différence qui figure au premier membre est 
positive car les deux facteurs du produit situé à droite sont dans 

ce cas positifs. De sorte qu'en supposant 
y L que la dérivéo est positive dans un cer- 
tain intervalle, nous avons: 


f&+h)—-1()>0, 


c'est-à-dire quo la fonction croît dans cet 

intervalle. D'une façon analogue, lecritère 

* de décroissance résulte de la formule citée. 

Notons ici que les raisonnements faits 

Fig. 71 lors de la démonstration du théorème de 

Fermat restent valables dans le cas où 

la fonction n'atteint pas forcément sa plus grande et sa plus petite 

valeur au point considéré mais admot simplement un maximum 

ou un minimum. Ces raisonnements nous montrent que pour de 
tels points la dérivée première, si elle existe, doit être nulle. 







}- 


ftbr ai 


8 





11-3-8. Formule de Cauchy. Supposons que f (x) et (x) sont 
des fonctions continues dans l'intervalle (a, b), possédant une 
dérivée en chaque point de cet intervalle et que, de plus, q’ (x) ne 
s'annule pas dans cet intervalle. En appliquant la formule de La- 
grange à la fonction @ (x), il vient : 


P(b)—p(a)=(b—a)g' (a)  (a<a<b); 
mais par hypothèse œ’(c):£#0, donc 


p()— (a) 0. 
Formons la fonction 

F()=f(e) +10), 

où À est une constante que nous prendrons telle que l'on ait: 
F(a)=F(b), 
c'est-à-dire 
f(a)+Av(a)=f(b) +2 (b), 

d'où 

à = 1()—1 {a} 


Ep 
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Pour un tel choix de À le théorème de Rolle s'applique à F(x) 
ot il oxiste une valeur z=c telle que 
F'(c)=f'(c)+Ag'(c)=0 (a<e<b). 
Cette équation nous donne 
Lea (4 ()70), 
d'où, en remplaçant À par sa valeur, 
f@)—1() _ t’t) 





pÜÉ)—pte)  q'(c) (a<e<b), 
soit 
1@)—f (a) l'Ia+0(b—a)] 
q(8)—@ (a) — p'ita+6(6—a)] (0<8<1), (6) 
ou: 


f(a+h)—J (a) _ 1° (a+0h) 

p(a+h)—qa) q'(a+06h) ? 
qui est la formule de Cauchy. En faisant dans cette formule 
q(z)=2zx, nous aurons q’ (x) — 1 et la formule sera: 


F(b)—f(a)=(b—a)f'(e), 


c’ost-à-dire que nous avons obtenu la formule de Lagrange, comme 
cas particulier do la formule de Cauchy. 


I1-3-9. Calcul des expressions indéterminées. Supposons que 
les fonctions @ (x) et Ÿ (x) sont continues pour a < x < a + k, où 
ke est un nombre positif, qu'elles possèdent des dérivées continues et 
que Y” (x) n'est pas nulle pour les valeurs choisies pour x. Supposons 
de plus que lim @q (z) = Ô et lim 4 (x) = 0 pour x + à + 0 [1-2-2]. 
Eo supposant que (a) = (a) — 0, nous aurons des fonctions 
continues jusqu'à z = a, c'est-à-dire pour a & z < a + k. On ne 
peut pas appliquer le théorème de la limite d'un rapport à @ (x)Ab (x) 
pour x — a + 0 car pour x = a il représente une détermination de 
type 5 . Indiquons un moyen pour lever l'indétermination, c'est- 
à-dire un moyen de trouver la limite de @ (x)Ap (x) pour x —+ à + 0, 

Démontrons d'abord le théorème auxiliaire suivant : s£ avec les 
hypothèses faites ci-dessus, le rapport q' (x)/{b’ (x) tend vers une limite 
b lorsque x tend vers a + 0, le rapport @ (x)/b (x) des fonctions tend 
vers la même limite. 

En tenant compte de ce que 
(a)=v(a)=0, 
et en utilisant la formule de Cauchy [II-3-8], il vient: 


10) (2 —p(e) __ p'{E) ; 
F0 = Ov = 0 (6 compris entre a ot x). (7} 
LE bed 
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Remarquons qu'avec les hypothèses faites sur (x) et 1 (x), nous 
avons Je droit d'appliquer la formule de Cauchy. 

Si x tend vers a + 0, E compris entre a st x et dépendant de x 
tondra vors a. Alors, par hypothèse, le deuxième membre de (7) 


tendra vers la limite b et le rapport a tendra vers la même limite. 


1L'ost à noter que cette limite peut être infinie. De sorte quo nous 
avons la règlo: 


Lorsque l'on cherche la limite du rapport ee dans le cas d'une 


indétermination du type + , on peut remplacer Le rapport des fonctions 


par celui de leurs dérivées et chercher la limite de ce nouveau rapport. 

Cette règle a été trouvée par le mathématicien français L'Hospital 
et porte génèralement son nom. 

Si le rapport des dérivées ÿ e conduit aussi à une indétermi- 
nation du type 3 et si les fonctions q’ (x) et ’ (x) vérifient les condi- 
tions que nous avons formulées ci-dessus pour œ (x) et (2), on 
peut appliquer la règle de L’Hospital également au rapport se | 


etc. 

Nous avons considéré le cas où a << z.< a + k. On peut examiner 
do mêmo le cas a — k & x < a, c'est-à-dire x + à — 0. Dans les 
exemples suivants la limite ne dépend pas de ce que x tend vors a 
à gauche ou à droite, et nous écrivons x —+ a. 

Nous avons examiné le cas où x tend vers une limile finie a. 
Cette règle est aussi valable pour le cas où x tend vers oo. Nous ne 
nous arréterons pas sur la démonstration de ce fait. 








Appliquons la règle de L'Hospital à quelques exemples. 


n n-1 
im CES pin OH 
x—0 z x0 
z—sinxz ,. 1{—cosx ,. sinz cosz À 
2. li = = — = Jim ——=— 
Mr HU de a) Ge 0 6 0! 


c'est-à-dire quo x — sin z est un infiniment petit du troisième ordre en z. 


_ 2—20C087 .. —cosr+zsinz 
8, Dim = lim J=cosx+zsinz _ 
x0 Z—SiINZ  x0 1— cos z 


sinz—-sin z+zxzcos z ._ 2cosr-—cosrz—2zsinz 
=lim © se =lim : =3. 
x0 sinz x+0 cos z 


Le résultat do cet exemple fournit uno méthode très pratique pour recti= 
jier un arc de cercle. 
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Examinons un cerelo do rayon unité. Pour axe UX prenons un des diamètres 
de ce cercle, et pour axe OY, la tangente au cercle à l'extrémité de ce diamètre 
(fig. 72}. Pronons un arc OA, et soit ON un segment de l'axe OY dont la lon- 
gueur est égale à l'arc OM. Traçons la droite NM. Suit P son point d'intor- 
section avec l'axo UX. Soit u la longueur de l'aro OA (le rayon étant pris pour 
unité). L'équation de la droite NM par segments est: 


z Cas 
Put 


d Pour calculer La longueur du segraont OP notons que lo point M de coor- 
onnéos 
z—0Q—1{—cosu, yæ=QM—sinu. 


ss trouve sur NY. 
Ces coordonnées doivent vérifier l'équation 


{—cosu . sinu 


OP ST 
d'où 
op— DOEURE . 
u—sinu 


L'exemplo $ montre que pour UP —+ 3 on a u —+ 0, c’est-à-dire quo lv point 

P de OX tendra vers le point D dont la dis- 
tance à l'origine des coordonnées sura égale à 
8 fois le rayon du cercle. D'où une môthodu 
simplo pour rectifier de façon approchée un 
arc do corcle. Pour rectifier l'arc OM il faut 
ortur à partir do © le segment OD dont la 

onguour ost égalo à trois fois le rayon du cercio 
et tracer la droite DA. Le segment ON, formé 
par cette droite sur OŸ donne une valeur appro- 
chée de la longueur de l'arc OAf. Cotte méthode 
donne de très bons résultats, en particulicr 
pour les arcs petits. Mais même pour un arc 


égal à l'errour relative est d'environ 5 %. Fig. 72 . 





11-3-10. Diverses formes d’indétermination. Lo théorèmo démontré 
au paragraphe (11-3-91 reste valable dans le cas d'indétermination 


du type = . Ci-dessous, sans distinguer si x tend vers a à gauche ou 


à droite, nous écrirons brièvement x + #«. Soit deux fonctions 
continues œ (x) et 1{z) tendant vers (+) ou (—o0). Soit 





lim (x) = lim % (x) == + 00 (8) 
et 
. D'(x) 
se Vo i 


Montrons que le rapport ge tend vers la mêmo. limite b; ce 


faisant nous supposerons quo 4 (x) n'est pas nullo ‘pour les valeurs 
de zx proches de a. 
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Examinons deux valeurs de la variable indépendante z et z,, 
proches de a et tolles que z soit compris entre z, et a. D'après la 
formule de Cauchy nous aurons 


P (29 (20). 9° @ 
VE ED ge (6 entre x ot zv), 
Mais par ailleurs, 
geo ten _ et 7 
z)—p (x) _ px plz 
PE) Go) 9 VE) 
[IE 
Notons que d’après (8) p (x) et 4 (x) ne sont pas nulles pour des 
Mari de x proches de a. En comparant ces deux expressions, on 
obtient 











4? () 
pa) TT GE _ 9 G) 
GE) 1 VE © 
ÿ{z) 
soit 
ET 
9) _v®  _vG, (40) 
PE) VO LEE) 
p(z) 


où Ë est compris entre x et x, et, par conséquent, entre a et æ. Pre- 
nons z, suffisamment proche de a. Alors, d'après (9), nous pouvons 
considérer que le premier facteur du second membre de (10) différera 
infiniment peu de b pour tout z compris entre x et a. Fixant ainsi 
la valeur zo, faisons tendre z vers a. Alors, d'après (8), le second 
facteur du second membre de (10) tendra vers l'unité, c'est pourquoi 
on peut dire que le rapport  (x)/f{x) du premier membre de (10) 
pos æ voisin de a sera aussi peu différent que l’on veut de b, c'est- 
-dire 
in LE — 
lim 2 

Il résulte du théorème qu'on vient de démontrer que la règle de 

L'Hospital s'applique également pour lever des indéterminations 


du type = . 
Voyons encore quelques types d'indétermination. Examinons 
le produit œ (x) ÿ (x), et soit 
Jim œ(z)=0 
xa 
et 


lim ÿ(x) = oo. 


1I-3. APPLICATION DE LA NOTION DE DÉRIVÉE 167 


On aura une indétermination du type 0: oo. On peut la mettre 
facilement sous la forme &- ou a: 


pev()= 29 = 29. 
VW v& 
Examinons enfin l'expression q (x)? (, où 


limyw(z)=1 et limwb(r)= oo. 


On a une indétermination du type 1®. Examinons le logarithme 
de la fonction considérée : 


ln {op (2) 3 = 1 (2) In p (x), 


qui se ramène à une indétermination du type 0:00. En levant cette 
indétermination, c'est-à-dire en trouvant la limite du logarithme 
de l'expression donnée, nous connaîtrons la limite de l'expression 
arr De la même façon on lève les indéterminations du type 
co° ot 0°. 


Examinons les exemples suivants: 


1 mn = in = Ho, 
Xhoo TT x-r+00 { 


t 2 Là 
Mo Se lim <= lim F=+oo. 
x T xtoo ZT  x-p4o0 


De même on peut voir que lo rapport e*/z" tond vors l'infini pour x + 
=» + co, si n est positif, c'est-à-dire que la fonction exponentielle e* croît 
plus vite que toute putssance positive de x, lorsque x lend vers l'infini, 

4 


. Inz : z 1 
LE Nr mare nr lim 7e (n > 0), 


c'est-à-dire que In z eroft moins vite que toute puissance positive de x. 





4 
3. lim zinz= lim Me lim — jim 2 in > O. 
x-++0 xr+0 xe+0 A x++0 7 
zn znti 


4. Cherchons Ja limite de +* longue æ tend vors 0 par valeur positive. 
En prenant le logarithme, on a une indétermination du type O-c. Cotte indé- 
termination, comme on l'a vu dans l'exemple 3, donno zéro à la limite et 


lim 2*=41. 
x—+0 
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5. Cherchons la limite du rapport : 
lim æ+sin z 
%p00 z | 


Lo numératour et le dénominateur de ce rapport tendent vers l'infini. 
a nt «règle do L'Hospftal) lu rapport des fonctions par celui de leurs 
ivées, il vion 


Mais { + cos x no tend pas vers uno limite lorsque x croît indéfiniment 
car cos x oscille sans cesse entre (+-1) et fe cependant il est facilo de voir 
que lo rapport luf-mêmo tendra vors Ja limite 


z<+sin zx sin :) 
EE =1. 


lim Jim 1+—— 


X—p00 


… Aiosi dans ce cas on pout lover l'indétermination mais la règle de L'Hos- 
pital ne donne rion. Ce résultat ne contredit pas le théorème qu'on vient de 
démontrer car il affirmait seulement que si le rapport des dérivées tend vers 
une limite, le rapport dos fonctions tend vers cette mômo limite, mais la récipro- 
que n'est pas vraio. 

6. Examinons encoro des indéterminations du type (oo Æ co). Elles sa 


ramènent généralemont au type G' Par exemple, 


s { 1 …. t+28—sin zx 
in (= z a) “lin + sine 


Cette dornièro expression présente uno indétermiuation du type + . En 
levant cotte indétormination par le moyen déjà indiqué, on obtiont : 


de (ms a) 4 


L1-4. Fonctions do deux variables 


IT-4-1. Notions fondamentales, Jusqu'ici nous avons considéré 
les fonctions d'une variable indépendante. Examinons maintenant 
une fonction de deux variables indépendantes u = f (x, y). 

Pour déterminer les valeurs particulières d'une telle fonction oa 
doit se donner les valeurs des variables indépendantes + = #, 
Yÿ = Yo. À Chaque couple de valeurs de + et y corrospond un point 
Mo (%o; yo) situé sur le plan de coordonnées et au lieu de parler 
de la valeur de la fonction pour z = 0, y = Yo, on peut parler de 
la valeur de la fonction au point Af5 (to, ÿo) du plan. La fonction 
peut être définie dans tout le plan ou seulement dans une de ses 
parties, dans un domaine. Si f (x, y) est un polynôme entier en 
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æ et y. pur exemple 
u= f(x, y)= 2 + ay + — 2x + 3y +7, 
on peut considérer que cette formule définit une fonction sur tout 


le plan. La formule 
u= VTT) 


définit uno fonction à l'intéricur du cercle x? + y? — 1 dont le 
centre est à l'origine des coordonnées ct dont le rayon est égal à 
l'unité, aussi bien que sur la circonférence elle-même où uw = 0. 
L'analogue de l’intorvalle dans le plan ost le domaine défini pur 
les inégalités a <z< bs 42 < y & b2. C'est un rectanglo dont 
les côtés sont parallèles aux axes et dont la Érontière fait partio 
du domaine. Les inégalités & << x << b4 et a, << y << b, définissent 
seuloment les points situés à L'intérieur du rectangle. Si la frontière 
du domainc fait partie du domaine, on dit qu'il esf fermé. Si clle 
n’en fait pas partie, on dit qu'il est ouvert (cf. II-1-4]). Définissons 
la notion de limite d'une fonction f (x, y) de doux variables 
(cf. 11-2-8)). Supposons que la fonction cst définie en tout point 
M (x, y) suffisammont procho de M (a. b). 

Définition. On di que le nombre À est la limile de f (x, y) 
lorsque M (x, y) tend vors Mo (a, b), et on écrit 


Umf(z,y)=4, ou lim f(x, y)=4, 
+ MMo 


si pour tout e positif donné il existe un n positif tel que 
lA—f(x y)l<e si It—af<n et ]y—b|<n. 


On suppose que le couple de valeurs x = a, y = b est exclu 
(M ne coïncide pas avec Ho). Si le point M, est sur la frontière 
du domaine où f (x, y) cst définie, f tendant vers Mo doit appar- 
tenir à ce domaine. Soit une suite indexée de points M, (x;, y) 
tendant vers Mo (a, b}), c'est-à-dire une suite telle que les x, aient 
pour limite a et. les y, aient pour limite b. On peut démontrer que si 
la suite de nombres u, = / (2,, y.) pour toute suite de points M, (z,. 
Un) à unc seule limite À, alors À est la limite de f (x, y) lorsque 
sé (zx. y) tend vers M (a b) au sens de Ia définition donnée ci- 

essus. 

Supposons que jf (x, y) cst définie aux points Mo (a, b) et dans 
tous les points voisins de M5 (e, b) (cf. [l-2-8]). 

Définition. La fonction f (x, y) est dite continue au point 
M (a, b) si 


Jim f(x, y)=f(a b), ou Jim 7 (2 y)=f(a, b). 
U—h 
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Une fonction est dite continue dans un domaine si elle est continue en 
tout point de ce domaine. 


Ainsi la fonction u = V1 — 21 — yÿ* est continue dans le cercle 
où elle est définie. On peut aussi en dire qu'elle reste continue si 
on joint au cercle sa frontière, c'est-à-dire la circonférence sur 
laquelle u = 0. 

Soit B un domaine fermé et fini dans un plan et f (x, y), une 
fonction continue dans B (continue à l’intérieur de B et jusqu'à 
la frontière de B). Une telle fonction a des propriétés analogues 
aux propriétés des fonctions d’une variable indépendante continues 
sur un intervalle fermé et fini [1-2-11]. Le procédé pour démontrer 
ces propriétés est dans l'essentiel le même que dans [1-2-19]. Nous 
nous bornerons à en formuler les résultats. 

1. La fonction f (x, y) est uniformément continue dans B, c'est- 
à-dire que pour tout nombre positif e donné, il existe ur nombre posi- 
if n tel que 


LF(Gar ve) — 1 (au m)1<e 
St (z1, ya) et (2, V2) appartiennent à B et si 


Îta—2l << |ve=wl<n. 


2. La fonction f(x, y) est bornée dans B, c'est-à-dire qu'il 
existe un nombre positif M tel que |f(x, y) | < M pour tout 
(x, y) appartenant à B. 

8. La fonction f(x, y) passe par sa valeur la plus grande et la 
plus petite dans B. 

Jndiquons un corollaire de la définition de la continuité de la 
fonction. Si / (x, y) est continue au point (a, b} et si y — b, la 
fonction f (x, b) d'une variable indépendante x est continue pour 

= a. De même, f (a, y) est continue pour y = k. 


I1-4-2. Dérivées partielles et différentielle totale d’une fonction 
de deux variables indépendantes. Supposons que la fonction u = 
= f(x, y) est telle que y reste constant et seul + varie, c'est-à-dire 
que z devient une fonction de x seulement, et on peut calculer son 
accroissement et sa dérivéo. Soit A,u l'accroissement de w, lorsque y 
resle constant et que x croît de Ax: 


Au f(z+ x, y)—1(x y} 
La dérivée s'obtient en cherchant la limite 


Jim xu = lim É(z = Az, 1) — f (2 y) 
bx++0 ÔX Ax»40 Az 
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La dérivée ainsi obtenue en supposant que y reste constant est 


la dérivée partielle de la fonction u par rapport à x, et on utilise la 
notation : 


ôf (2, : êu 
160, ou f<(r, y), ou 7° 


Notons que 34 n'est pas une fraction mais un symbole désignant 
ôz 


une“dérivée partielle. Si j (x, y) a une dérivée partielle par rapport 
à x, elle est une fonction continue de x pour un y constant donné. 
De même on peut définir l'accroissement AÀ,u et La dérivée partielle 
ET as rapport à y Asus en supposant que x reste constant : 
ôf (x, y 7 e pu _ 
AED Lys dim 28% Jim EVA) 
8y fu { ’ y) êy Av-r+0 Ay ne Ây . 


Si par exemple, u=1?+y?, alors 


êu = 2% ôu e 2y. 


2e 20 y 
Examinons l'équation de Clapeyron 
po=RT. 


A l'aide de cette équation on peut définir l’une des deurs p, vet ? 
en fonction des deux autres qui doivent alors être considérées comme des varia- 
bles indépendantes. Nous obtenons la table suivante: 


Variables 
pendantos 


Fonctivns 


Dérivées partiel- 
les 





D'où la relation 


Si dans lo premier membre on effectue la simplification, on aurait (+1), 
et non (—1). Mais dans cette égalité les dérivées partielles sont calculées avec 
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des hypothèses différentes: 
ôv 
pour 57 on suppose p constant; 


a 
pour FT on suppose v constant : 
pour 2 on suppose 7? constant. 


C'est pourquoi on ne peut pas faire cetto simplification. 


Désignons par Au l'accroissement 1olal de la fonction obtenu lors- 
que x ct y varient simultanément : 

Au=f(x+ Az, y+Ay)— (x, y). 

En ajoutant et en retranchant f(x, y + Ay), il vient 
Au={f(x+ 4x, y+4y)—f(x, y+ 4y)}+Lf (x, y + Ay)—f (x, y]. 
Le premier terme représente l'accroissement de u pour la valeur cons- 
tante (y + Ay) de la variable y, tandis que le second représente 

l'accroissement de w pour la valeur constante x. 

Supposons que f (x, y) est définie dans un certain domaine 2, 
que le point (x, y) s0 trouve à l'intérieur de B et que Az et Ay ont 
été choisis tellement petits por leur valeur absolue qu'un rectangle 
au centre (x, y) et à la longueur des côtés égale à 2 | Âz jet 2 | Ay | 
est situé également à l’intérieur de B. Supposons en outre que j (x, y) 
a des dérivées particlles à l’intérieur de B. En appliquant la formule 
de Lagrange à chacun de ces accroissements faisant partie de Au, 
ce qu'on peul faire parce que dans chaque cas, une seule variable 
indépendante varie, il vient: 5 

Au = fx(x+ 84%, y+ Ay) Az + f(x, y + 61Ay) Ay, 
où 0 et 0, sont compris entre zéro et un. En supposant continues 
les dérivées partielles = et LA nous pouvons dire que lorsque Az 
et Ay tendent vers zéro, le coefficient de Az tendra vers f£(x, y) 
tandis que le cosflicient de Ay tendra vers f, (x. y). c'est pourquoi 
Au=|fx(z, y)+elAz+1{fi(x y) +e] y 

ou 

Au=f;(x, y) Az+f,(x, y) Ay + 84x + eg, (1) 
où & et &, sont infiniment pelits en même temps que Ar et Ay. 
Cette formule est analogue à: 

Ay=y'Az+eAx, 

que nous avons démontré dans le cas d'une fonction de variable 
indépendante {[11-1-6). Les produits &Az et 8:Ay seront des infini- 
ment petits d'ordre supéricur par rapport à Âx et Ay. 
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Rappelons que dans les raisonnéments précédents nous avons 
supposé non seulement l'existence mais aussi la continuité des déri- 


vées partiolles ee et % dans un certain domaine conténant le poinL 


(æ, y). 

’ Remplaçons dans ka somme des doux premiers termes du second 
membre de (1), Az et Ay par des nombres arbitraires dx et dy (dilf- 
férentielles des variables indépendantes). Ainsi on obtient : 


du=f.(z, y)de+ f(x, y) dy, 
ou 


êu âu 
du= dt dy, (2) 


qui porte le nom de différentielle totale de la fonction u [11-1-6). 
Etant donné les propriélés déjà indiquées do eAzx et de e,Ay, 

on peut dire que pour les petites valeurs de | dx|et| dy| la différentielle 

totale du est une valeur approchée de l'accroissement lolal Au qui 

A aux accroissements dx el dy des variables indépendantes 
-1-61. 


Par ailleurs, il est évident que les produits = dx et > dy don- 


nent une valeur approchée des accroissemonts A,u ot A,u et, donc, 
pour des accroissements petits des variables indépendantes, l'accroisse- 
ment total de La fonction est approximativement égal à la somme de ses 
accroissements partiels 


Au — du — su + Ayu. 


L'égalité (2) exprimo une propriété importante d’une fonction 
de plusieurs variables indépendantes que l'on peut appeler la pro- 
priété de « superposition des petites actions ». Les effets conjugués 
de plusiours actions petites Ar et Ay peuvont être remplacés avec 
uve précision suffisante par la somme des effets de chacun d'oux. 


KH-4-3. Dérivées des fonctions composées et des fonctions 
implicites. Supposons maintenant que la fonction uw = f (x, y) 
dépende par l'intermédiaire de x et de y d’une variable indépen- 
dante t, c’est-à-dire supposons que z et y ne soiont pas des variables 
indépendantes mais des fonctions de la variable indépondante 
t et calculons la dérivée z de x par rapport à t. 

Si La variable independante t subit un accroissement At, les 
fonctions x et y subiront un accroissement Az et Ay ct u, un accrois- 
semont Au: 


Au = (x + Az, y + Ay)—f(, y). 
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Nous avons vu [11-4-2] que l'accroissement peut être mis sous 
la forme 
Au= fx(x+ 647, y + Ay) Az + fi(z, y+ 6:Ay) 4y. 


Divisons les deux membres de cette égalité par At: 
= le(s + OAz, y+ Au) LE + fi (e, y + 61Ay) À. 


Nous avons supposé que z et y admettent une dérivée par rap- 
port à # et donc seront, à plus forte raison, des fonctions continues 
de £. C’est pourquoi lorsque At tend vers zéro, Az et Ay tendent 


également vers zéro vu la continuité supposée de ae et de 2 


ôy ? 
l'équation écrite deviendra en passant à la limite 
, d , ? 
Dm fees y) + fu(e, v) À. (3) 


Cette égalité exprime La règle de différentiation d'une fonction 
composée de plusieurs variables. 

Supposons, en particulier, que la variable + joue le rôle de la 
variable indépendante t, c'est-à-dire que la fonction u =f(x, y) 
dépend d'une variable indépendante x directement et par l'inter- 
médiaire de la variable y qui est une fonction de x. Etant donné 


que E=1, nous obtenons en tenant compte de (3): 
du _, ; d 
= fee, y) + fole, y) SL. (4) 


La dérivée £ est appelée la dérivée totale de u par rapport à z 
par opposition à {a dérivée partielle f: (x, y). 
La règle de différentiation des fonctions de fonction g'applique 


pour trouver la dérivée d’une fonction implicite. Supposons que l’é- 
quation 


F(z y)=0 (5) 
définisso y conme fonction implicite de x ayant la dérivée 
y =" (x). 
Eu faisant y = (zx) dans (5), nous devrions obtenir l'identité 
= 0 car y=œ(x) est une solution de l'équation (5). Nous 


voyons de la sorte que la constante nulle doit être considérée comme 


une fonction de fonction de x qui dépend de zx directement et par 
l'intermédiaire de y = œ (x). 
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La dérivéo par rapport à z do cette constante doit être nulle: 
en appliquant la règle (4) nous obtenons: 


: Fix, v)+ Fe, y)y=0, 
d'où 


L'expression, ainsi obtenue, pour y’ peut receler aussi bien x 
que y, et si on veut obtenir l'expression de y’ uniquement en fonction 
de la variable indépendante x, il faudra résoudre l'équation (5) 
par rapport à y. 


11-5. Applications géométriques de la notion 
de dérivée 


I1-5-1. Différentielle d'un arc. On montrera en calcul in- 
tégral comment trouver la longueur d’un arc de courbe, on obtiendra 
l'expression de la différentielle de la lon- 
gueur d’un arc et l'on démontrera que Île 
rapport d'une corde à son arc tend vers 
l'unité, lorsque les deux extrémités de 
l'arc so rapprochent indéfiniment pour for- 
mer un point. 

Soit une courbe y = f(x) donnée et 
nous allons chercher la longueur d’un arc 
de la courbe mesuré dans un certain sens 
à partir d'un point À donné de la courbe Fig. 73 
(fig. 73). Soit s la longueur de l'arc AM 
joignant Je point À au point variablo 4. La grandeur s de 
même que l’ordonnée y est fonction de l'abscisse z du point #. 
Si le sens AM coïncide avec l'orientation choisie sur la courbe, 
on a s > 0, et dans le cas contraire s << 0. Soit M (x, y) et N (x + 
+ Az, y + Ay) deux points de la courbe et soit As la différence de 
longueur des arcs AN et AM, c'est-à-dire l'accroissement dela 
longueur de l'arc lorsqu'on passe de M en N. La valour absolue de 
As est la longueur de l'arc MN prise avec le signe (+). On voit sur 
le triangle rectangle 





(MNÿ = Az? + Aya, 


d'où 
ANR _ Ay \?2 
a+ (SE) 
ou bien 


FR) (El ei+(E). 
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La iangente MT, si elle existe, est la position limite de la sécante 


MN lorsque N tend vers M 1e long de la courbe, c’est-à-dire Lorsque 
Az—+ + 0. 


En passant à la limite dans l'égalité précédente (on suppose 
l'existence de la tangente) et en tenant compte de ce que, d'après ce 


7? 
qui a déjà été dit, (©) —+ 1, nous avons: 


soit Ge) -1+ GE 
H=+Virys (1) 


Nous devons prendre le signe (+) si s croît avec x et le signe (—) 
si s décroît lorsque x croît. Pour préciser supposons que nous sommes 
dans le premier cas {représenté sur la fig. 73). 11 résulte de (1) que 


ds=V1<+y'*dz ou, comme y, 


ds= Van Ædyà, c'est-à-dire ds? = dr + dus. (2) 


Si le radical est considéré commo positif, on obtient la valeur arith- 
métique de ds. La formule (2) est, au fond, une autre expression 
de (1). Comme nous verrons par la suite, elle est très pratique. On 
étudiera plus en détail la longueur de l'arc au paragraphe [111-3-3]. 

Le paramètre naturel pour déterminer les positions du point M 
sur la courbe est la longueur s de l'arc A4. On peut prendre cette 
grandeur s pour variable indépendante et les coordonnées (x, y) de 
M seront des fonctions de s: 


æz=p(s),, y=Y(s). 

Nous parlerons plus en détail des courbes données sous forme para- 
métrique au paragraphe [11-5-5}. Nous allons expliciter la signifi- 
cation géométrique dos dérivées de zx et de y par rapport à s. 

Supposons que le point AN est disposé de telle façon que le sens 
de l'arc MN coïncide avec le sens pris sur la courbe, c’est-à-dire 
que As > 0. Lorsque N tend vers M, la direction de la sécante MN 
donne à la limito la direction déterminée do la tangente au point M. 
Cette direction de la tangente sera dite sens positif de la tangente. 
Elle dépond du sens positif de la courbe. 

Soit a; l'angle formé par MN avec le sens positif de l'axe OX. 


L’accroissement Az de l’abscisse x est Ja projection du segment HN 
sur l'axe OX, par suite: 


Ax= MN cos &t (MN = V A+ A), 
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et dans cette égalité MA est considéré comme positif. En divisant 
les deux membres de cotte égalité par la longueur de l'arc MN 
soit Às, nous avons 

EN 4x3-- Ay? 

LE = VEPRRE cos œ. 

Par hypothèse, As > 0, c'est pourquoi lorsque NW tend vers M, 
le rapport V Az? + Ayf/As tend vers (+1) et l'angle & tend vers 
l'angle « formé par le sens positif de la tangonte MT avec le sons 
positif de l'axe OX. À la limite l'équation dovient 


ér 
cos œ nr Fi ï (3) 
De même, en projetant MW sur l'axe OY, il vient 


d 
sino=— (4) 


11-5-2. Counvexité, concavité, courbure. On a représenté sur 
los fig. 74 et 75 des cas de convexité et de concavité de courbes 
tournées du côté des ordonnées positives. 

Une même courbe y = f (x) peut, bien sûr, être formée de parties 
convexes comme de parties concaves (fig. 76). Les points, qui sépa- 


Fig. 74 Fig. 75 


rent les parties convexes d'une courbe des parties concaves, sont des 
points d'inflexlon. 

Si l'on se déplace sue une courbe dans le sens des x croissant ot 
si l'on considère les variations de l'angle a formé par Ja tangente et 
lo sens positif de l'axe OX, on voit (fig. 76) que sur les parties con- 
vexes cel angle décroît tandis que sur les parties concaves il croît. ‘ga, 
c'est-à-dire f’ (zx), présentera la même variation car lorsque a 
croît (décroît), 1g «& Jui aussi croît (décroît). Mais les intervalles 
où f’ (x) décroît sont ceux où la dérivée do cette fonction est négative, 
c'est-à-diro où f” (x) << 0 et les intervalles où f’ (x) croît sont ceux 
où f” (x) >> 0. Nous avons ainsi le théorème: 

La courbe présente une convexité vers les ordonnées positives dans 
les intervalles où f” (x) < 0 et une concavité dans les intervalles où 
f” (x) > 0. Les points d’inflexion sont ceux où f” (x) change de signe. 
12281 
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À partir de ce théorème, en raisonnant comme nous l'avons 
déjà fait ([11-3-2}, nous obtenons la règle pour trouver les points 
d'inflexion. Pour trouver les points d'inflexion d'une courbe, il faut 
trouver les valeurs de x pour lesquelles f” (x) s’annule ou n'existe pas 
el étudier les changements de signe de f" (x) lorsque x passe par ces 
valeurs, en utilisant la table suivante: 


C int 
poiat d‘infloxion Finflexion 


concave COnvexo convexe concave convexe concCave 





La représentation la plus naturelle de la déformation d'une 
courbe s'obtient en examinant les variations do l'angle a compris 
entre la tangente et l’axe OX lorsqu'on se déplace le long de 1n 


5 
4° 





Fig. 77 


courbe. De deux arcs de courbe de même longueur As la plus in- 
curvée sera celle dont la tangente tournera le plus, c’est-à-dire 
celle pour laquelle l'accroissement Aa sera le plus grand. Ces con- 
sidérations nous conduisent à la notion de courbure moyenne de As 
et de courbure en un point donné: la courbure moyenne de l'arc As 
est la valeur absolue du rapport de l'angle Aa compris entre les tangentes 
aux extrémités de l'arc à la longueur As de l'arc. La limite de ce rapport 
re D tend vers zéro est la courbure de la courbe au point considéré 
ig. : 
De sorte que la courbure C s'écrit: 


da 
c=|S|. 


Mais tga est la dérivée première y’, donc 
a=arctgy", 
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d'où en différentiant par rapport à x la fonction de fonction arc tg y'1 


et Les 
da = de. 


Mais nous venons de démontrer que 


ds=+V1+yiaz. 


En divisant da par ds, on obtient l'expression définitive de le 
courbure : 


y° 
C= TETE (5) 


Sur les parties convexes il faut prendre le signe (—) tandis que 
sur les parties concaves il faut prendre le signe (+): ainsi C sera 
toujours positif. 

Aux points de la courbe où soit y’ soit y” n'existent pas, il n'y 
a pas non plus de courbure. Au voisinage des points où y” s'annule 
la courbure devient nulle et la courbe tend vers une droite. Ceci se 
produira par exemple au voisinage des points d'inflexion. 

Supposons que les coordonnées x, y des points de la courbe s'ex- 


priment au moyen de la longueur de l'arc s. Dans ce cas, nous avons 
vu que: 


_ 4x _ dy 
COSQ=, sina=—. 


L'ongle œ sera aussi une fonction de s, et en dérivant par 
rapport à s les égalités écrites, nous avons: 


: da diz da di 
| —sna ess, COS = ee . 
En élovant au carré et en additionnant ces deux égalités, i) 
vieni: 
da \3 _fdiz\s dy \2 
(Se) =) + (6). 
ou 
. d3z 2 d?y 4 
Ce) +(5+) 
d'où 


dix 1? dèy \à 
CV () +(5+) : 
L'inverse de la courbure de C : _ s'appelle le rayon de courbure. 


D'où pour le rayon de courbure R on aura, en vertu de (5), l'expres- 
12° 
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sion suivante! 
Ltd |. d+v2" 
ages ER. Se 
soit 
RTE RS 
dix dèy \? : 
V (+) +(%) 
et on prend la valeur positive de la racine. 
Dans le cas d’une droite y est un polynôme du premier degré 


en x et, par conséquent, y” est identiquement nulle, c'est-à-dire 
[V2 


A= 





Fig. 78 Fig. 79 


que tout le long de la droite la courbure est nulle et le rayon de 
courbure est infini. 
Dans le cas d’un cercle de rayon r il est évident que (fig. 78): 


As=rAa et R=—lim er, 


c'est-à-dire que le rayon de courbure est constant tout le long du 
cercle. Par la suite nous verrons que soul le cercle présente cette 
propriété. 


Notons que les variations du rayon de courbure ne sont pas aussi sensibles 
que celles de la tangente. Examinons unc ligne formée d'un Se de droito 48 
et d'un arc de cercle BC tangont au cr au point 2 (fig. 79). Sur AB le rayon 
do courbure est infini, sur SC il cst gl au rayon r du cercle, et au point 8 il 
présente uno discontinuité, alors que la direction de la tangento vario de façon 
continue. On explique ainsi les secousses dos wagons dans les virages. 
Supposons que la vitesse » des wagons reste constante. On sait do la méca- 
aîque que la force sera dirigée suivant Ja normale à la trajectoire et 


2 
que son intensité sera nm , OÙ m est la masse du corps en mouvement ot Z? le 


rayun de courbure de la trajectoire. On voit alors qu'aux points où il y a discon- 
es du rayon de courbure il y aura discontinuité de la force, d’où apparition 
e secousses. 


11-5-3. Agymptotes. Passons maintenant à l'étude des branches 
infinies des courbes où l’une des conrdonnées x ou y ou Îles deux en- 
semble croissent indéfiniment. L'hyperbole et la parabole nous don- 
nent des exemples de courbes à branches infinics. 
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L'asymptote d'une courbe à branche infinie est une droite telle que 
la distance des points de la courbe à la droite tend vers zéro lorsqu'on 
s'éloigne indéfiniment sur la branche infinie. 

Montrons d'abord cormment trouver les asymptotes d’une courbe 
qui sont parallèles à l'axe OY. L'équation d'une telle asymptote 
doit être de la forme 

æ=c, 


où c est une constante; dans ce cas en se déplaçant sur [a branche 
infinie z doit tendre vers c, et y vers l'infini (fig. 80). Nous ob. 
tenons ainsi la règle suivante: 

Toutes les asymptotes de la courbe 


y=1(2 
parallèles à l'axe OY peuvent être obtenues en trouvant Les valeurs x = 
= c telles que lorsqu'on s'en approche, f (x) tende vers l'infini. 

Pour déterminer comment la courbe est disposée par rapport à 
l'asymptote il faut déterminer le signe de j (x) 
lorsque z tend vers c à droite et à gauche. , 

Passons maintenant à la recherche T#47#z}"cf limfirpercs 
d'asymptotes non parallèles à l'axe OY. FIN re 
Daas ce cas l'équation de l'asymptote doit 
être de la forme 






ë * 
n = aË +, 
où & et n sont les cuordonnées de l'asymp- \ { 
tote tandis que x, y sont celles du point Lt{zt=-o Lmnt(xjense 


courant de la courbe. Sn AE de 
Soit « l'angle compris entre l'asymp- Fig. 80 
tote et le sens positif de l'axe OX. Soit 


MK la distance du point do la courbe à l'asymptote et ÂfX; la dit- 
férence des ordonnées de la courbe et de l’asymptote pour une 
même valeur de l'abscisse x (fig. 81). On voit sur le triangle 
rectangle que 


IFR] (025), 
donc, la condition 
lim MX —0 
peut être remplacée par 
lim MA, =0. (7) 


Dans le cas où l’asymptote n'est pas parallèle à l'axe OY , en se 
déplaçant sur la branche infinie correspondante, x tend vers l'infini. 


182 CH. {i. NOTION DE DÉRIVÉE. APPLICATIONS 


En tenant compte de ce que MX; est la différence des ordonnées de 
la courbe et de l'asymptote pour une même abscisse, on peut mettre 
la condition (7) sous la forme: 


limff(z)—az—b]=0, (8) 


d’où les valeurs de a et de b. 


r] x 
Fig. 81 Fig. 82 
La condition (8) peut être mise sous la forme: 
linz [2 -a-2]=0. 


Mais le premier facteur x tend vers l'infini, c'est pourquoi l' cxpres- 
sion entre crochets doit tendre vers zéro: 


._ F(2 7 _,. (2 =. 
RS 
c'est-à-dire 
a=tim/®. 
xx T 


Ayant trouvé a, on peut obtenir b à partir de la condition prin- 
cipale (8) qui peut être mise sous la forme: 


b=Ïlim]f(z) — ax]. 
X<00 
Ainsi, pour que La courbe 
y=f(a) 


ait une asymptote non parallèle à l'axe OY, il faut et !l suffit que lors- 
que l'on se déplace sur la branche infinie x croisse indéfiniment et 
qu'existent les limiles: 


a=limi® , b= lim |f(z)— ax), 
xem T ne 


et alors l'équation de l'asymptote sera: 
n=cË +. 
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Pour étudier la position de la courbe par rapport à l’asymptote, 
il faut étudier séparément le cas où x tend vers (+0), et celui 
où il tend vers (—co), et dans chaque cas il faut déterminer le 
signe de la différence 
f(x) — (ax + b). 


Si elle est positive, la courbe est au-dessus de l'asymptote; si 
elle est négative, la courbe est au-dessous de l’asymptote. Si cette 
différence ne garde pas un signe constant lorsque x croît indéfini- 
ment, la courbe oscille autour de l'asymptote (fig. 82). 


I1-5-4. Construction de courbes, Indiquons maintenant ia ma- 
nière de procéder pour construire la courbe représentative de ls 


fonction 
y =f#(x), 


de Es plus complète que l'exposé quo nous avons déjà fait {II-3-3). 
aut : 

a) déterminer l'intervalle de variation de la variable indépen- 

dante z; 
’ b) déterminer les points où la courbe coupe les axes de coordon- 

nécs ; 

c) détorminer les sommets de Ja courbe; 

d}) déterminer la convexité, la concavité et les points d'in- 
flexion de la courbe; 

e) déterminer les asymptotes à la courbe; 

f) détorminer éventuellement la symétrie de la courbe par rap- 
port aux axes de coordonnées. 

Pour obtenir un tracé plus précis de la courbe, il est utile, en 
plus, de calculer les coordonnées d'un certain nombre de points 
de la courbe, ce qui est facile à réaliser à partir de l'équation. 


4. Traçons la courbe représentativ de 
{z—3} 
y Ac-T . 
a) z varie dans l'intorvalle (— co, + 00). 
b) Sir—0,0ona y “2 sig = 0, on & z==3, c'est-à-dire que ls 


courbe coupo les axes de coordonnées aux points | 0, — +) et (3, 0). 
c) Calculons les deux premières dérivées 
’ æ—3)(z+1) 2 
Î = CREED Tee ler. 


Eu appliquant la règle habituelle, nous aurons les sommets: un minimum 
(8. 0) et un maximum (—1, —2}, 
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4) On voit à partir de l'expression de la dérivée seconde qu'elle est positive 
our x > { et négativo pour z < 1, c'est-à-dire quo dans l'intorvalle (4, co) 
a courbe est concavo ct dans l'intervalle (—oo, 1) convexe. Il n'y a pas de 
point d'inflexion car f” (x) no change do signe que pour z = 1 et cette valeur 

correspond à uno asymptote parallèle à l'axe OY, ainsi que nous allons le voir. 

e) Pour z = 1 y devient infini et la courbe s pour asymptote 





zx=1. 
Chotchons maintenant les asymptotes qui ne sont pas parallèles 
à l'axo OY: 
31? 
1—+ 
(z—3} : ( zx { 
= Wen ES dim ==, 
se 4G—1)z ss 4 (1-1) 5 
PJ 
ue 
1 (z—3)3 —5r7+9 . x 5 
h lim = lim T' 


< 
D ER US À “Se 
ce LED 4) 1670 “eilii) 
CA 
c'est-i-diro que l'asymptote sers: 
PERTE 


Nous laisserons au lecteur le soin de chercher la disposition de la courbe 
par rapport à l'asymptote. 

f) Il n'y a pas do symétrie. 

Eu reportant tous les résultats obtenus on aura la courbe (fig. 89) 

2. Etudions les courbes: 


y=c(aî—2t) (Sa? — 28), Yi=0 (a2— z72)2, (e< 0), 


ui donnent la forme d'une poutre pesante déformée sous l’action de son poids 
a premièro “pates correspond au cas où les oxtrémités peuvent tourner 
librement, tandis que la seconde correspond au cas où elles sont fixées, Lo 
longueur de la poutre est 2a, l'origine des coordonnées est au milieu et l'axe 
OY est lu vorticale dirigée vors le haut. 
É a) 11 est évident que seul l'intervalle do variation de + (—a, +a) nous 
térosso. 

b) En supposant z == 0, On à y = 5 caë et y, = cat, c'est-à-dire que dans 
le premier cas la flèche de la poutre est 5 fois plus grando quo dans le second. 
Pour z = -k a, y = y; = Ô, ce qui correspond aux extrémités. 

c) Caleulons les dérivées 


y'== —40z (3a?— 22), y — 120 (a2— 22), 
vie —4cx (a3— 29), yi= — âc (a2— 3x2), 


Dans les deux cas dans l'intervalle (—4, +a) il Ï aura un minimum pour 
æ = 0 qui correspond au fléchissement du milieu de la poutre que nous avons 
mentionné plus haut. | 
d) Dans le promior cas, y" > OQ dans l'intervalle (—a, +4), c'est-à-dire 
que la poutre présente uno concavité orientéo vers le haut. Dans le deuxième 
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cas y$ s'annule pour z = -+a/1/3 et change de signe, c'est-à-dire que les points 
correspondants sont les points d'inflexion de la poutre. 
s) [Il n'y a pas de branches infinies. 
Dans les doux cas l'équation ne change pas si on remplace + par {—x), 
c’est-à-dire que dans Les deux cas la courbe est symétrique par FARpOr à l'axo OY. 
. Sur la fig. 84 on a représenté les deux courbes. Pour simplifier nous avons 
pris a = À, c = —1; en fait, la longueur de la poutre est notablement plus 





RER QE RER RE 





6 
Fig. 83 Fig. 84 


rande que sa flèche, c'est-à-dire que à est pos plus prune que c et lo 
orme de Ja courbe sera sg peu différente (luquello?). 
Nous proposons au lecteur de chercher les points d’intlexion de la courhe- 


yes 


,. de comparor avec ia fig. 60 où on a représenté le graphique de cotto fonc 
tion. 


11-5-5. Définition paramétrique d’une courbe. En recherchant 
l'équation du lieu géométrique des points ayant uno propriété 
donnée, il n'est pas toujours commode, ou même possible, d'expri- 
mer cette propriété directement, sous forme d'une relation liant 
les coordonnées z, y du point courant. Dans de tels cas, il est pra- 
tique d'introduire une troisième variable, auxiliaire, au moyen 
de laquelle on peut exprimer séparément l'abscisso x et l'ordonnée 
y de tout point du licu géométrique. 

L'ensemble des deux équations ainsi obtenue 


=p(t), y=vÿ(t) (9} 
peut servir pour construire et étudier la courbe, car pour chaque 
valeur de t il définit la position du point correspondant de la courbe. 


Un tel moyen de se donner une courbe est dit paramétrique, 
et la variable auxiliaire t le paramètre. Pour obtenir l'équation 
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de la courbe sous la forme habituelle (implicite ou explicite) d'une 
relation entre x et y, il faut éliminer le paramètre £ des équations 
{9), ce que l'on peut faire, par exemple, en résolvant l'une des équa- 
one par rapport à £ et en portant la valeur ainsi obtenue dans 
‘autre. 

On rencontre souvent les courbes données en coordonnées para- 
métriques en mécanique, lorsqu'on étudie la trajectoire d'un point 
Æn mouvement et dont la position dépend du temps f, de sorte que 
les coordonnées sont des fonctions de t. En déterminant ces fonc- 
tions, nous avons la trajectoire sous forme paramétrique. 

Ainsi, par exemple, l'équation paramétrique d'un cercle de 
rayon r, dont le centre est en (x, yo), sera 


t=x+rcost, y=y)+rsint, (10) 
que l'on peut mettre sous la forme: 
T2 =rC08t, y—YH=rsint. 


En élevant au carré et en additionnant les deux équations membre 
à membre, nous éliminons le paramètre t et obtonons l'équation 
habituelle du cercle: 


(zx) +(y—vo}=r. 
De même, il est évident que 
æ=acost, y—bsint (11) 


æst l'équation paramétrique de l'ellipse 
za y? 
+= 


Supposons que y, en tant que fonction de x, est définie par les 
formules paramétriques (9). 

L'accroissement At du paramètre entraîne les accroissoments 
correspondants Az et Ay et, en divisant le numérateur et le dénomi- 


nateur de [a fraction . par At, on obtient l’expression suivante pour 
‘la dérivée de y par rapport à z: 
Av 
+ lim A lim 2 Ÿ' 0 
Be er ss eu 
At 
soit 
dy _ Ÿ’() 
LE -e0 (12) 
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Formons la dérivée seconde de y par rapport à z: 





En appliquant les règles de différentiation d’un rapport 
{{1-1-6], il vient: 
= te Red, (13) 
Mais d'après (9): 
dr=@'(t)dt, dr=g(t)dtt, 
dy=#"(t)dt, d'y="(t)df. 


En portant ces valeurs dans (13) après simplification par dti, 
il vient 

o - Ÿ" (gp (6) D 0) 

y CA) (14) 


Remarquons que l'expressiun (13) de y” diffère de celle donnée 
par (3) 111-2-3] (pour n= 2): 
2 
=, (45) 


car cette dernière est obtenue on supposant que x est une variable 
indépendante, tandis que dans le cas de la représentation paramé- 
trique (9) c'est t qui est la variable indépendante. Si x est une va- 
riable indépendante, dx est considéré comme constant [II-1-6], c'est- 
à-dire ne dépondant pas de x, et dr = d (dx) = O0 est la différen- 
ticlle d'une constante. Alors la formule (13) se transformo en (15). 

Pouvant déterminer y’ et y”, nous pouvons trouver la direction 
de Ja tangente à la courbe, la convexité ou la concavité, etc. 


Comme exemplo prenons la courbe représentative de l'équation 
234 y9—Sazy==0 (a > 0), (16) 


qui est eppolée + folium de Doscartes ». 
Introduisons lo paramètre variable # tel que 


pis, un 


ot examinons les points d'intersection de la droite (17) dont le coofficient angu- 
laîre 4 est variable avec La courbe (18). En remplaçant y par &z dans (16), après 
simplification par z%, il vient: 





moe ’ 
++ 
ot (17) nous donns alors: 
. jee Sas 


Fe: 
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On a ainsi l'équation paramétrique du folium de Descartes. Calculons 
les dérivées do z ct y par rapport à 1: 


! 

” a+ À (z-") 
: (+ (HP ? (18) 
: m3 21415) —8E0t _ Sat (2— 5) 

ET AH RE 


Pour étudier les variations de x et de y divisons l'intervalle (— co, + 00) 
dans lequel + varie on parties telles que 21 et y! gardent un signe constant duns 
chaque partie ot no deviennent pas infinis. Pour cela il faut considérer les 
valeurs: 


4 = 
1=—1,0,—— et ÿ2, 
mt 
pour lesquelles ces dérivées s’annulent ou doviennent infinies. Los signes de 
zi ot yé dans ces intervalles s'obtiennent facilement à l'aide des formules (48): 
8 


en calculant les valeurs de x et y aux bornes des intervalles nous obtenons 
table ci-dessous : 


. 









Intervalle ! 


croît de 0 à ÿ%a | croît de 0 à ÿ'2a 





décroÿt de }'4a 


à ÿ 2e 


D'où la courbe représentée sue la fig. 85. 
Fi calculer r coefficient uugulairo do la tangente nous avons la for- 
utule : 


Hi 126) 


nr 2e) (49; 
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Notons que x ot y s’annulent pour ! = 0 el t = co et, comme on voit 
d'après la réprésontation, la courbe se coupe elle-même à l'origine des coor- 


onnées. 
La formule (19) nous donne 


y,=0 pour 1=0, 


= pour {=0C0, 


c'est-à-dire que les deux branches qui se 
coupent mutuellement à l'origine sont tangen- 
tes l'uno à l'axo OX, l'autre à OT. 

Lorsque t! tend vers (—1), z ct y tendont 
vors l'infini et la courbo a uno branche infinie. 
Déterminons l'asymptote: le cocfficient angulaire de l'asymptote ost égal à 





… Sat? (1 +13) 
le BE 


Bat3-3at lim Gat + Ba _ He 
1+8 {1 EE s 


c'est-à-dire quo l'équation de l’asymptote sora : 
Y==—z—a où z+yHtam0, 





b= lim (y+z)= lim 
t—1 t——1 


I1-5-6, Equation de Van der Waals. Si on considère ue gaz vérifie cxacte- 
ment les lois de Boylo-Mariotte ct de Gay-Lussac, on obtient la rolation suivante 
entre Lo pression du gaz p, son volume v et sa température absolue 7: 


Pv=RT, 


où À cst une constante, qe pour lous les gaz si on étudie une « moléeule- 
grammo » du gaz, c'est-à-dire un poids do gaz égal à son poids moléculaire, 

Les gaz réels n'obéissont pas exactement à cette relalion, et Van der Waals 
a donné une sutre formule qui décrit de façan plus précise 10 phénarnène. Cette 
formule est de la forme: 


(o+)@-0=nr, 


où a et à sont des constantes positives qui dépendent de la nature du gaz. En 
césolvant l'équation par rapport à p, il viont: 


ART a 
PEUR 4 


Etudions la relation entre p et v en cunsidérant que 7 cost constant, c'ost- 
à-dire le cas des variations isothermiques du gez. Calculons la dérivéo première 
do p par rapport à v: 


dp RT 2a { 2a (v— b)3 
a eme nl os —#]. en 
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Nous n’oxuninerons que les valours de v supérioures à 6. En ce qui concerne 

le sens physique de cette condition et les courbes que nous obtiendrons, le 

ru evra 8e reporttr à un cours de physique. En onnulent cette dérivée, 
vien 


2a (v— tb}? 
BON RT=0. (22) 


Etudions les varistions du premier membre de cette équation lorsque » 
varie de b à (-+co), pour cela calculons sa dérivée par rapport à », en tenant 
compte de co que, par hypothèse, A7 est constant: 


[ 20 (o—b)t J'=22 (b— D) 28308 (u—b)3 _ _ 2a (o—b) (p—3t) 
es vs va : 


d'où on voit qu cette dérivée est positive si b << v< 86 et négative pour 
v > 3b, c'est-à-dire quo le premier membre de (22) croît dans l'intervalle (b, 3b) 
ot décroît lorsque v continue à croître, c'est pourquoi, pour v = 8b, fl admet 
un maximum égal à 


Par substitution directe on voit que pour v = b et v = + le premier 


membre de (22) deviont (—R7) et, par conséquent, il ost négatif. Si lemaximum 
est aussi négatif, c’est-à-dire si 


le premier membre de (22} est toujours négatif, et dans ce cas on voit sur (21) 


que & est toujours négatif, c'est-à-dire que p décroît lorsque v croît. 
Par contre, si 


Ba 
AT <7p : 


le premier membre de (22) admet un maximum positif pour v = 8b, ot l'équa- 
tlon (22) a une racine r, dans l'intervalle (b, 3b), et l'autro racine ve dans l'in- 
tervallo (3b, co). Lorsque v passe par la valeur , lo premier membro de (22), 
ct par suite æ passe dos valours négatives aux valours positives, c'est-à-dire 


qu'à cette valeur de » correspond un minimum de p. On voit de même qu'à le 
sn de / = v, correspond un maximum de p. 
i enfin 


8a : 
RT= ET (23) 


le maximum du premier membre de l'équation (22) ost nul et les valeurs de 
= x ot de v = », coincident et ont pour valeut commune v = 3b. Lorsqu'on 
passe par cotte valour, lo premier membre de {22) et 2 restent négatifs, c'est- 


àä-dire que ? décroît continôment avec la croissance de v, et ou point « = 3b 
correspond le point d'inflexion C de la courbe. Au point d'inflexion de cuordon- 
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nées v = 2, et pæp. Correspond la température 7. déterminée à partir de 
la condition (23). Ces valeurs sont dites critiques ges ectivement: volume 
critiquo, pression critique et températuro critique); sur la He. 86 on a représenté 


la forme des courbes correspondant aux 
À 


trois cas considérés. 


I1-5-7, Points singuliers des courbes. 
Considérons l'équation d'une courbe, 
donnée sous forme implicite : & 


P (2 y) =0. (24) 


Le coefficiont angulaire de la tan- 
gente à cetto courbe ost défini par la 
ocmalo [11-4-3]: 


; Fi(s y) mn 
ren, 4 %e 


où (x, y) sont les coordonnécs du point 
de tangence. 

Examinons Île cas particulier où 
F (z, y} est un polynôme entier en x ct y 
y. Danscecas la courbe (24) ost dite alyé- 
brique. Les dérivées partielles Fx (z, y) ot 


Fy (æ v) auront des valeurs définies, si 2% 
on remplace x et y par les coordonnées 
d’un point Ge ee M do la cour » 
be (24), et l'équation (25) noue définit 
le cocfficient angulaire de la tangento 
dans tous los cas sauf lorsque les dérivées 
partielles Fz (2, y) et Fy (x, y) s'annu- 
ent au point de coordonnées (x, y). Un 
tel point M est appolé point singulior Fig. 86 
de la courbe (24). , 

Un point singulier de la courbe algébrique (24) est un point qui vérifie 
l'équation (24) et les équations 
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F, (z, y) 0, F (æ y) = 0. (26): 
Pour l'ellipse 
23 y 
artist 


la condition (26) donno z == y = 0 mais le point (0, 0) n’est pas sur l’ellipse, 
c'est pourquoi on dira quo l'ellipso n'a pas do point singulier. 11 en_est do- 
mêmo de l'hyperbole et de 1x parabole. 
Dans le Cas du foliun do Descartes: 
2 + yÿ—3ery=0, 
les conditions (26) deviennent : 
3x2—3ay=0 et 3y1—34az=0, 


et on voit que le point (0, 0} est un point singulier de la courbe. En étudiant 
le folium de Descartes nous avons montré que la courbe se coupe olle-même à 
l'origine des coordonnées et que les deux branches de la courbe qui se coupent 
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en ce point y ont des taiqoiies distinctos: pour l’une des branches la tangente 
est OX tandis que pour l'autre c'est OY. 

On appelle point nodal d'une courbe un polnt singulier où les différentes 
branches de la courbe qui se coupent ont des tangantes distinctes. 

De la sorte l'origine des coordonnées cost un point noda) pour le folium de 
Descartes. 

Montraos sur des oxemples quoiques typos de points singuliors des courbos 
algébriques. 

1. Examinons ls courbe 


y—ax3=0 (a > 0), 


qui pure le nom de parabole semi-cubique. 

1 est facile do voir gs les coordonnées (0, 0) annulent le premier membre 
de cotte relation et s0s dérivées partielles par rapport à x et y. 1E en résulte 
que l'origine des covrdonnées est un A singulier pour cette courbe. Pour 

tudior la forme de la courbe au voisinago de ce point singulier coustruisons 
<oite courbe. Son équation sous formo explicite sera: 


v=+E Vaux, 


Pour construire La courbe il suffit d'étudior la partie qui correspond au 
signe (+-) car la partio correspondant au signo (—) sera symétrique à la promière 
partie par rapport à l'axe OX. 11 résulto de l'équation que + no peut ôtro négatif 
êt que lorsque x croît de O à (+ co), y croît aussi de O à (+ ©), 

Déterminons les doux premières dérivées: 


._3Va 
y=+ az, y TAVz 


Pour += 0 où a aussi y’ = 0: si on tient compte aussi do ce que x ne peut 
teodro vers zéro que par valeurs positives, on peut dire quo l'axe OX sera tangent 
à ln courbe à droite à l'origine do coordonnées. De plus on voit que pour la 

artie étudiée de la courbe y” garde un signe constant ft) dans l’intorvalle 
0, +00), c'est-à-dire que la concavité de la pertio de courbe étudiée est 
\ournée vors Îles ordonnées positives. 

Sur la lig. 87 on a représenté La courbo étudiée (pour a = 4). À l'origine on 
a deux branches de courbe; elles ont une même tangente au point de tangence 
et sont situées de part et d'autre de leur tangente commune au voisinage du point 
singulier (dans le cas examiné, partout). Un tel point singubler s'appello point 
de rebroussement de prèmiere espèce. 

2. Examinons la courbe: 


{y— 222 — 36 =. 


11 est facile de vérifier que l'origine dos coordonnées est un point singulier 
do la courbo. L'équation de la courbe sous formo explicite sera : 


yar+ Var. 
On voil que z peut varier do 0 à (+ co). Calculons les deux premières dérivécs: 
pus EVE 2e D VS 


et étudions séparément les doux branches correspondant respectivement aux 
signes (+) et (—). 
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Notons tout d'abord que dans les déux cas pour z = 0 et y’ = Q, comme 
ue l'exemple précédent, l'axe OX sera tangont aux deux branches de Ja courbe 
roite. 


En étudiant los doux branches de la courbe de la manière habituelle, on 
obtient les résultats suivants: sur Ja première brancho y croît de 0 à (+ co) 
loruque z croît de 0 à (--co) et la courbo ost concave: la deuxième branche 


a un sommot (maximum} pour z = 7 un point d'inflexion pour x == = 
et la courbe coupo l'axe OX pour z = 1. 


Ceci étant, on pout tracor la courbe représentés sur la fig. 58. 


(y-2texs0 





Fig. 87 Fig. 88 


A l'origine des coordonnées se rencontrent sans se continuer deux branches 
de la courbe, elles ont en ce point une tangenie commune et sont situées du même 
côté de la tangente au voisinage du point singulier. On appelle un tel point un 
point de rebroussement de deuxième espèce. 

8. Etudions la courbo 

y? j-m0, 


L'origine est un point singulier do la courbe. Sous forme explicite l'équation 
de la courbe sera: 
y=+a Vi. 


L'équation sous forme implicite ne contient que des puissances patros de x 
ot y. c'est pourquoi les axes de coordonnées seront des axes de symétrie de la 
courbe et il suffit d’étudior la partie de la courbe correspondant aux valours 
positives de z el de y. T1 résulto do l’équation de la courbe sous forme explicite 
que z peut varier do (—1) à (4-1). Bornons-nous à calculer la dérivée première : 


p'= æ (2— 325) 
Vi—21 : 


Pour x = 0 on a y = y” == 0, c'ost-à-diro qu'à l'origine la tangonte coïncide 
ovec l'axe OX, et pour x = 4 on 8 y = 0 ot y” = ©, c'est-à-dire qu'au point 
(1, 0) Ia tangonte ost parallèle à l'axe OY. Avec Jes méthodes habituell 8 on 


trouvera que la courbe à un sommot pour x = + + En tonant compte de ce 


13-281 
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qui a déjà été dit et en particulier de la symétrie de la courbe, on aura la courbe 
représentée sur la fig. 85. A l'origine les deux branches de la courbe correspondant 


YETrTEnQ ; 





Fig. 89 


aux signes (p) ot (—) devant le radical sont tangentes l'une à l'autre. Un tol 
point singulior s'appelle point de tangence. 
4. Exuninons Ja courbo 


yi—22(r—1)=0. 
L'origine est un point singulier. L'équation explicite de la courbe sora 
y=+ V2 (z—1). 


En romerquant quo le torme sous le radical no peut pe être négatif, an en déduit 
que soit x = 0, suit x > 1. Pour z = 0 on a y = 0. Examinons la brancho do 


SN Lo = nm we à 





Fig. 90 Fig. 91 


la courbe qui. correspond au signe (+). Lorsque x croît de 1 à (oo) y croît 
de Où (he. On voit d’après expression do la dérivée première 


= 352 

2V/z—1 
que pour x == 1, y” devient infini, c'est-à-dire ire point (1,0) la tangente 
est parallèle à l'axe OY. La douxièmo branche de la courbe correspondant au 


gigno (—) sera étrique de la branche étudiée par rapport à l'axe OX, On ob- 
tiont Gi la courbe représentés sur la fig. 90. Dans lo cas considéré les coordon- 
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nées do l'origine O (0, 0) vérifient l'équation de la courbe, mats dans son roi- 
sinage, il n'y a pas d'autres points de Le courbe. Dans ce cas le point singulier 
esi un point isolé. ” 


Avoc les typos de points singuliers que nous venons d'examiner nous avons 
épuisé tous les cas possibles de points singulicrs du courbes algébriques, muis 
il peut arrivor qu'on un certain point d’une courbe algébrique coïncident plu- 
siours types du points singuliers, do mêmo type ou de types différents. 

Les courbes non algébriques sont 1diius transcendantes. 

Nous proposons au lectouc do moutrer qu'à l'équation 


y=zlnz 


correspond la courbe représontée sur Ja fig. 91. L'origine des coordonnées est 
un point d'arrêt de la courbo. 


1-5-8. Eléments d’une courbe. Donnons les principales formules 
liées à la notion de tangente et de courbure d’une courbo, et intro- 
duisons quelques notions nouvelles. 

Si l'équation de Ja courbe est de la forme 


y=f(x) (27) 


le coefficient angulaire de la tangente est la dérivéo f’ (x) de y pac 
rapport à z et l'équation de la tangente peut être mise sous la forme: 


Y—y=y(X—z) (y =f (2), (28) 
où (x, y) sont les coordonnées du point de tangonce, tandis que 
(X, Y) sont les coordonnées du point courant de ls tangente. La 
normale à la courbe au point (x, y) de la courbe est une droite passant 
par ce point et perpendiculaire à la tangente en ce point. On montro 
en géométrie analytique que les coefficients angulaires de droites 
perpendiculaires sunt inverses en valeur ct de signes opposés, c'est- 


à-dire que lo coefficient angulaire de La normale scra (—) , Qt 
l'équation de ja normale peut s'écriro 


Y—y=—+(X-2) 
ou 
(X—2x)+y (Y —y)=0. (29) 


Soit M un point quelconque de la courbe, et N les points 
d'interscction de la tangente et de Ja normale à la courbe au point 
M avec l'axe OX. Soit Q le pied de la perpendiculaire menée du 
point M sur l'axe OX (fig. 92). Les segments QT et QN portés par 
l'axe OX sont appelés la sous-tangente et la sous-normale à la courbe 
au point M. Les nombres déterminés qui correspondent à ces seg- 
ments sont positifs ou négatifs suivant l'orientation des sogmonts 


13° 
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sur l'axe OX. Les longueurs des segments MT cet MN s'appellent 
la longueur de la_tangente et la longueur de la normale à la courbe 
au point M. On les considérera ici 

toujours comme positives. L’abscisse du 

point Q de l'axe OX est égale, évidem- 

ment, à l'abscisse x de M. Les points 

/ T et N sont les points d'intersection de 
la tangente et do la normale avec l'axe 
OX et pour déterminor les abscisses de 
0! W T ces points il faut faire Ÿ = 0 dans les 
équations de la tangente et de la normale : 

Fig. 92 et résoudre les équations ainsi obtenues 

par rapport à X. Nous obtiendrons ainsi 


pour l'abscisse de 7 : (z —À) et pour cells de N: (x + yy’). Il est 
maintenant facile de déterminer la sous-tangente et la sous-normale : 
QT 07-00 zh re —+., 
QN=ON-00=2+yy —z=yy. 
Maintenant, on peut obtenir la longueur de la tangente et de la 
normale à partir des triangles rectangles MOT et MON : 
(FIV TOO = Ve LVTEUT | _ 
MN = V MO ON = VIF = y VTT, 


et il faut choisir les signes (+) de façon à ce que les expressions du 
second membre soient positives. à 
LA Cds encore la formule du rayon de courbure d'une courbe 


[11-5-2 


4 


(30) 


°99/: 
R=+ Et ; (32) 
Désignant par n la longueur de Ja normale, nous obtenons à par- 
tir de la deuxième formule (31): 


y THyf=te, 


et en portant cette valeur de V1 +y? dans (32), nous aurons l’expres- 
gion suivante du rayon de courbure : 


ti 
R=+ ir: (821) 
Si la courbe est donnée sous forme paramétrique 


æ=q{t), y=v(t), 
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les deux premières dérivées y’ et y” de y par rapport à x s'écrivent 


(II-5-5]: 
y! = _ +'@ 
dr qu) 
- _ Pyds— de dy _ #4) p(D— 8" (0 Ÿ' (0 
PR a 7 .  Wor | La 


En particulier, en portant ces valeurs dans la formule (32), nous 
obtenons l'expression du rayon de courbure pour le cas considéré: 


5 (rt dy, {lp (+ ds : 
R= La drd  Eÿ09 pv dm? (94) 


où « est l'angle formé par la tangente avec l'axe OX. 
Si la courbe est donnée sous forme 


implicite, 
F(z, y)=0, 
d’après (25), on aura pour la tangente 
l'équation 
File, y)(X—2)+ Fix, y)(Y —y)=0. 
(35) 


11-59. La chaînette. On appelle chafnette 
la courbe qui pour un choix convenable des 
a do coordonnées peut se mettre sous la 
orme : 





Sir ce 
y=z(et+e) @>0). 


Cette courbe roprésento ln position d'équilibre d'un fil homogèno pesant suspen- 
du à ses deux extrémités. On peut construire facilemont cetto courbe en utilisant 
les règles indiquées (11-5-4} et on l’a roprésentée sur la fig. 93. 

Calculons les deux promières dérivées de y: 


1,3 2 (ES ee 5 
pme), væg(ete cer: 
d'où 
PR PE ET F (te a) ut 


En portant cette expression de (1 + y?) dans la deuxième formule (31), on 
obtient la longueur de la normalo à la courbe: 


ya 


n=— 
a , 
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et on portant l'expression do n et y” dans (32,), il vient: 





c'ost-à-dire que le rayon de courbure d'une chafnette est égal à la longueur de 
la normale MN. Pour + = 0 l'ordonnée y prend sa plus potito valeur y = 4 
et Jo point À correspondant est Le sommet. 

Sur la fig. 93 on a représenté on plus quelques lignes auxiliaires dont nous 
aurons besoin par la suito. Si on remplace z par (—2), l'équation de La chaînette 


ner pas modifiéo, c’est-à-diro que L’axe O Ÿ est un axo de symétrie de la chai- 
sivtte 


.11-5-10. La cycloïde. Soit un cercle de rayon a qui roulo sans glissor sur une 
droite immobile, Le liou géométrique décrit lors d’un tol mouvement par un 
point A fixé sur le cercle s'appelle une cycloïde. 

Prenons pur ax6 OX la droito sur laquelle roulo le cercle: pour origine 
des coordonnées pronons Ja position initiale du point M, lorsqu'il est le point 





Fig. 94 


de tangence du cerclo avec l’axe OX ot soit ? l'angle dont a tourné le cercle. 
Soit de plus © lo centro du cercle, KW le port de tangenco du corcle aveo l'axe 
OX dans une certaine position, Q le picd de lu perpendiculaire abaissée du 
oiut Af sur l'axo OX et 7? le pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur 

e diamètro NW, du cerclo (fig. 94). 

Etant donné l'absonce de glissemont, on a 


ON =arc NM =at Û 
et on peut exprimer los coordonnées du point 37 qui décrit la cycloïde au moyen 
du paramètro {= NON: 


z=0Q=ON—QN=ai—a sint=a(t—sint) 
y=Q0M=NC—RC=a—0cos t=a(i—cost). 


Co qui donne la roprésentation paramétriquo de Ja eycloïdo. 

Notons tout d'abord qu'il suffit d'étudicr les variations de + dans l'in- 
tervallo (0, 2x) qui correspond à une rotation complète du cercle. Après une 
rotation complèlu le point Af coïncide à nouvoau avec lo point de contact O’ du 
cercle avec l'axe OX mais avec une translation ÜO’ = 2na. La partie de courbo 
obtenue au-delà sera idontique à l'arc 00” avec translation de cot arc de 2na 
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à droite, etc. Calculons les doux premières dérivées de z et y par rapport à t: 


= (O=a (cost) Ji ()=asins, 

nl dt (26) 
3 ' a? , 

= (=asint, TH =Y (t}=a cost, 


Le coefficient angulaire de la tangente en vertu do la première des for- 
mules (33): 


2sin L cos + 
î esint 2 2 


= SG—cost 


= cotg . 
2 sin? ZT 


Cotte furmule donne un moyen simple de construire la tangontc à la cycloïde, 
Joîgnous le point N, au point 4 de la courbe. L'auglo MN,N est un angle 


inscrit correspondant à l'arc NM=1 et il est égal à + . On obtient à partir 
du triangle rectanglo RMN, (fig. 94): 


ZN nm: ON n ©! t 
RMNi= 5 0 tg RUN =t8( ++) æcotg 5 
Ea comparant celte oxprossion aveo celle de z”’, on voit que la droite MN, est 
la tangente à la cycluïde, c’est-à-dire quo: 
Pour construire la tangente à la eycloïde au point M de celle-ci, il suffit 


de jotndre ce point à l'eztrémité Ni du diamètre du cercle roulant dont l'autre 
extrémité est le point de tangence du cercle avec l'axe OX. 

La dioite MN ppt lo point M à l'autre extrémité du diamêtro cité 
ci-dessus est porpondiculairo à la droite MA, car l'angle N,MAN, intercoptant 
un demi-cercle est un angle droit et on pout_affirmor quo AN est la normale 
à la eycloïde. La longueur de la normale n = MA s'obtient directement à partir 
du triangle rectangle NMN: 


. + 
n=24 sin . 


Le rayon de courbure de la cycloïde s’obtiont à l'aide do la formule (34) 
ot dos expressious (36): 
[a2 (1— cos t)1-+ a? sin2 +] a (2—2cos 1/2 


RL Tsrat—cost—asméasmt cos 1 —1 


= a.2"/2(1—c0s 9340 sin + : 


Dans cotte dernière exprossion nous n'avons Iaissé que le signe (+), car 
pour Ja première branche de la cycloïde test dans l'intervalle (0, 2x) et sin $ ne 


pout ce être négatif. 

n comparant cette oxpression avec cælloe de la normale n, nous avons R=— 
= 2n, c'est-à-diro que Le rayon de courbure de la cyciolde est égal au double de 
la normale (MC; sur la fig. 94). 
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Si le point A qui décrivait la cycloïde n'était pas sur le corcle mais à l'in. 
térieur ou à l'extérieur du cercle, alors au cours do la rotation il décrirait une 
er Preouree ou allongée (parfois on donno à ces deux courbes ls nom de 
4 . à 

Soit À la distance CAf du point A au centre du cercle roulant, les autres 
notations rostant inchangées. Examinons d'abord lo cas. où h << a, c'est-à-dire 





Fig. 98 Fig. 97 


le cas où le point A est à l'intériour du cerelo (fig. 95). On voit sur la figure que 


z= 00 = ON —QN me at — h sin te 
y=QM=NC—RC=a—h 0081. 


Dans le cas où 4 => a les équations seront les mêmes mats la courbe aura 
a forme indiquée sur; la fig. 96. 


-5-11. Epicycloïdes et hypocycloïdes. Si le cercle sur la circonférence 
digüsl és fixé lo Lee M roule nou sur la droite OX, mais sur un cercle immo- 
bile, on ohtient doux c do courbes importantos: Les épicycloïdes si le cercle 
roulant ost extérieur ot Les hypocycloldes s'il est intérieur à l’immobile. 

Donnons l'équation do l'épicycloïde. Plaçons l’origine des coordonnées © 
au contre du cercle immobile. L’axe OX sera dirigé suivant la droite joignant O 
au point Æ qui est la position initiale du point Æf, lorsque les doux cercles sont 
tangonts en ce point. Soit] a le rayon du cercle mobilo et b colui du cerole 
immobile, et prenons pour paramètre t l'angle formé par l'axe OX evec lerayon ON 
du cercle fixe mené au point de tangence des cercles, lorsque le corcle mobile 


L , = NCM (fig. 97). 
k SE dr le D du cercle se produit sans glissement, on 


Eee arc XN=aro NM, 


c'est-à-dire : jé 
bt=ev, q=— ‘ 
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On voit sur la figure que 


us. om. lot. Lou / Ses 
2=00=0L+ L0= 0€ cos KOE—CM cos SMC = 


= (a+ b) cos {— a cos (4+ p)= (a+ b) cos t—a costs, 


(37) 
y=0H=IC-RC=0C en KOË—CMsin SMC= 
= (e4+6) sin £a sin (+4-q}= (ab) sin 1— a sin LP 4, 


La courbe.ost formée d’une série d’arcs identiques qui correspondent à une 
rotation complète du cercle mobile, c’est-à-dire à uno augmentation de l'angle y 


de 2n et de l'angle & do + . Donc, Îes extrémités de ces arcs correspondent aux 
valeurs : 


Pour que nous uissions revenir au point initial de la courbo K, il faut et 
il suffit qu’une extrémité d’un des arcs coïncide avec X, c'est-à-dire qu’il existe 
Dep RSA entiors p et g qui vérifient la 
condition : 


c'est-à-dire qu'au point X correspond un 
certain nombre de rotations ns are autour 
du point ©. La condition précédente pont 
encore s’écrire : 





a g 
5 p: Fig. 98 
De tvls nombres p ot g oxisteront si, et seulement si, a ot b sont des segments 
commensurables, sinon Jo rapport F est un nombre irrationnel qui ne peut 


pas êtro égal au rapport do deux entiers. 

Il on résulte que l'épicycloïdo est une courbe fermée si, ot seulement si, 
les rayons des cercles mobile et fixe sont des multiples d'une même longueur, 
sinon la jee n'est pas fermée et, partant du point Æ, elle ne pout jamais 

rovenir. 
Ê Cette ne napphque également à E'hypocycloide (fig. 98) dont l’équa- 
. pout être obtenue & partir do celle de l'épicycloïde en remplaçant & par 
4): 
—4 


Z==(b—a) cost +acos 





!, 
(8) 


y==(b—a) sin t—asin 2 [A 


Indiquons quel ues cas particuliers. Supposons que dans le cas de l'épicy- 
cloïide b = a, c'est-à-dire que les rayons des cercles mobile et fixe sont égaux. 
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Nous obtiondrons dans co cas une courbe formée d'une seule branche (fig. 99) 
et Sr Neant b= «à dans Les équations (37), nous obtenons les équations de cette 
courbo: 


z= 20 cos { — a cos 21, 
y = 2e sin t — a sin 21. 

Cotto courbe s'appelle une cardiofde, 

Déterminons la distance r des points M (x, y) do cotte courbe au soins K do 
caardonnées (e, 0), et pour cela mettons sous une forme plus commodo les expres- 
sions do (z — a) et do y: 
z—a=2a C09 {—a (cos? {—sin? {)—a=20 cos t—2a cost £ 20 cos (4 — cost), 

y= 20 sin ?—2a sin { cos & == 20 sin t (— cost), 
d'où 
r=|KH|= VE Fyr= 
= Va cosF (1 — cos t)2-H 47 sin? 5 (3 — cos £) — 2a (1 —cos #). 


Les grandeurs (x — a) ot y sont les projections du segment KA sur les 
x08 OX 0t OY mais on voit dans les expressions écrites quo (z — a) et y sont 





Fig. 99 


égales au produit de la longueur du segment KM respectivement par cos ? et 
sin {, c'est pourquoi nous voyons que K M forme un sngle t avec la direction 
positive de l'axe OX, c'est-à-dire qu est parallôlo nu rayon ON. Ce résultat 
Sora utilisé pour déduire la règle de construction de Ju tengente à la cardioïde. 

. Jntroduisons l'angle 8 = x -— : formé pas le segment KA avec la diroc- 
tion négative de l'uxe OX. Pour r nous obtenons alors: 


r=2a{(i !-cos 8), 


C'est l'équation en coordonnées polaires de la cardioïdo et nous étudierons 
cette courbe plus en détail lorsque nous parlorons des cuordunnécs polaires. 
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Indiquons maintenant quelques hypocycloïdes particulières. En faisant b = 
= 2a dans (38), il vient 


z—2acost—bcost, y=0, 


c'est-à-dire que si le rayon du cercle fixe est double de celui du cerclo mobilo, 
Lo point M se déplace sur un diamètre du cerclo fixe. 





Fig. 100 Fig. 40f 


Supposons maintonant que b=4a. Dans co cas l'hypocyoloïde sera formée 
de quatre branches (fig. 100) et un appelle cette courbe une astroïde. Pour b == 4a 
les équations (38) devionnent 


æ=8a cos t—+ a cos 3€ — 30 cos £ Ha (4 cos? t —3 cas 1) — 4a coss 1=b cos 4, 
y — 8e sin t — a sin 84 = 3a sin t— a (8 sin t— 4 skn9 t)== 4e sin* £ = b sin 2. 


Elevant les deux équations à la puissance 2/4 et on les additionnant membro 
à mombre on élimine le paramètre f et obtient l'équation implicite de l'astroïde 


ELLE LES ER 


11-5-12. Développante du cercle. On appelle déreloppante d'un cercle 
La courbe décrite par l'extrémité M d'un fil souplo qui s0 dérauie progressive- 
ment à partir d'un cercle fixe de rayon a, do sorte qu’au point K, où le fil quitte 
L corcle, il reste toujours tangent au cercle (fig. 101). 

En prenant pour paramètro l'anglo £ formé par la direction positive do 
l'axe OX avec le rayon passant par lo point X et en tenant compte de co quo 


KM = AR = at, on obtient l'équation de la dévoloppante d'un cercle sous 
forme paramétrique : 


z=Projox OM = Projox OK + Projox AM ze a 08 { Hat sini, 
y = Projoy OM = Projoy OK + Projoy KM =a sin t—at cost. 
En utilisant lu première des formules (88), on obtient lo cocfficient angu- 
lairo de la tangente 


; acost—acost-hatsin! 


VF LGsintFasint Fatcost mp 


204 CH. I]. NOTION DE DÉRIVEE. APPLICATIONS 


Lo cocffioient angulaire de la normale à la développante du cercle sera 
donc égal à 


—cotgt=tg (:-+) , 


d'où il résulte que la droite AK sora la normale à la développante du cerclo. 
On verra par la suite que cette propriété est vraio pour les développantes 
do toutes les courbes. 


11-5-13. Courbes en coordonnées polaires. La position d'un 
puint # du plan (fig. 102) peut être définie au moyen des coordon- 
nées polaires: 1) la distance r de ce point à un certain point O (pôle) 
et 2) l'angle 6 formé par la direction du segment OM avec une 


t£) 





Fig. 102 Fig. 103 


direction donnéo (L) (axe polaire). On appelle souvent r Le rayon 
vecteur et 0 l'angle polaire. Si on prend l'axe polaire pour OX le 
pôle pour l'origine des coordonnées, il est évident que (fig. 103): 


z=rcos0, y=rsin0. (39) 


À uno position donnée du point M correspond une valeur posi- 
tive do r et un ensemble infini de valeurs de 6 qui diffèrent d'un 
multiple entier de 2x. Si M coïncide avec O, r = 0 ct 8 est indéfini. 

Toutes relation fonctionnelle de forme r — f (8) (explicite) ou 
F (r, 9) = 0 (implicite) définit une courbe dans le système de: 
coordonnées polaires. Dans le cas le plus fréquent on a des équations 
explicites : 

r=f(0). (40) 


Dans la suite, nous aurons des valeurs de r non seulement posi- 
tives, mais aussi négatives. Si à une valeur de 8 correspond un r 
négatif, on conviendra de porter cette valeur r dans la direction 
opposée à celle définie par la valeur de 86. 

En considérant que pour une courbe donnée r est fonction de 8, 
nous voyons que los équations (39) donnent une représentation 
paramétrique de cette courbe, et que x et y dépendont du paramètre 8 
directement ot par l'intermédiaire de r ; c'est pourquoi nous pouvons 
utiliser les formules (33) et (34) [II-5-8]. En désignant par « l'angle 
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formé par la tangente avec l'axe OX, on aura en utilisant la première 
des formules (33) : 
, _r' sin 0 +r cos 0 

__r" c080—7 8in8 


tga=y 


ou r’ désigne la dérivée de r par rapport à 0. 

Introduisons l'angle u compris entre les directions positives 
du rayon vocteur et la tangente à 
la courbo (fig. 104). Nous avons : 

u—=a—8, 
d'où 
cos pu = cos à cos 6 +- sin sin 0, 


sinu = sin « cos 0 — cos & sin B. 





En dérivant les équations (39) par Fig. 104 
rapport à s et en tenant compte 


de ce que ee ot du sont respectivement égaux à cos & et sin «, il 
vient: 
dr à d0 : dr dû 
cs & = COS 0 —rsin0 : sino= sin 0 — 7 cos 0 = à 


En portant ces valeurs de cos « et de sin « dans les expressions 
écrites pour cos p et sin pm, on obtient: 


cosu=<+., sinu= "À, (41) 
d'où : . 
gp er. (&1s) 


r:] 
Il résulte de (39) que 

dx == cos 6 dr — r sin 6 d8, 

dy = sin 6 dr +r cos 6 d@, 
d'où 

ds= (dr) + Qy} = V Gr + db}, (42) 

et l'égalité «=p+6 donne en divisant numérateur et dénomina- 
teur par dB: 


-__, de. _ [@rÿ+r (aoyej'/ (r3+r"2)l/2 
R=be dr@, EL 
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De la formule (41;) il résulte quo 


du 1 pr rire 
rèr'3 * 








où r’ et r” sont les deux premières dérivées de r par rapport à 6. 
En portant los expressions obtenucs des dérivées dans la formule 
précédente, on obtient pour le rayon de courhure: 


193 
Rte, (43) 
11-514. Spirales. Nous examinerons trois types de spirales: 

la spirale d'Archimède:  r—a0, 

la spirale hyporbolique: r0—a, (a>0, b>0), 

la spiralo logarithmiquo: r == be"Ÿ. 


La spirale d'A rchimède est représentée sur la fig. 105. La courbe en pointillé 
correspond à la partie de la courbe pour luquelle 8 << 0. Les valeurs négatives 


t 





K 


_—_—.— 
_ 
_ 
= 





Fig. 105 Fig. 106 


do 0 donnent des valeurs négatives peur r, @t Îl faut les porter dans uno direction 
opposéo à cello définie par la valeur do 6. , 

Tout rayon vecteur rencontre la courbe un nombre infini de fois, et la 
distanco entro deux points d'intersection successifs est une constante égale 
à 2an, Coci résulte de ce quo la direction d'un rayon vecteur correspondant 
à uno certaine valour donnée de 8 ne change pas, si 6 augmente de 2n, 4x, ..., 
tandis que la longueur de r qui est détorminéo par l'équation r = 46, augmen- 
tora do 2ax, 4ax, ... 

La spirale hyperbolique est représentée sur la fig. 106. En supposant 4 > 0, 
examinons co que devient la courbe lorsque 8 tend vers zéro. L'équation 


nr 


montre que r tend alors vers l'infini. Soit 2 un point de la courbe correspondant 
à une valeur suffisamment petite de 8 ; abaissons le perpendiculairo A0 à l'axe 
polaire X. On voit sur le triangle rectangle MOQ (fig. 108) quo 


QM=rsin e.<ini , 
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ot Jorsque 0 tend vers zéro: 
TJ: sin 6 
lim QM lim a——ma. 
9-0 @ 80 OÙ 


Ainsi, la distance du puint #4 à l'axe pes tend vers a lorsque 0 tend vers 
zéro, ot la courbe aura une usymptoto LX parallèle à l'axe polaire ot distanto 
de a de cet axe. 

On voit quo r n'est nul pour aucune valeur finie de 6, seulement il tend 
vers zéro lorsque 6 tend vers l'infini. Contrairemont au cas de Ia spirale 
d'Archimède, la courbe tondra indéfiniment vers le pôle O, s'enroulant autour 
de ce point, sans jamais passer par lui. Un tel point est appelé généralement 
potnt asymptote de la courbe. 

La spirale ne gr red est représontéo sur la fig. 107. 

Pour 6 = 0, r = b et lorsquo 6 tend vers (+ oc), r tond aussi vers (+ co}, 
ot Land) eus VOors (— oo), r tend vers zéro sans jamais devenir nul. Dans je 
cas consi 


, r _ 1 
r'=abe® et gh=7=—: 


c'est-à-dire que le rayon vecteur forme avec la tangente à la spirale logarithmi- 
que un angle constant li. 


IT-5-15. Cissoïdes ot cardioïde. Construisons un corcle de diamètre 04 == 2e 
(tig. 108) ; du point © do Ja circonférence menons _des rayons vecteurs et sur 
chacun d'eux portons uno Jongueur constante » = DM depuis le point d’inter- 
section D de cette droite avoc Ja circonférence. Le liou géométrique des points M 
cst appolé généralement cissoïde. 

En remarquant que 


OD=2ac0s0 et OM=r, 
on a l'équation de la cissoïde : 
re=2a cos 0 +. 


Si h = Za, cette équation no donne pour r que des valeurs positives, et 

on a la courbe (lg. 4 k Si À << 2a, r pout prondro dos valeurs négatives et 

ositives, et on a la courbe (fig. 110). Au point O la courbe se coupo olle-même. 
Enfin pour À == 2a l'équation de la cissoïde deviont 


r=s=2a (1+ cos 6), 
c'est-à-dire que l’on a une cardioïde [11-5-11] qui n'est pas disposée de la même 
façon qu'au paragraphe [11-5-11] (Hg. 411). Pour 6 — x on a r = 0, c'est- 


à-dire que la courbe passe par le point O. 
Détorminons les deux premières dérivées de r par rapport à 6: 


r°=—2asin0, r"= —2a cos 0. 
Caleulons tg pu: 


_r _2a{t+cos 0) _ 8, (,98 
eue Epamo te (S +2): 


c'est-à-diro que: 
z 
a PRES 
peste (4) 


Fig 108 


Fig. 107 





Fig. 109 





Fig. 111 
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On a déjà montré [11-5-11} que la cardioïde peut être considéréo comme 
une courbe décrite par un point fixé sur un cercle roulant sur lo cercle susmon- 
tionné do diamètre OA — 2a, lo diamètre du cerclo mobile étant égal à cului 
du cercle fixe. Soit C Jo contro du corclo fixe, Af un point de ls cardivide, N le 
point de langence du cercle mobile avoc le corcle fixe ot WA, lo diamètre du 
cercle mobile (fig. 111). Nous avons déjà vu [11-5-1$] quo les droites OM ot CN; 


sont parallèles *, c'est-à-diro quo Lcd æ 0, el, par canséquent, 
NH=ON =1—0. 
L'anglo MW, N qui est inscrit sur l'arc NM est égol à s_< +6tenfin l'anglo 
formé par les directions OM ot N,M ost égal à: 


x © 71 90 
— ns re = me ele mm 
“ (5 5) 2 2 + 
donc #,M est la tangonte à la cardivïde au point 3. D'où Ja règle: 

Pour construire la tangente à la cardiofde au point M, il suffit de jotndre 
ce point à l'ectrémité Ni, du diamètre du cercle moblle dont l'autre extrémité 
se trouve au point de tangence du cercle mobile avec le cercle fixe; la normale sera 
portée par la droite MN 

La règle obtenue ci-dessus pour construire une tangonte à une cerdioïde 
s'obtient simplement au moyen de considérations cinématiques. On sait que 
tout mouvement dans un plan d'un système indéformable peut so ramener 
à chaquo instant donné à uno rotation autour d’un point fixe (contre instantané 
de rotation) ct, généralement, co point vario au cours du temps. Dans le cas 
de la rotation indiquéo sur la fig. 114, lo ceatro instantané de rotation cest le 

oivt de contact M du cercle mobile avec le rerclo fixe, ot, par conséquent, 
a vitesse du point mobile M, Ar est oriontéo suivant la tangente à lu cardioïde, 
est perpendiculaire au rayon NA qui est une normale à la cardioïdo. et la droite 
N,M perpendiculaire au rayon ŸAZ est uno tongente à la cardioïde. De ces 
considérations il résulte que Ja règlo citéo de construction d’unc tangente reste 


valablo pour toute courho obtonuv en faisant rouler sans glissemont un cercle 
sur unuc courbe fixe. 


11-35-16. Ovale de Cassini et lemniscnte. L'ovale de Cassint est le licu géo- 


métrique des points # dont lo produit des distances à deux points fixes F, ot 
Fa est constant: 


FM FM = 02, 
Soit 2a = Fa; orientons l'axv polaire suivant FF, et plaçons lo pôle O 


au miliou du segment 7,F:. On voit sur les triangles OMF;, ot OMPF2 (lig. 112) 
quo: 


FMR.rt= ot Loarcos0, FM = 72-t 42 — 2er cos 0. 


En portant ces valeurs dans l'équation des ovales. on en l'élovant au carré, 
il viout après simplification : 


r— or cos 20 + at—bt=0, 
d'où 


rè= 08 cos 20 + /at 0x3 20 —(aû— Bt). 
Les cas correspondant à a? << b® et a? >> b? sont représentés sur le fig. 112. 
Si at > b®%, la courbo est formée de deux. courbes ferméos, Nous examinerons 


* En (11-5-11] cos deux droites étaient désiguées par KAf et ON, (v. lig. 99). 
14—281 
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| en détail le cas important où 42 b!, La courbo correspondante est La 
maiscate dont l'équation sora 


73 = 203 cos 28. 


Cotto équation ne donne pour r des valeurs réelles que si cos 29 > 0, c’est- 
à-dire lorsquo 0 est dans l'un des intorvalles : 


ñ 3n 51 7x 
(0.7) (TT (+: 2x), 
ent 3x Sn 7 
T4'4'4'4" 
1 est facile alors de construire la courbe (fig. 113). 
Au point O la courbe se coupe elle-même et les droites pointillées sont Los 
tangentes aux deux branches do la courbe so coupant au point O. En dérivant 


24 
A 


et r ost nul pour 






S. 





Ÿ 





Fig. 412 Fig. 113 


les deux monbres do l'équation de La lemniscate par rapport à 0, il vient: 


3 
2rr'=—403sin20, soit r’= _i5su2 | 


d'où 
r rè 248 vos 20 Ed 
ER Tant — Darain De 0820 tg (5420) , 


p=S 1-20. 
Passant des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes, on a (39): 
n=ñ4y, cos0=€, sin0=. 


L'équation de la lemniscale peut s'écrire ainsi : 
r3= 201 (cos? 6 — sin 0), 


en y portant les exprossions précédentes, on aura l'équation de La lem- 
nisCalo un cuordonnées orthogonalos : 


2 pytes das (EU), soit (2? + ya) ee 203 (23 y? 
+4 A+ys/)! { y*) ( #*)s 





Joel résulte que la Jlemniscate est une courbe algébrique de quatrième 
ugré. 


Chapitre IIL 


NOTION D'INTÉGRALE 
ET APPLICATIONS 


UI-. Problèmes fondamentaux &u calcul intégral 
et intégrale indéfinie 


JI1-1-1. Notion d’intégrale indéfinie. Un des prohlèmes fonda- 
mentaux du calcul différentiel est celui de la rocherche de In déri- 
vée ou de la différenticile d’une fonction donnée. 

Le premier problème fondamental du calcul intégral est le pro- 
blèmo inverse: la recherche d'une fonction connaissant sa dérivée 
ou sa différontielle. 

Soit donnée la dérivée 


"y'=1(@) 
ou la différentielle 
dy = f(x) dr 
d'une fonction inconnue y. 
Une fonction F (x) qui a pour dérivée la fonction donnée f (x) 
ou pour différentielle l'expression f(x) dx est appeleë fonction pri- 


mitive de la fonction donnée f (2). 
Si, par exemple, 


1G)=*#, 
alors une fonction primitive sera, par exemple, F H=re. En 
effet, 


(+) rires, 


Admeitons que nous avons trouvé une primitive quelconque 
F (x) d’une fonction donnée f (x), qui possède f (x) comme dérivée; 
c'est-à-dire satisfait à la relation 


F (x) =f(z). 


Comme la dérivée d'une constante arbitraire C cest nulle, nous 
avons aussi : 
(F(2)+CT=Fr'()=/(), 
14e 
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c'est-à-diro qu'avec F (x) toute fonction F (x) + C est aussi nne 
primitive de / (x). 

De là il résulte que si le problème de la recherche d'uno fonc- 
tion primitive possède au moins une solution, alors il possède 
une infinité d'autres solutions, différant de celle-ci d’uno constante 
additive arbitraire. On peut, cepondant, montrer que de cotte façon 
toutes les solutions du problème sont onglobées, à savoir: 

Si F (x) est une fonction primitive quelconque de la fonction donnée 
1 (x), alors n'importe quelle fonction primitive se présente sous la forme: 


F()+0, 


où C est une constante arbitraire. 
En effet, soit F, (x) une fonction arbitraire qui a pour dérivée 
f(x). Nous avons: 


Fi()=f({x). 


D'autre part, considérons la fonction étudiée F (x) qui possède 
f(x) comine dérivée, c’ost-à-dire : 


F'(x)= f(x). 
En rotranchant cetlo égalité de la précédente, il vient: 
Pi(x)—F"(x)=1Fi(2) —F (x) =0, 
d'où, on vertu du théorème connu [I1-3-7], 
Fi(z)—F(x=cC, 


où C est une constante: ce qu'il fallait démontrer. 

Le résultat obtenu précédemment peut encore être formulé ainsi : 
si les dérivées (ou différentielles) de deux fonctions sont identiques, alors 
ces fonctions ne diffèrent que d'une constante additive. 

L'expression la plus générale de la fonction primitive est aussi 
appelér intêgrale indéfinie d’une fonction donnée f (x) ou d'une diffé- 
rentielle donnée f (x) dx ; elle est désignée par le symbole: 


Ÿ f(x) dr, 
tandis que la fonction f (x) s'appelle Jonction à intégrer, et f (x) dx 
expression à inlégrer. 
Ayant trouvé uno fonction primitive quelcoaque F (x), en veriu 
do ce qui a été démontré plus haut, nous pouvons écrire: 
VrGdr=F (+0, 


où € cest une constante arbitraire. 
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Donnons une interprétation mécanique et géométrique de l'inté- 
grale indéfinie. Supposons connue Ja loi de la dépendance analytique 
do la vitesse en fonction du temps: 


v=f(t) 


et que l'on doit trouver l'expression du chemin s en fonction du 


temps. Comme la vilesse du mouvement d'un point sur une trajec- 
toire donnée est ia dérivée + du chomin par rapport ou Lomps, 
lo problème se ramène à La recherche d'une primitive de la fonction 


donnée j ({), c’est-à-dire : 
s= \ f(t)at. 


Nous obtenons une infinité de solutions, différant d'uno constante 
additive. Cette incertitude de la répanso est due au fail que nous 
n'avons pas fixé l'origine à partir de laquelle nous calculons lo 
chemin s. Si, par exemple, v = gt + vo (mouvement uniformément 
accéléré), nous obtonons pour s l'expression : 


s—+g8+vot+C. (1) 


En offet, il n'est pas difficile de vérifier que la dérivée de l'expres- 
sion (1) par rapport à t coïncide avec l'expression précitée v = 
= gt + vo. Si nous convenons de compter s à partir d'un certain 
poinÿ, qui correspond à la valeur t = 0, c’est-à-dire si nous conve- 
nons ‘de compter s = 0 pour £{ = 0, alors nous devrons avoir dans 
la formuio (1) Ja constante C = 0. Dans les rnisonnomonts précédents 
pous avons désigné la variable indépendante non par x, mais par {, 
ce qui, à vrai dire, n'a pas uno grande importance. 

Passons maintenant à une interprétation géométrique du pra- 
blèmo de Ja recherche d'une fonction primilive. La relation y’ = f (x) 
montre que le graphique de ja fonction primitive cherchée ou, 
comme on dit, la courbe intégrale 


y=F(), 


est une courbe, dont la tangente pour n'importe quelle valeur de 
x possède uno direction donnée, de cocfficient angulnire égal à: 


y'=f(x). (2) 


En d'autres termes. pour uno valeur quelconque de ja variable 
indépendante x la relation (2) donne la direction de La Langento à la 
courbe, et on demande de trouver cette courbe. Une courbe intégrale 
étant ainsi tracée, toutes les courbes que nous obtenons on 
la déplaçant d'un segment quelconque parallèlement à l’axo OY, 
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possédoront pour une même valour de x des tangentes parallèles 
de mêmo coefficient angulaire y — f (x) (fig. 114) que la courbe 
do départ. La translation mentionnée équivaut à ajouter aux ordon- 
nées de la courbe la constante additive C, et l'équation générale 
des courbes, répondant au problème, sera : 


y=F(z)+C. (3) 


C'est pourquoi pour déterminer complètement la position de 
la courbo intégrale cherchée, c'est-à-dire l'expression de la fonction 
primitive cherchée, il faut so donner encore un point quelconque, 


ÿ 





GT % 
Fig. 114 Fig. 115 


par loquel devra passer la courbe intégrale, mettons le point 
d'intersection de cette courbe avec une droite quelconque 


T= To 


parallèle à l'axe OY. Cette manière do donner la courbe équivaut 
à fixor la valeur initiale yo de la fonction cherchée y = F (x), qu'elle 
doit prendre pour la valeur donnée x = x. Reportant cos valeurs 
initiales dans l'équation (3) nous obtenons une équation pour détor- 
miner la constante arbitraire C: 


Y=F(x)+C, 


et enfin la fonction primitive, satisfaisant à la condition initiale 
imposée, se présentera sous la forme: 


y=P(r)+{yo— PF (x)l. 


Avant d'éclaircir les propriétés de l'intégrale indéfinie et les 
procédés de recherches de la fonction primitive, nous oxposerons 
le deuxième problème fondamental du calcul intégral, et montre- 
rons ses liens avec la formulation de notre premior problème, colui 
de la recherche de la fonction primitive. 
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Pour la suite de notre exposé une nouvelle notion sera essen- 
tiello, ia notion d'intégrale définie, Pour parvenir naturellement 
à cette nouvelle notion, nous partirons de la représentation intui- 
tive d’aire. Elle nous servira également pour élucider la liaison 
entre les notions d'intégrale définie et de fonction primitive. Ainsi 
les raisonnements des deux paragraphes suivants basés sur la re- 
présentation intuitive d'aire ne constituent pas une démonstration 
rigoureuse de faits nouveaux. Le schéma rigoureux de la construction 
logique de l'édifice du calcul intégral ost indiqué à la fin de {111-1-8]. 
Hi cst ontièrement exposé à la fin du présent chapitre. 


111-1-2. L'intégrale définie comme limite d'une somme. Traçons 
sur le plan XOY la courhe représentative de la fonction f (x), en 
admettant qu'elle se présente comme une courbe continue, ontiè- 
rement située au-dessus de l'axe OX, c'est-à-dire que toutes les 
ordonnées de cette courbe sont positives. Examinons l'aire Se, 
limitéo par l'axe OX, par la courbe et les deux ordonnées = a 
et x — b (fig. 115), et essayons de trouver la grandeur do cette airo. 
Découpons l'intervalle (a, b) en n pertics définies par les points: 


A = LU LT 0 CRU LR 0 L'Ens LEn = bd. 


L'aire Sa apparaît décomposée en n bandes verticalos, dont 
la kième a une base de longueur (x, — x,-1). Désignons respective- 
ment por m, 6t M, la plus petite et la plus grande valeur de Ja fonc- 
tion f(x) dans l'intervalle (z,4, 2;). c'est-à-dire la plus petite 
et la plus grande ordonnée de notre courbe dans cet intervalle. 
L'airo de la bande est comprise entre les aires des deux rectangles 
de môme base (2,1, zx) (fig. 416) et de hauteur m, et M,. Ces deux 
Me on sant des rectongles intérieurs et extérieurs pour La 4ème 

ande. 

De cette façon la grandeur de l'aire de la k!ème bande est comprise 
HE l'aire des deux rectangles cités, c'est-à-dire entre les deux 
uombres : 


Ma(tn—Tn1) et Mata—zas), 
c'est pourquoi l'aire S% tout entière est comprise entre les sommes 
des aires de tels rectangles intérieurs et extérieurs, c’est-à-dire 
que l'aire S est comprise entre les sommes : 
Sn = My (za — To) + Ma (ta 2) +. Hem (ta — 2e) + + 
+ Mines (En-1 — Ln=2) + Mn (En —Zn-1), (4) 
Sn = Mi (ri — to) + Mare) +... + Mia tus) +... + 
+ Mas (en-s —Tn-2) + Ma (tn — Zn). 
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De cette façon, nous avons l'inégalité : 
Sn <Sab < Sn. (5) 


Construisons maintenant, au licu des rectangles intérieurs et 
extérieurs pour chacuno des bandes, un rectangle moyen quelconque, 
en conservant, comme précédemment, pour base (x, — 211) et 
on prenant comme hauteur une ordonnée quelconque / (£;) do notro 





[4 Tes Ex Tr 





Fig. 117 


courbe, correspondant à un point quelconque £, du segment 
(tu-1, zx) (fig. 117). Considérons la somme des aires de ces rectan- 
gles moyens: 


Sn = f (81) (rs — To) + F (Go) (to — 75) +... HF En) (ma — rs) + 
+ eee + f (Enr) (en-s — 2a-s) + f (En) (tn — Zn). (6) 


Elle est, de mômo que l'aire Sos, comprise entre les sommes des 
aires des rectangles intériours ct extérieurs, c'est-à-dire que nous 


aurons l'inégalité 
Sn Sn < Sn (7) 


Augmentons maintenant indéfiniment lo nombre » do divisions 
du segment (a, b) de façon que simultanément la plus grande des 
différences (xx — 2,1) tende vers zéro. 

Comme par hypothèse f (x) est une fonction continue, la dif- 
férence (M, — mx) entre ses plus grande ot plus petite valeurs sur 
le segment (zx-1, xx) tondra vers zéro par réduction continue de la 
longuour de co segment, indépendamment do sa situation sur le 
segment de baso (a, b) (continuité de la fonction [I-2-11]}. De la 
ne façon, si nous désignons par e, la plus grande des dif- 

rONCOS : 


(M: — M4): (Mo—me), …. (Ma—mx), …. (Mn —Mn-t); (Mr — mn), 


d'après le raisonnemont précédent, au cours du passage à la limite 
précité, le nombro e, tendra vers zéro. Déterminons maintenant 
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la différence entre la somme des aires des rectangles extéreurs 
et la somme des aires des rectangles intérieurs: 


Sn— Sn = (Mi—ms) (x — 20) + (Ma— ma) (rats) +... + 
+ (Mi mn) (tn — us) He + (Mn — Mn) (En — Zu), 
d'où, remplaçant toutes les différences (M, — mx) par le plus grand 


En, €t se rappelant que toutes les différences (rx — xx) sont 
positives, on a: 


Sn — Sn < En (T1 — To) + En (Ta— 21) +. Hen (ra ns) +... + 
+ En (En —Tn-1) 
c'est-à-dire : 
Sn — 50 En (ti To) + (za — 21) +. + (ut) + + 
+ (En — Zn) = En (En — To) = En (b— a). 
Nous pouvons écriro de cette façon : 
O<Sn— 51 < En (b—a), 
c'est-à-dire 
lim (Sa — Sn) = 0. (8} 
nHr00 


D'autre part, pour tout »#, nous avions: 
Sn € Sab Sn (9) 


et la grandeur de l'aire S,+ cst un nombre déterminé. Des formules 
(8) et (9) il résulte immédiatement que la grandeur de l'aire Sæ 
apparoît comme la limite commune de s, et $,,, c'est-à-dire des aires 
des rectangles extérieurs et intérieurs : 


lim Sn = lim Sn = S'ab 


Puisque, d'autre part, la somme des rectangles moyens S;, comme 
nous l’avions vu, est comprise contre 5, et S,, elle doit aussi tendre 
vers l'aire Se», autrement dil: 


lim Sn = S'ab. 


Cette somme S, apparaît plus générale que les sommes s, et S,, 
car pour la calculer nous pouvons choisir arbitrairement E, dans 
le segment (rx, zx), ct, on particulier, nous pouvons prendre 
Î (a) égal à la plus petite ordonnée m, ou à la plus grande ordonnée 
,- Lors d'un tel choix la somme S; se transformo en sommes 5, 
et S,. 
& 
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Les raisonnements précédents nous conduisent à Ja proposition : 
Si une fonction f (x) est continue sur un segment (a, b) et si, ayant 
découpé ce segment en n parties selon les points: 


E—= TTL TR. LTRA LUE se En En = b, : 


et ayant désigné par x =?E,;, une valeur quelconque du segment 
(ty-u %x), rous calculons la valeur correspondante f (E,) de la fonc- 
lion el composons la somme * 


À #0) (ns 40) 


alors lorsque le nombre de divisions du segment n croît indéfiniment, 
la plus grande des différences (x; — x»1), tendant vers zero, cette 
somme tend vers une limite finie. Cette limite est égale à l'aire, 
limitée par l'axe OX, la courbe représentative de la fonction f (x) 
et les deux ordonnées x = a, x = b. 

La limite précitée est appelée intégrale définie de la fonction 
Î{ (x). prise pour les valeurs de z comprises entre la borne inférieure 
æ = a ct la borne supérieure z = b; on la désigne par le symbole 
suivant : 


Se f(x) dz. 


Remarquons que l'existen@&, de la limite J de la somme (10) 
lorsque la plus grande des différences (x, — +11) tend vers zéro, 
revient à l'affirmation suivante: pour tout nombre positif donné 
e il oxiste un nombre positif n, tel que 


La 


| l=,2 É En) (ra —trs)| <e, 


quel que soit la modo de découpage et de choix des points £, dans 
le segment (2,41, 21), si soulemont la plus grande des différences 
{positives) z1 — 2,-1 << n. Cotte limite Z est une intégrale définie. 

Notons que l'ensemble des valeurs des sommes (10) pour tous 
les découpagos de l'intervalle (a, b) et pour tout choix de E,, no 
peut ôtre ordonné de sorte que s'élaboro uno variable ordonnée. 
La limite de la sommo ne doit être comprise que dans le sens indiqué 
plus haut (à l'aide des nombres & et n): 

Plas haut nous avons supposé que la courbe représentative de 
Ja fonction / (x), se trouve entièrement au-dessus de l'axe OX, 


n 
* Lesymbole 5} f (En) (x —z2-1) 6st la notation abrégéo de la somano (6). 
koi 
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c'est-à-dire que toutes les ordonnées de cette courbe sont positives. 
Considérons maintenant lo cas plus général, où certaines parties 
.e la Ta se trouvent au-dessus de l'axe OX, et d’autres au-dessous 
(fig. 118). 

Si dans ce cas nous composons la somme (6), alors les termes 
f (Ex) (ex — Zi), Correspondant aux parties de la courbe se trou- 
vant sous l'axe OX, seront négatifs, puisque la différence (xx, — z4-1) 
est positive et l'ordonnée 7 (£») négative. 





Fig. 118 


Après passage à la limite on obtient une intégrale définio, qui 
introduira les aires, se trouvant au-dessus de l'axe OX avec le signe 
(+) et celles sitnées sous l'axe OX avec le signe (—), c'est-à-diro 
que dans le cas général l'intégrale définie 


, f (æ) az 


donnera la somme algébrique des aires, comprises entre l'axe OX, à 
la courbe de la fonction f (x) et les ordonnées x = a et x = b. 

Les aires situées au-dessus de l'axe OX seront alors affectées du 
signe positif, et celles situées au-dessous de l'axe OX du signe négatif. 

Comme nous le verrons par la suito, nous sommes conduit à la 
recherche de la limite d'une somme de la forme (6) non seulement 
dans la question du calcul do l'aire, mais aussi dans de nombreux 
autres problèmes des sciences naturelles des plus divers. Citons 
seuloment vn exomplo. Soit un point A7 quelconque se déplaçant 
sur l'axe OX de l'abscisse x = a à l'abscisse z — b sur loquol s'exerce 
une force quelconque 7, dirigée aussi suivant l'axe OX. Si la force 
T est constante, alors le travail qu'elle accomplit dans le déplacement 
du point de la position z = a à la position z = b, se représente par 
le produit Æ? = T (b — a), c'est-à-dire par le produit de la grandeur 
de la force par le chomin parcouru par le point. Si la force 7 est 
variable, la formule écrite n'est plus valable. Supposons que la 
grandeur de la force déponde de la position du point sur l'axo OX, 
c'est-à-dire soit une fonction de l'abscisse du point T = f (x). 

Pour calculer le travail de la force dans ce cas, découpons tout 
le chemin par des points successifs, en partios : 


DL LE La Ch LL 0 L'En-s L'En = bd 
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et considérons une de ces parties (2:,-1, x). Avec une errour minime 
d'autant plus petite qu'est potito la longueur (x, — 2,1) nous pou- 
vons admettre que la force, qui agissait sur le point dans son déplace- 
ment de z5-1 à 24, est constante ct coïncide avec la valeur de celle 
force / (E,) en un certain point E, de l'intervalle (x,1, x). De 
sorte que pour le travail sur l'élément (41, x,) nous obtonons l'ex- 
pression approchéo 


Rs — 1 (Ex) (ra — Tnt), 


ct pour Je travail global nous aurons l'expression approchée de 
la forme : 


R À HE) (nan). 


Avec l'accroissement infini du nombre de divisions nr et la di- 
minution infinie de la plus grande des différences (x, — x,-1) 
nous obtenons à la limite une intégrale définie, donnant la gran- 
deur exacte du travail chorché: 


R= (Pf(z)dz. 


Laissant de côté les interprétalions géométriques ou mécaniques, 
nous pouvons maintenant établir le concept d'intégrale délinie de 
la fonction f (x) sur le segment a < r.< b comme la limite d'une 
somme de la forme (6). Le deuxième problème fondamental du cal- 
cul intégral est l'étude des propriétés de l'intégrale définic, ot avant 
tout son évaluation. Si / (x} est une fonction donnée, ct x = a et 
x = b deux nombres donnés, alors l’intégralo définio 


Vert) ar 


est un corlain nombre déterminé. Le symbole \ se présente comme 


la Jettro stylisée S et doil rappelor la somme qui, lors du passage 
à la limite. donnait la grandeur de l'intégrale définie. L'oxpression 
sous le signe intégral j (x) dx doit rappcelor l'aspect des termes de 
celto somme, et plus précisément /(Ez)(x, — z1-1). La lettre x, fi- 
gurant sous le signe de l'intégrale définie, s'appelle habitucllemont 
variable d'intégration. Remarquons à propos de cette lettre une cir- 
constance importante. La valeur do l'intégrale, comme nous l'avons 
déjà mentionné, est un nombre délerminé ne dépendant pas, bien 
entendu, de la désignation de la variablo d'intégration zx, et nous 
pouvons, dans l'intégrale définie, désigner la variable d'intégration 
par n'importe quelle lettre. Coln n'aura, évidemment, aucune in- 
fluonce sur In valeur de l'intégrale, qui dépend seulement des or- 
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données de la courbe f (x) et des bornes d'intégration a et à. Ainsi la 
désignation de la variable indépendante ne joue aucun rôle, c'est- 
à-dire, par exemple: 


Qu f C) de = À 0 1 (E) dt. 


Le deuxième problème du calcul intégral qui cost lo calcul de 
l'intégralo définie se présente à première vuc comme le problème 
assez complexe de l'établissement d’une somme de la forme (6) 
puis du passage à la limite. Remarquons que dans le passage à la 
limite. le nombro de termes dans la sommo mentionnée croîtra 
indéliniment, et que chacun d’entre eux tendra vers zéro. En outre, 
à première vue, ce deuxième problème du calcul intégral n'a rien 
de commun avec lo promicr problème de la recherche de la fonction 
primitive d'une fonction donnée f (x). Dans lo paragraphe suivant 
nous montrerons que les deux problèmes sont étroitement Jiés l’un 


à l’autre et que le calcul de l'intégrale définie F 1 (x) dx s'accomplit 
très simplement, si la fonction primitive de f (x) est connue. 
11f-1-3. Relation entre les intégrales définie et indéfinie. Con- 


sidérons de nouveau l'aire Sx, limitée par l'axo OX, la convbe re- 
présentative do la fonction / (x) et les ordounées x — a ot x = b. 





Fig. 119 


Considérons siraultanémont une portion de cetto aire, limitéo par 
l'ordonnée de gauche x = a et une ordonnée mobile arbitraire cor- 
respondant à une valeur variable de x (fig. 119). La grandeur de 
cetto aire S,. dépendra évidemment de l'endroit où nous placerons 
l'ordonnée de droite, c'est-à-dire sera fonction de zx. Coito grandeur 
sera représentée par une intégrale définie de la fonction f (x), prise 
do ia borne inférieure a à la borno supérieure +. Puisque la Lettre x 
est utilisée pour la désignation de la borne supérieure, nous pouvons, 
pour éviter toute confusion. désigner la variable d'intégration par 
une autre lettre, notamment, par la leliro {. De cette façon, nous 
pouvons écrire : 


Sox = fe f(t)a. (11) 
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Ici nous avons unc intégrale définie avec une borne supérieure 
variable zx, dont la valeur est, évidemment, fonction de cette 
borne. Montrons que cette fonction est l'une des fonctions primitives 
fe f(x). Pour calculer la dérivée de cette fonction, considérons 
d'abord un accroissement de celle-ci AS, correspondant à un 
accroissement Az do la variable 
indépendante zx. Evidemment, 
nous avons (fig. 120): 


ASax 7 aire P,PQQ:. 


Désignons par m et M, res- 
pectivemont, La plus petite ot la 
plus grando des ardonnéces de le 
courbe f(x) dans l'intervalle 
(x, x + Az). La figure curvi- 
ligne P,PQQ: tracée à grande 
échelle sur la fig. 120 est situéo 
entièrement à l’intérieur du rectangle de hauteur 4 et de base Az, 
et contiendra Je rectangle do hauteur m cel de même base, de sorte 
que : 





m Az & ASax < M Az, 
ou, en divisant par x: 


AS ax 
m<« 3e < M. 
Quand Azx tend vers zéro, les deux grandeurs »# et W, en vertu 
de la continuité de la fonction f (x), tendent vers la même limite, 
l'ordonnée P,P = f {x) de la courbe au point x, par suite 


lim ÊTRE = f(x), 





ce quo nous voulions montrer. Ce résultat étant acquis, nous pouvons 
formuler la règle suivante: une intégrale définie avec une borne 
supérieure variable 


ICE 


est une fonction de cette borne supérieure, et dont la dérivée est égale 
à la valeur de fonction à intégrer f (x) pour cette borne supérieure. 
Autrement dit, l'intégrale définie avec une borne supérieure variable 
est une fonction primitive de la fonction à intégrer. 

Ayant établi le lien entre les concepts d’intégrales définie et 
indéfinie, montrons maintenant, do quelle façon on peut calculer 
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la grandeur de l'intégrale définie 
d 
(a ft) dr, 


si on connaît une fonction primitive quelconque PF (x) pour f (x). 
Comme nous l'avons montré, l'intégrale définie avec une borne 
supérieure variable est aussi une fonction primitive pour f (x), 
et en vertu de [III-4-1} nous pouvons écrire: 


fa/t)dt=F(x)+0, (12) 


où C est une constante arbitraire. Pour la détermination de celto 
constante nous remarquons que si dans la surfaco S.. l'ordonnée 
de droite coïncide avec celle de gauche, c'est-à-dire si z —0, alors 
l'aire dovient, évidemment, nullo, le premier membre de Ja formu- 
le (12) est donc nul pour z = a. Par conséquent, l'identité pour 
z = «a donne: 


0=F(a)+C, c'est-à-dire C=—F(a). 
Reportant la valeur trouvée de C dans (12), nous obtenons : 


‘ i(t)dt=F(x)—F(a). 
Enfin, supposant ici æ=b, nous aurons : 
Ce f(#)dt= F(b)—F (a) ou (af Ge) dr=F(b)—F (a). (13) 


Dans ce qui suit nous désignerons la différence du type [F (b)— 
— F(a)] par le symbole F(x){£. 

Nous parvenons, de cette façon, à la règle suivante exprimant 
la valeur de l’intégralo définic par celle do la fonction primitive: 
l'intégrale définie est égale à la différence des valeurs de la fonction 
primilive de la fonction à intégrer pour les bornes supérieure et in- 
férieure d'intégration. 

La règle ainsi formulée montre que la recherche de la fonction 
primitive, c'est-à-dire la solution du premier problème du calcul 
intégral, nous conduit au deuxième problème, celui du calcul de l'in- 
tégrale définie, et nous délivre, de cette façon, pour le calcul de 
l'intégrale définie, des opérations comploxes de formation de la 
somme {6) et de passage à la limite. 


À titro d'oxemple cherchons l'intégrale définie: 
Lostdr. 
0 
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Lu fonction Le [I1I-1-4] est une fonctivn primitive de z*. 
Utilisant la règlo démontréo, nous aucuns: 


1 1 1 _ 4 4 1 
2 dr 43-205. , 
(,= d=s| =51 50 3 


Si, sans utilisor la fonction primitive, nous avions calculé directement 
l'intégrale définie, immédiatement à partir de sa définition comme limite d’une 
sommo, alors nous aurions été conduit à un calcul bien plus complexe, que nous 
reproduisons succinotemont. Découpons Jo segment (0, 1) en » parties égales 
par les points: 


n—4 
ñn 





ocic<ic..< S& 


Dans co cas naus avons Îles n segmonts suivants: 
ce 


la longueur de chacun d'eux étant égale à +. Pour former La sommo 
(6) udoptons l'extrémité gauche de l'intervalle en qualité de £x, c'est-à-dire: 





# : 1 è . R—I 
=0, 8 = es Re 





Joutes les différonces nana, ct romarquant quo los valeurs de la 
fonction à intégrer f (x) = z? pour les extrémités gauches soront : 


1@n=0, EC NTI ES .. 1 En) =) ’ 
nous ponvons écrire : 


1 : 1 1 14.23 1 m1} 179 
(star lim [04 4 + | 


124224 ...+(1—4)3 


n=r00 ns 


(14) 


Pour le calcul de la somme, placée dans le numératour, écrivons les égulités 
évidentes suivantes : 


A+ =1+ 3143.13 #35 
(+292 14+3-2-] 3-22 423 
U-+93=1+3.3+43.82, 33 


_.... 4 . + + 


Le — 1) = 1 2 3 (04) #3 (n— 18 + (n —1)9 
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Par regroupement, nous obtenons : 
254383+4...+ns=(n—1)+3[15-2+... +(n—1)) + 
4341242324 ...+(n—1)2)+ 192294... +(n—1). 


Effectuant les réductions qui s'imposent et utilisant la formule de la 
somme d'une progression urithmétiquo, nous pouvons écrire : 


(us) 3 D +8 pat 24304... (1), 
d'où 


8 ne — —_ 
1222434... + 100 10H er D ; 
Reportant l'expression obtenue dans (14), nous obtenons : 


(ostar= Lim 200 PE D LE dim (4 À) (2-2) 1-1. 


no 6ns n+0 n 


Ayant expliqué les problèmes fondamentaux du calcul intégral 
et le lien entre eux, nous consacrerons le paragraphe suivant à l’exa- 
men plus approfondi du premier problème du caleul intégral, à 
savoir celui de l'étude des propriétés de l'intégrale indéfinie et de 
son calcul. 

Nos raisonnements précédents sur l'intégrale définie étaient basés 
sur des considérations purement géométriques, à savoir l'examen 
des aires Sur et Sax En particulier, la démonstration d'un fait 
fondamental, celui que la somme (6) possède une limite, découlait 
de l'hypothèse que pour chaque courbe continue il existe un nombre 
mesurant l'aire S,+. Malgré l'évidence d’une telle hypothèse, elle 
n'est pas rigoureusement fondée et la seule méthode rigoureuse du 
point de vue mathématique serait la voie inverse: ne s'appuyant 
pas sur l'interprétation géométrique, démontrer directement par 
une voie analytique l'existence de Ja limite de la somme S: 


ñn 


2 1 (En) (a — Th), 


ct prendre ensuite celle-ci comme définition de l'aire S44. Cette 
démonstration nous la donnerons à la fin du présent chapitre avec 
des hypothèses relatives à la fonction f (x), plus générales que sa 
continuité. 

Remarquons encore que l'interprétation géométrique paraissait 
être également un point essentiel de la démonstration de cette pro- 
position fondamentale, que sous réserve de la continuité de la fonc- 
tion à intégrer, la dérivée de l'intégrale définie par rapport à la 
borne supérieure est égale à la valeur de Îa fonction sous le signe 
d'intégration pour la borne supérieure. Dans Je paragraphe suivant 
du présent chapitre nous donnerons la démonstration analytique 


15—281 
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rigoureuse de cette proposition. Associée à la démonstration de 
l'existence de l'intégrale définie d'uno fonction continue, elle per- 
met d'affirmer que chaque fonction continué possède une fonction 
primitive, c'est-à-dire une intégrale indélinie. Plus loin nous met- 
trons en évidence les propriétés fondamentales de l'intégrale in- 
définie, el nous considérerons que nous avons affaire sculerent aux 
fonctions continues. 

Pour l'exposé des propriétés de l'intégrale définie nous déinon- 
trerons rigourousement la formule fondamentale (13). De ceLLo façon, 
le fait de l'existence de la limite d'une somme {10) pour une tonc- 
tion 7 (x) continuo demeurera le seul fait non prouvé. Ceclte démons- 
tralion. comme nous l'avons déjà dit, sera faite à la fin du chapitre. 


11-1-4. Propriétés de l'intégrale indéfinie. Dans [II1-1-1] nous 
avons vu que deux fonctions primitives pour une seule et même 
fonction ne diffèrent que d'une constante additive. Cela nous con- 
duil à la promière propriété de l'intégrale indéfinie : 

1. Si deux fonctions ou deux différentielles sont identiques, alors 
leurs intégrales indéfinies peuvent différer seulement d’une constante 
addtlive. 

Réciproquement, pour prouver que deux fonctions diffèrent d’une 
constante addittve, il suffit de démontrer que leurs dérivées (ou leurs 
différentielles) sont identiques. 

Les propriétés suivantes 11 ot III découlent immédiatement 
de la notion d'intégrale indéfinie en tant que fonction primitive, 
c'est-à-dire que l'intégrale indéfinie 


| ft) dr 
est une fonction telle que sa dérivée par rapport à x est égale à la 
fonction à intégrer f(x), ou que sa différentielle est égale à l'ex- 
pression f (x) dx sous le signe d'intégration. 


Il. La dérivée de l'intégrale tndéfinie est égale à la fonction à in- 
tégrer, el la différentielle est égale à l'expression sous le signe d'inté- 


gration : 
(fred) 1e) à fear f(r) dr. (15) 
1ff. Simultanément avec (15) nous avons: 
\ F'{(z)dz=F(x)+cC, 
ct nous pouvons encore écrire cetle formule comme [II-1-6] : 


VdF()=F(s)+0, (16) 
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qui, compte tenu do II, donne la propriété: placés côte à côte les 
signes d et \ , S’ils se suivent dans un ordre quelconque, se détruisent 


réciproquement, à condition de convenir de négliger la constante 
arbitrairo dans l'égalité parmi les intégrales indéfinies. 


1V. On peut sortir un facteur constant de sous le signe d'inté- 
gralion: 


\ Af(z)dx = A4 | {x)àr+ ce. (47) 


V. L'intégrale d’une somme algébrique est égale à la somme algé- 
brique des intégrales de chacun des lermes : 


À @e+ vu) dx = | uar+ (var \war+c. (18) 


Il n'est pas difficile de contrôler l'exactitude des formules (17) 
et (18), en dérivant les deux membres ct en s'assurant de l'identité 
des dérivées obtenues. Par exomple pour l'égalité (17): 


(T 4/4) = 4f(e). 
(4 | ft) +) =4 (\ f(æ) dr) = f(x). 


ITI-1-5. Table des intégrales les plus simples. Pour dresser cetto 
tablo, il suffit de lire dans l’ordre inverse la table {11-1-5) des déri- 
vées les plus usuelles, de laquelle nous tirons: 


\ d=xz+c, 
m+1 
\ zx" dr=— ER +C, avec m—1, 
d. 
(Æ=mizl+c, 


Jade +0, Ved=e+c, 





| sinsdre —cosz+0C, (cosrdr=sinz+C, 
d. d 
\ as =t8r+0C, \ us —cotgr4.C, 


\ Tamer tez+c, rs ares x + Ce. 


* Parfois on n'écrit pas la constante additive arbitraire après l'intégrale 
indéfinie, sous-entendant que l'intégrale indéfinie comprond déjà un tel torme. 
L'égalité (17) dans ce cas sora: 


| Af (a) dz= À ( 1 (2) dz. 
15e 
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Pour vérifier ce tableau il suffit d'établir que la dérivée du se- 
cond membre de l'égalité est identique à la fonction à intégrer du 
premier membre. En général, sachant que telle fonction a pour dé- 
rivée une fonction donnée f(x), nous connaissons par là même 
son intégrale indéfinie. Mais généralement, même dans les cas 
les plus simples, les fonctions données ne se trouvent pas dans la table 
des dérivées, ce qui rend le problème du calcul intégral beaucoup 
plus difficile que le problème du calcul différentiel. Tout consiste 
à ramener l'intégrale donnée à d'autres, qui soient contenues dans 
Lo des intégrales immédiates, ainsi que des propriétés IV, V de 
[I-1-4]. 

Cette transformation exige de l'habitude et de la pratique ct 
s'allège par l'emploi des règles fondamentales du calcul intégral 
exposées ci-dessous. 


”  411-1-6. Règle d'intégration par parties. Nous savons que si u, 
v sont deux fonctions arbitraires de x avec des dérivées continues, 
alors d'après [11-1-6] : 


d(uv)=udv+vdu ou udv=d(uv)—v du. 
En vertu des propriétés I, V et 111, nous déduisons que: 


Judo À tatu)—v au += ( (ur) ( vau+c= 
= uv —\ vdu+cC, 
d'où l'on tire la formule d'intégration par parties : 
\ u do = uv — | v du. (19) 


Elle remplace le caïcul de l'intégrale \ u du par le calcul de 


l'intégrale \ v du, cette dernière pouvant se trouver être plus simple. 
Exomples. 
1. \ in z dx. 


Posant : 
u=lnz, dr= dv, 
nous avons: 


dim, v=xz, 
z 
ot d'après (19): 
\ Inxdr=zinz— 2 Æ+C=zins—z+C. 
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En pratique il n'y a pas lieu d'inscrire ces transformations particulières ; 
toutes ces opérations s’effectuont, si possible, mentaloment : 


2. \ Andre \ 2 dam \ a der = ste — (| a de3= 296% — 2 \ eëz de, 


\ eXx dz = \ 2 def = xe* — \ eX dr= e*xz—e*, 
qui donne enfin: 
\ ext de [et — 2542) LC. 


3. \ sinx-r%dr = \ z$ sin x dr = \ Sd (—cos x) = 
= — 2 c0s z— \ (— cos x) de mme — 29 COS z +3 \ 23cos x dx = 
= — 23 cos z+-8 \ ztd sin 2= —2$ cos ++ 32? sin z— 
—3 \ sin æ dat — 29 cos x + 3x2 sin z—6 \ zsinzdze 
58 cos 248% sin z—6 | zd (—cos z}= 


= — 29 cos x + 3x1 sin z+ 6x cos z—6 \ cos z dr = 
= — 123 cos x 822 sin z+- 6x cos x—6 sin z +C. 
La méthode, développée dans ces exemples, est employée sur- 
tout pour le calcul des intégrales du type: 
| exc" dr, | sin x zx"dx, \ cosbx zx" dx, 
où m est un nombre entier positif quelconque: il faut seulement 
veiller à ce qu'au cours des opérations successives, le degré de z 
s'abaisse, jusqu'à ce qu'il devienne nul. 
UI-1-7. Intégration par changement de variables, Exemples. 
On peut souvent simplifier l'intégrale \ f (x) dx, en introduisant 
au lieu de x une nouvelle variable £, en posant 


La règle du changement de variable dans l'intégrale indéfinie 
d'après la formule (20) revient tout simplement à remplacer dans cette 
intégrale l'expression sous le signe somme en fonction de la nouvelle 
variable t: 


(ra |riptho a+c. (21) 
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Pour la démonstration, en vertu de la propriété 1 [TIJ-1-4] 
il nous faut établir que les différentielles des membres de gauche 
ct de droite de la formule (21) coïncident. Prenant les différen- 
tielles, nous avons: 


a (Ü f(a)dr) =f(a) dre flot e (tar, 
a (TPS (dt) = flot (0 à. 
Souvent on emploie au lieu de (20) la substitution inverse: 
t= (x) 
Ÿ'(x)dr = dt. 


et 
Exemples. 
1. \ (az + 5)" de (pour m 2 —1). 
Pour simplifier l'intégrale, posons : 
axz+b=t, adr=dt, a+ , 
et opérant cetto substitution dans l'intégrale donnée, nous trouvons : 


1 4 mn 2-4 bjm4t 
\ (a2+ 0)" de = — \ EM dm RE 


dx 1 dt = In (ax + b) 
ar+5 à Ra Con É ET ES 


+c. 





c=+ @ 
a 





{substitution +) . 


a 


=arc sin + €, 


5. EE 
V'zita 
Pour le calcul de cette intégrale nous Érr Air eMae la substitution d'Euler, 
dont il sera re plus bas de façon plus détaillée. La nuuvolle variable + se 
présente ici d'après Ja formule: 


VaiFo=t-x, i=:+V/2+Fa. 
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Pour la détormination de x ot dz, élovons au carré: 





2— a 1 a 
titamti—2tzt rs, zz= ET) (+) < 
= —a ta 4 a _1 ho 
Vaitami- =, dm (: LRrT ) = 5 





dt. 





Reportlant l'onsemble dans l'intégrale donnée, nous avons: 


de 21 4 fa , 
as ir Tr ae 





= \ LE nint+Cœin(s+ Va Fa) +. 


dz 
\ z3— a? 
se calcule à l’aide d'un procédé particulier, que nous étudierons par la suite, 


à savoir, à l'aide du développement de la fonction à intégrer en fractions stmples. 
Développant le dénominateur do la fonction à fntégrer on facteurs : 


6. L'intégrale 


æ—a2=(x—a)(z+0), 
nous la présentons sous l'aspect d'une sommo de fractions plus simples: 


1 A B 
21—0i za + z+ta”° 


Pour la détermination des constantes À et B, réduisons au même dénre 
minatour, ce qui donne l'identité: 


4m À (24+0)+B(z—0)= (44 B)z+a(4—B), 


qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x. Cette identité sera vérifiée, 
sl nous définissuns À et B à partir des conditions 


a(A—B)=i, A+D=0, A=-B=-—. 
De cotte façon, pous avons : 


4  _1 1 = 


z?— a? 2e Lr—a zx+a 
dx 1 [ dz _ \ dz ]- 
\ 25-08" 2a \ z—a z+a 


= [in (z—e)—In (+) C=— In 








Ta 
Fe tee 


7. Les intégrales d'aspect plus général : 


L 
\ Are dz 


Fri 


232 CH, IE, NOTION D'INTÉGRALE ET APPLICATIONS 


se réduisent à celles qui ont déjà été étudiées plus tôt, lorsque le dénomi- 
nateur de la fonction à intégrer cest! décomposé en carrés parfaits. Nous 
avons: 


a+ prtq= (2+4)"+-2. 
Posons alors : 
2+4=t, z=t—À$, drædt, 
ce qui donne: 
mr+n=m (: —+)+n-4+8, 


où nous avons posé 4m et B=n—. Posant, enfin, 


g— P = + a3 
4 : 


où on doit prendre le signe (+) ou (—) selon lo promior membre de cetto 
égalité, avec « considéré comme positif ; nous pouvons transcrire l'intégrale 
ponnée sous Ja forme: 


mz+n _tAtHB t dt dt 
7 nes NE nl TD ETS 
La premièro de ces intégrales so calcule facilement, si l'on pose : 
f+taæz, idt=mdr, 
ce qui donne: 


t dt 4 dz 1 1 
\ FE 2 \ + Jniem.in (42 + at). 


ä E + Ve intégrale possède l'aspect, examiné dans les exemples 
(+) et 8(—). 
8. Les intégrales de la forme 


\ er àz 
Vars 


ge réduisent à cellos qui ont 6t6 étudiées plus haut avec le mémo procédé de 
ln décomposition en carrés parfaits. Utilisant Îles symboles de l'exemple 
{7}, nous pouvons transcriro l'intégrale donnée sous la forme: 


mz+n At+B 
\ VaiLpr+q \ V5+6 
t dt dt 2 
du \ Vas i \ VE F5 ( Fos &) 
La premièro de ces intégrales se caloule à l'aido de la substitution : 


t2+b=—322, 21dt— 23 ds, 
laquelle donne : 


\ TT \ 2 = dise 156. 
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La deuxième intégrale a été déjà étudiée dans l'exemple 5 ot est égalo à 


In(t + VE + b). 
Ÿ. Avec le procédé analoguo de la décomposition en carrés parfaits, on pout 


transformer l'intégrale 
\ mz bn de 


Vitres 





sous l'aspect : 


tdt dt 
A Vaï=1 +B \ V'ai—tt ’ 
et nous avons: 


(= -va—ñ+c 


az—1?1 


à l'aide de la substitution a?—1#%=:%. La deuxième intégrale a été étudiée 
dans l'exemple 4. 


1— cos 2z 1 Li 
4 ss: = ns — — Gi = 
10. ( sin LS = + (- : sin 2) +C 


+ (z—sin x cos z) + C. 


\ cos? x dr \ HE dx + (2+-5sin2) +C= 


= (e+sin æc08 z)+C. 
11, L'intégralo 
| Via 
so présente sous une forme déjà étudiés à l'aide de l'intégration par partios : 


\ Vri+tadr=z Vara( ed Va+as 
22 
mt Vat+ = r. wa 


Ajoutant et soustrayant a dans lo numérateur de la fonction à intégrer 
do la dernière intégralo, nous transcrivons l'égalité précédente sous la forme : 


\ VF des Vas | VA Fa da \ Ds 


zi+a 
ou 


2 \ VzSFadræz Vritata \ 7 , 


d'où enfin: 


[VAFi ae Rte VAT + ln GHVF FENG. 
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I11-1-8. Exemples d'équations différentielles du premicr ordre, Au para- 
graphe (11-1-7] nous avons examiné les équations différentielles les plus sim- 
ples. L’équation différentielle la plus généralo du premier ordre a l'aspect sui- 


vant: 
F(z,y, y°)=0. 


C'est une relation, liant la variablo indépendante z, la fonction inconnue y 
et sa dérivéo première y’. On peut généralement résoudre cette équation par 
rapport à y’ ot l'écrire sous la forme: 


y'=f (a, p), 
où / É y) est une fonction connue de z ot y. 
e considérant pas cotte équation dans lo cas général, cé qui sera fait dans 

L SsInES tome, nous nous arrêterons soulemont à quelques exemples les plus 
simples. 

Pqua tion aux varlables séparées, — cas où la fonction f (x, y) se présente sous 
la forme d'un rapport do deux fonctions, dont l’une dépend seulement de z 
et l'autre seulement de y: 





DL 1) 22 
ar TE F9 
Se rappelant que y’ = & , Bous pouvons écrire:cotte équation sous la forme : 


Py)dy=p{z)dz, oh 
do sorte qu'au premier membre de l'équation n'apparaisse quo la lettre x ot 


au deuxième membre seulement la lettro y: cetto transformation s'appelle sépa- 
ration des rariables. Comme 


ivtu) dy=a | pond, ptdr d | pte)az, 
en vortu de la propriété J [1I1-1-4j nous obtenons: 
| ou av= | peas+c, 23) 


d'où on peut, en pronant les intégrales, déterminer la fonction cherchés y. 
Exemples. 1. Réactions chimiques du 1°" ordre, Désignant par a le 
quantité do matière, existant au départ d'une réaction, el par z Ja quantité 
e matière, entrée on rénction au moment #, nous avons [I1-1-7] l'équation: 


dz 
Pi = (a— Z}e (24) 
où e est la constante de réaction. De plus nous avons la condition: 
&l=0 = 0: [(25) 


Séparant les variables, nous trouvons : 





= mc di, 
ou, en intégrant : 


\ = = \ odt+C:; —]n (az): ct + Cie 





a — 
où C, est une constante arbitraire. D'où nous extrayons: 


a—zme tt-GiÇ-ci, 
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où C=e" Ci est aussi une constante arbitraire. On peut la déterminer à partir da 
la condition (25), on vortu de laquelle l'égalité précédente pour ? = 0 donne a = 
=C, soit finalement: 

zæ=a(i—ect}. 

2. Réactions chimiques du 2 ordre. Soit deux substances so trouvant dans 
une solution, dunt les quantités au début de la réaction ont pour expression 
en molécules-grammes «a et b. Admettons qu'au moment + entrent en réaction 
des quantités égales de chaque substanco, que nous désignerons par x, do sorto 
que les quantités de substances qui restent sont a—zetb—z 

D'après la loi fondamentale des réactions chimiques du deuxième ordre 
la vitesse de la réaction ost proportionnelle aux produits de ces quantités 
restantes, c'est-à-dire ; 


FE mk(a—zx)(b— 2). 


11 faut intégrer cotte équation avec ja condition fnitiale 
2 |1=0 =0. 
Séparant les variables, nous avons : 
dz 
=n6=s "4 
ou, en intégrant 
\ UN Cr, (26) 
(a— x) (b— x) 


où C, est une constante arbitrairo. 
Pour lo calcul do l'intégrale du premier membre, nous appliquerons la 
méthode de la décomposition en fractions simples (exemple 6) [111-1-7]: 


1 A B 
G=I6—-d “az Hz” 
41= A (b—z)+B(a—2)=—(4+8B8)z+(Ab+ Ba), 
qui donue : 
—(A+B)=0; Ab+Ba=i, 
d'où 
: { 
nn TS 
de sorte que: 
dæ 4 dz dz 3 b—2 
RL A re 2 2 ar = 2 
Substituant dans (26) nous avons: 











b— ; 
la — m(b—a)kt+(b—a) Ca, 
b—2x 
= b—a)ht 
ur = Ceto-aht, 


où C = e(b—a)C1, La fonction cherchée x s'en déduit sans aucune difficulté. 
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Nous proposons au lectour d'analyser lo cas particulier où a = b, quand 
les formules précédontes perdent leur sens. 
3. Trouver loutes les courbes, coupant sous un angle constant donné les 
rayons vecieurs, issus de l'origine des coordonnées * (fig. 121). Soit M Ç P 
uu point de Ja courbo cherchée. D'après la 
figure nous avons: 


o—a—h, 
= 
tgo=tg(a—0) 1tgatgo ENT A 
æ 


Désignant pour la commodité du calcul 
{ 


ot, en supprimant les dénominatours, écrivons 
l'équation différentiello obtenue saus la furme : 


Fig. 121 z+yy'=a (y'z— y) 





ou, multipliant los deux mombres par ar: 
æ dz+-y dy==a (x dy —y dx), (27) 


Cotte équation s’intègre très simplemont, en passant des coordonnées rootan- 
gulaires x, y aux polaires r, 0 en prenant l'axe OX comme axo polaire et l'ori- 
gino des coordonnées O comme pôle. Nous avons [1J-5-18]: 


at mpi=rs, B= arc tg : 
ce qui donne : 





1 dy — 
æ'dx+y dy=r dr, dû = Po aber . 
FA 


L'équation (27) s'écrit par suite sous la forme : 


r dr=ar2 dû ou La dd. 


En intégrant, nous en déduisons : 
Inre=00+ Ci, càd, r=Ce%0, où C= et, 
Les courbes obteuues s'appellent spiralos logerithmiques. 


ILT-2. Propriétés des intégrales définies 


{1-2-{. Propriétés fondamentales des intégrales définies. Nous 
avons vu que l'intégrale définie 


I= (f(x) dr, a<b, (1) 


* D'une façon générale, par angle entre deux coarbes on désigne l'angle 
entre leurs tangentos, issues au point d'inlersection dos courbes. 
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où (a, b) est un intervalle fini et f (x), fonction continue dans cet 
intervalle, est la limite des sommes du type [}T1-1-2j : 


QG) drœlim D} (En) (enr). (2) 
hi 


Cette limite doit être comprise de la manière suivante: pour tout 
e positif fixé à l'avance il existe un nombre positif 1 tel que: 


ui (En) (ns) <e 


pour tout choix des points E; dans les intervalles (2x1, xx) et pour 
tout découpage, si la plus grande des différences (positives) 
Th — Tru EN 

En un mot, l'intégrale (1) ost la limite des sommes (2) pour 
tout choix de E; et toute manière suivant laquelle la plus grande des 
différences x, — 21. tend vers zéro. 

Notons qu'alors le nombre des termes dans la somme (2) augmente 
indéfiniment. Rigoureusement parlant, Ja définition de la limite 
mentionnée (2) doit être comprise comme nous l'avons déjà indiqué 
plus haut (avec l'aide de & et n). 

A la fin du chapitre nous démontrerons l'existence de la limite 
susmentionnée des sommes (2) pour Les fonctions continues et certai- 
nes classes de fonctions discontinues. Par la suite, sauf indication 
spéciale, nous estimerons que la fonction à intégrer est continue 
sur l'intervalle d'intégration. 

Nous avons supposé que la borne inférieure a de l'intégrale est 
plus petite que la borne supérieure b. Si a = b, alors il résulte de 
l'interprétation de l'intégrale en tant que surface qu'il est naturel 
d'estimer que 


\ f(æ)dx=0. (3) 


Cette égalité est la définition de l'intégrale pour le cas où la borne 
supérieure est égale à la borne inférieure. 
Pour a >> b on adopto la définition suivante: 


(ft) dr — (f(x) ds. (4) 


Dans l'intégrale figurant au second membre la borne inférieure b 
est plus petite que la borne supérieure à et l'intégrale peut être 
comprise de la manière usuelle, comme indiqué plus haut. Si nous 
avions construit pour l'intégrale du premier membre la somme (2), 
nous aurions obtenu pour elle (& >> b): 


I=T>nu>n>... Dim >... ini >in=b, 
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ot toutes les différences (x, — z1-1) sont négatives. Si nous passons 
à l'intégrale figurant au second membre de l'égalité (4), autrement 
dit, si nous estimons que a est la borne supérieure et b la borne 
inférienre, il faudra compter les points intermédiaires x, dans 
l'ordre inverse et toutes les différences dans la somme (2) changeront 
de signe. Ces considérations plaident naturellement en faveur do 
la définition (4) dans le cas où a > b. 
Notons l'égalité évidente 


Var= (dr ba. (5) 


“e effet, comme Ja fonction à intégrer est égale à l'unité pour tout x, 
alors 


Vide = lim Ie — 0) (2221) + (as) + + 


+ (En — Lane) + (b— 2 1)]. 
Mais la somme figurant entre crochets est égale à la constante 
b — a). 

Passons maintenant à l'énoncé et à la démonstration des pro- 
priétés de l'intégrale définie. Les deux premières sont les défini- 
tions exprimées par les égalités (3) et (4). 

I. L'intégrale définie avec des bornes inférieure et supérieure identi- 
ques a une valeur nulle. 

I. Par permutation des bornes supérieure et inférieure l'in- 
tégrale déJinie conserve sa valeur absolue et change seulement de signe: 


SfG@)dr= — (f(x) de. 
b 


III. La grandeur de l'intégrale définie ne dépend pas de la désigna- 
lion de la variable d'intégration : 


La fee) de = (5 (0 ar. 


Ceci avait été déjà mis en évidence dans [111-1-2]. 
TV. Soit la série de nombres 


a; b, C sk; l, 
disposés dans un ordre quelconque, alors 
Û ! 
freae=(reért(rdet...+ (répare. (6) 
11 sutfit d'établir cette formule pour le cas do trois nombres 


a, b, c, après quoi il n'est pas difficile d'étendre la démonstration 
à un nombre quelconque de termes. 
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Montrons-le d'abord, pour a << b << c. Do la définition il résul- 
te que 


Le f(x)dr=lim S) f(&) (211), 
= 


et que cette limite est unique quelle que soit la façon dont on 
découpe en intervalles le segment (a, c), sous réserve que la plus 
grando des différences (x, — x;_,) tende vers zéro. Nous pouvons 
convenir de découper Je segment (a, c) de façon que le point b, se 
trouvant entre a et c, apparaisse à chaque fois comme un des points 
du découpage. Alors la somme 


ñ 


2, 1 Es) (er x) 


se décompose en deux sommes du même type, avec la seule diffé- 
rence, que pour établir l’une nous découperons en intervalles le 
segment (a, b) et pour établir l'autre — le segment (b, c), et que, 
daas les deux cas, la plus grande des différences (x, — x,) tende 
vers zéro. Ces deux sommes tendent respectivement vers: 


(era, (ta d, 
el nous obtenons enfin en choisissant un ordre fixé quelconque du 
dévoupage ot des points fixés E; 


(era) damtim D f(1)(ei ms) V9 f(x) de+ À f (2) de, 
{ni 


ce qu'il fallait démontrer. 

Supposons maintenant que b se trouve en dehors du segment 
(a, c), par exemple a<c< b. D'après la démonstration nous pou- 
vons écrire maintenant : 


Qu Fe) de = ( f(a) de + Ÿ° (x) de, 
d'où 
(rte) ds= (5 (2) de — V f(2) de. 
Et en vertu de la propriété Il, nous avons : 
— (2 (0) de = À (2) de, 
c'est-à-dire de nouveau : 


°fa)de= f(x) dr+ À f(x) dr. 
s a b 
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De façon analogue, on peut examiner tous les autres cas possibles 
de disposition des points. 
V. On peut extraire un facteur multiplicatif constant de sous le 
signe d’intégrale définie, c'est-à-dire 
ù ù 
(f(x) dr = 4 Voix) de, 
en offet, 


( Af(a)dr=tim } 4f()(n—m)= 


LL 
= Alim) (mm) A fr f(0 dr. 
{mi 


VI. L'intégrale définie d'une somme algébrique est égale à la 
somme algébrique des intégrales définies de chacun de ses termes, en 
effet, par exemple 


(La) (a) dr = dira D 17 (1) — 9 (E91 x 


{mt 


X(a—ms)=limS, f()(r—zi)—lin pb) ms) = 


ii ti 
b b 
: = (dr (o(x) dz. 
I11-2-2. Théorème de la moyenne. VII. Si sur le segment 
(a, b) les fonctions f(x) et @(x) satisfont à la condition: 


1(x)<q(x), a<z<b, (7) 
alors 
Ç f(x) dz< Ç q{a)dx (b>a), (8) 


ou, plus brièvement, on peut intégrer les inégalités. 
Etablissons la différence: 


Ve) de— (fe) dr= Vtp(a)—/ (dr = 
slim) ((6)—f(E)l(m— 214). 
si 


En vertu de l'inégalité (7), les termes sous ic signe somme 
sont positifs ou, du moins, non négatifs. Par conséquent, on peut 
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en dire autant de la somme et de sa limite, ce qui conduit à l’iné- 
galité (8). 

Donnons encore une explication géométrique de ce qui a él6 
dit. Admettons d'abord que les deux courbes 


y=f(@), y=e(x) 
se trouvent au-dessus de l’axe OX (fig. 122). Alors la figure, limitée 
par la courbe y = f (x), l'axe OX et les ordonnées x = a et x = b, 
se trouve entièrement à l’intérieur de la figure analoguo, limitée 





Fig. 122 


à la courbe y = œp (x), c’est pourquoi l'aire de Ja première figure ne 
dépasse pas l'aire de la deuxième, c'est-à-dire 


L f(x) dr < NC (x) dx. 


Le cas général d'un arrangement de courbes données placées 
de façon quelconquo par rapport à l'axe OX et vérifiant la condition 
(7) se ramène au cas précédent, par une translation verticale suffi- 
sante du graphique pour que les deux courbes se trouvent au-dessus 
do l'axe OX ; cette translation ajoute à chacuno des fonctions f (x) 
et q (x) une seule et même grandeur constante c. 

11 est facilo de démontror que si dans (7) il y a le signe <<, alors 
dans (8) il y a le signe <<. Rappelons que les fonctions f (x) et @ (x) 
sont considérées comme étant continues, 

Corollaire. Si sur le segment (a, b) 

lf()1<e(r)<M, (9) 
alors 


Lral<(ip@a<emb-a), b>a. (10) 

En cffet, les conditions (9) sont équivalentes aux suivantes: 

—M<—q(r)<f(r)<p(r)< +M. 

En intégrant ces inégalités entre les bornes a à b (propriété VII) 

et en appliquant (5) nous obtenons: 
—M (b—a)< — Vo te) de < V(2) de < (pt) dz<M (b—o), 

qui est équivalent aux inégalités (40). 
16-281 
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Posant @ (zx) = |f (z){, nous tirons de (10) l'inégalité impor- 
tante: 


[Srea|<(iretac, «10,) 


qui se présente comme la généralisation au cas de l'intégrale de la 
propriété connue pour une somme: la valeur absolue d'une somme 
de termes est plus petite ou égale à la somme des valeurs absolues 
des termes. Dans la formule inscrite, le signe d'égalité a liou, 
comme il n'est pas difficile de le voir, seulement dans le cas où 
{ (x) ne change pas de signe sur le segment (e, b). 

De la propriété VII découle un théorème très important : 

Théorème de la moyenne. Si une fonction ® (x) 
conserve un signe constant sur le segment (a, b}, alors 


(2 (2) pa) dr= (6) Vo (ads, 3) 


où E est une valeur quelconque, appartenant au segment (a, b). 
Pour préciser nous considérerons @ (x) > 0 sur le segment (c, b) 

et désignerons par m et M respectivement la plus petite et la plus 

grande des valeurs de f (x) sur le segment (4, b). De sorte que 


m<f(x) <M 


(les deux À de d'égalité peuvent avoir lieu en même tomps, seule- 
ment quand f (x) est une constante) et @ {x) > 0, alors 


mp(z)<f(z)p(z)<Mop(x), 
et on vertu de la propriété VII, considérant que b > a, 
m À (x) de < °F(2) (x) de < M Vo (s) ds. 


11 en résulte qu'il existe un certain nombre P, vérifiant l'inéga- 
lité m< P < M, tel que 


Jar (2) p (x) dr = P (ip (a) dx. (12) 


Comme la fonction f (x) est continue, elle possède sur le segment 
(a, b} toutes les valeurs, comprises entre la plus petite m et la plus 
grande M, et parmi elles la valeur P [I-2-41]. Par conséquent, 
il existe une telle valeur £ à l'intérieur du segment (a, b), pour 


laquelle 
1Œ&)=P, 
ce qui démontre la formule (11). 


Si p (x) < 0 sur le segment (a, b) alors —® (x) > 0 sur le seg- 
ment (a, b). En appliquant le théorème qui a été démontré, nous 
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obtenons: 
VF pa)] d2 = (8) (tp (o)) d7: 


sortant le signo (—) de sous le signe d'intégration ot multipliant 
les deux membres par (—4) nous retrouverons la formule (11). 
De même, pour b < a, la formule: 


(A Ce) pe) dx = f (E) Vo (x) dr. 


résulte de ce qui précède. 

Permutant dans les deux membres les bornes d'intégration et 
multipliant par (—1) nous retrouvons la formule (11), qui a été 
démontrée, de cette façon, dans loute sa généralité. 





Fig. 123 


En particulier, en posant @ (x) = 1, nous obtenons l'important 
cas particulier du théorème de la moyenne: 


Lrçe) de= 1 (ES ae = f (EE 0). 13) 


La valeur de l'intégrale définie est égale au produit de la longueur 
du segment d'intégration par la valeur de la fonction à intégrer pour 
une cerlaine valeur de la variable indépendante prise sur le segment. 

Si a>b, il faut prendre cette longueur avec le signo (—). 
La proposition géométrique équivalente est que, si on considère 
l'aire limitée par une courbe quelconque, l'axe OX et les deux 
ordonnées x = a, x = b, on peut toujours trouver un rectangle 
ayant Ja même surface, de même base (b— a) et dont la hauteur 
est égale à l'une des ordonnées de la courbe sur le segment (a, b) (fig. 123). 

Ï n’est pas difficile de montrer que le nombre E, entrant dans 
la formule (11) ou (13), peut toujours être considéré comme se trou- 
vant à l'intérieur du segment (a, b). 


U1-2-3. Existence de la fonction primitive. VIII. St la borne 
supérieure de l'intégrale définie est une grandeur variable, alors la 
dérivée de l'intégrale par rapport à la borne supérieure est égale à la 
valeur de la fonction à intégrer pour cette borne supérieure. 


{46e 
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Remarquons que la grandeur de l'intégrale 
b 
VF (x) dr 


pour une fonction à intégrer donnée dépend des bornes d'intégra- 
tion a et b. Considérons l'intégrale 


ICE 


ayant une limite inférieure constante a et une burne supérieure 
variable x, avec une variable d'intégration que nous désignons par 
la lettre £ pour la distinguer de la horne supérieure z. La valeur 
de cette intégrale sera une fonction de la borne supérieure x: 


Fe)= (a r(0 à, (14) 
et il faut montrer que 
dP 
re ={(x). 
Pour la démonstration, nous calculerons la dérivée de la fonc- 


tion F (x) à partir de Ja définition de la dérivée [1]-1-11: 


aF (2) F(z+h)—F (x) 
RE SE 


h=+0 


Nous avons : 
re+h)= (ro a = fort dt +\ 
(en vertu de la propriété LV), d'où 
F(e+h=r (+ 10) dt, 


CL 


el 
P(a)= (2 1(0 dt =0. 
Utilisant (13), nous avons: 
: th 
F(+h)—F (= (TTC) di = 5 (ER, 


où À peut être aussi bien positif quo négatif, ss a<z<b;k>0 
pour z = a et h < 0 pour z = b. Le nombre E appartient à l'inter- 
valle dont les extrémités sont z et z + À de sorte que si À tend vers 
zéro, alors Ë tendea vers x et f (£) vers f (x) en vertu de la continuité 
de cette fonction. 11 découle immédiatement de cette dernière for- 
mule que F (x) est une fonction continue pour a < z < b, antrement 
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dit, l'intégrale définie considérée comme une fonction de sa borne 
supérieure est une fonction continue dans l'intervalle (a, b). Divisant 
les deux parties de cotte dernière formule par k: 


BE (z+h)—F (x) 
———;——" = j (À) 


et faisant tendre h vers zéro (k —>+ + O0 pour x = a ot À —+ — O pour 
x = b}, nous obtenons: 


F2 = TS = lim À (8) = (r). 
Nous avons déjà parlé de la définition de la dérivée aux extrémités 
d'un intervalle fermé au paragraphe [II-1-2]. 

Des raisonnements précédents, il résulte aussi que: 

IX. Toute fonction continue f (x) possède une fonction primitive 
ou une intégrale indéfinie. 

La fonction (14) est la fonction primitive de f (x), qui s'annule 
pour æ = 0. 

Si F, (x) est une des expressions de la fonction primitive, comme 
nous avons vu dans [I11-1-3]: 


Ê Ce) de = Fi (b)— Fi (a). (15) 


11—-2-4. Cas des fonctions discontinues sous le sigac d’intégraic, 
Dans tous les raisonnements qui ont précédé, il a été supposé que la 
fonction à intégrer f(x) était continue sur tout l'intervalle 
d'intégration (a, b). 

Introduisons maintensnt le concept d’intégrale pour des fonc- 
tions discontinues quelconques. 

Si dans l'intervalle (a, b) se trouve un point c, pour lequel la fonc- 


tion à intégrer f(x) possède une discontinuité, mais les intégrales 
c—s" ù 
(rue, (fwéæ U<t 
tendent vers des limites déterminées, quand les nombres positifs e’ et 
tendent vers zéro, ces limites s'appellent intégrales définies de la fonc- 
tion f (x), prises respectivement entre les bornes (a, c) e£ (c, b), c'est-à- 
diro: 





L/tdre lim (UT 1(e) de, 
[era lim (ef (0) de, 


si ces limites existent. 
Nous obtenons dans ce cas: 


Ver Ce) de = (Te F() de + (04e) ae. 
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La fonction F (x) définie par la formule (14) possède, comme 
il n'est pas difficile de le voir, les propriétés suivantes: 

F'(x) = f(x) pour tous les points (a, b), excepté z==0, et F (x) 
est continue dans tout l'intervalle (a, b), y compris x = c. 

Si le point c coïncide avoc l’une des extrémités de l'intervalle 
(a, b) il faut considérer au lieu des doux, seulement uno dos limites: 


lim Qf&)a ou Jim Nr ICT 


Enfin, s'il n'y a pas un mais plusieurs points de discontinuité 
dans l'intervalle (a, b), il faut découper l'intervalle en parties, dans 
chacune desquelles il n'y a qu'un point de discontinuité. 

Compte tenu de la convention ci-dessus sur le sens du symbole, 


(1 Ge) de 
le propriété IX et la formule (15) 
(UF Ce) de = Fi (b)— Fi (a) 


auront probablement lieu, si F; (x) =f (x) pour tous les points (a, b), 
hormis x = c, et Fix) est continue dans tout l'intervalle (a, b) 
ÿ compris x = c. 

11 suffit de le démontrer dans le cas d'un point de discontinuité c 
à l'intérieur de l'intervalle (a, b); car le cas de plusieurs points 
de discontinuité ainsi que le cas où c = a ou b, sont étudiés de façon 
analogue. 

Comme dans les intervalles (a, c — &’}, (c + e”, b) la fonction 
f (x) est continue, la formule (15) est donc valable ici, et nous avans: 


(TT ça) dr es Fi(e—e)— Fa(a), 
et ()dr= Fi) Fite+e). 


c+e” 


En vertu de la discontinuité de F,(x) nous pouvons écrire : 
(ré)dr= lim LFi(e—e")— Pi (a) = Fi (6) —Fi(a), 
e—++0 


Vf()dr= lim 1F(0)— (+8) Fi (6) — Fi (c), 

g e"+0 

c'est-à-dire : 
(raz = Ÿ° f(x) de + (U F(x) dr = 


= [Fi(c)— Fi (a)] + (F0) — Fi(e))= Pa (b)— F3 (a), 
ce qu'il fallait démontrer. 
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Du point de vue géométrique, ce cas se rencontro quand la courbo y = / {x) 
possède une discontinuité en un point c, mais de façon que {a en de la 
Courbe existe tout do même. Considérons, par exemple, le graphique de la 
fonction, définie de la fagon suivante: 


1G=S+T pour 0<r<2 
f{2)=2 pour 2<7<3 


(fig. 124). L'airo délimitéo par cotte courbe, l'axe OX, l'ordonnée + = 0 et 
‘ordonnée variable z== z,, est une fonction continuo do x, bion quo la fonction 
A) présente uno discontinuité pour z © 2. 
autre part, il n'est pas diffiolle de trouver 

une fonction primitive pour f (x), qui soit 
continue sur tout lo sogmont (0, 3). Cela 
sora, RS exemplo, la fonction F, (x), préson- 
tant forme suivante: 


a > 
FaG=-+z pour 0<z«2, 
2 
F=— pour 2<zx<3. 


Effectivewnont, on différontiant, on se 
convainc que 





; æz , 4 
Fi De=s+s 
sur Je segment (0,2) et Fi (x) = x sur Le ig, 
segment #3). LÉ deux oxpressions de Fa (x) Fig. 124 


écrites ci-dessus donnent pour x = 2 une 

seule et même valeur 2, Le assure la continuité de F,(x). L'aire, délimitée 
par notre courbe, l'axe OX et les ordonnées x = 0, x = 3, est roprésentée 
par la formule: 


( fe) dz Ç f (2) de+ Ç ICE ACER 


ce dont il n'est pas difficile de se convaincre en considérant la figure. 
Considérons encore la fonction y = x %3 (fig. 125). Elle présento uno 


branche infinie pour z = 0, mais sa fonction primitive 3:!/* reste continue pour 
cette valeur de zx, c'est pourquoi nous pouvons écrire: 


\= 2 V8 qz=92/8 É 6: 


on d'autres termes, , quoique la courbe considérée pour z voisine de zéro s'éloigne 
à A elle Le de or ps uno airo véritablemont définie entre les ar. 
onnées z = — 4 ét z = 1. 


Pour la fonction 5 la fonction primitive + devient infinie pour 
zæ 0, la formule (15) ost inapplicable pour cette fonctioù dans le cas, 
où le point 0 s6 trouve à l’intérieur du segment (a, b); la courbo à dans cot 
intervalle no possède pas d'aire finio. 
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Notons que dans certains cas les intégrales des fonctions disconti- 
nues dans un intervalle fini (a, b) ont aussi un sens découlant 
immédiatement de la notion de limite des sommes indiquées au 
début de [I11-2-4]. Cela sera le cas par exemple quand f (x) aura 
un nombre fini de points de discontinuité sur l'intervalle (e, b) 
et est bornée sur cet intervalle, autrement dit, il existe un nombre 
posilif M tel que | f (x) | << M pour tous les x de («, b). Les valeurs 


A 
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à 







Fig. 125 


aux points de discontinuité n'influent pas sur la valeur de l'inté- 
ale. Nous en parlerons dans [III-4-3]. Si par contre la fonction 
Fa) n'est pas bornée, c'est-à-dire si |f(x) | prend des valeurs 
arbitrairement grandes, il n’est plus possible de définir directement 
l'intégrale en tant que limite d'une somme. Cela a lieu pour 
l'exemple correspondant à la fig. 125. 11 est ici nécessaire de définir 
l'intégrale comme une intégrale sur un intervalle raccourci en 
passant ensuite à la limito 
+ -2 «æ -? Re 
(az Sas lim (275 dz+ lim (27 342. 
—1 e-0 d—1 e-»+0 JS 


Do telles intégrales sont usuellement appelées intégrales impropres. 


Pour la fonction 5 il n'existe pas de limite finio 
s 11 
lim DC dr = -L co. 
e+0 ve e 
De tolles intégrales sont dites divergentes. L'intégrale mentionnée 
plus haut de x? est dite convergente car les limites indiquées plus 
haut existent quand £g’ —> — 0 et e” — + 0, 
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Dans le paragraphe suivant nous allons considérer les intégrales 
impropres sur un intervalle infini. Dans ce dernier cas il n'est pas 
possible de définir directement l'intégrale en tant que limite de 
somme et l'intégrale est foncièrement impropre. 


H1-2-5. Limites d'intégration infinies. On peut étendre les 
raisonnements précédents au cas du segment infini, et poser 


(rear= im VC) de, (16) 
V'ufe)ar= lin (of (ar; (7 


si ces limites existent. 

Cette condition est effectivement remplie, si la fonction primi- 
tive Fi (x) tend vers des limites finics, quand x tend vers (oo) ou 
(—co). Désignant simplement ces limites par F; (+00) et F, (—co), 
nous auro0Ds : 


(a FC) de = lim [Fi (6) — Fi (a)1= Fi(+ ce) — Fi (a) (18) 
VF) de = lis LP (0) — Ps (a)= Ps (0) — Fi(— ce), 19) 


(red ( ft) de+ ((e) dre Fi(+o0)—Fi(— 00), (20) 


ce qui apparaît commo une généralisation de la formule (15) au cas 
d'un segment infini. 
Souvent on écrit La relation (16) sous la forme 


[ef Ge) de lim (1 (x) dr. 


Du point de vue géométrique, quand Ja condition précédento 
est remplio, nous pouvons dire que la branche infinie de Ia courbe 
y = f(x) qui correspond à æ—> + oo a une surface. 

Si les limites (46) et (17) existent alors on dit que los intégrales 
correspondantes convergent ou que ce sunt des intégrales convergen- 
tes. Dans le cas contraire on dit que les intégrales divergent. 


Exemple. La courbe y= Le , S'éloignant à l'infini pour z = + co, 


limite copondant avec l'axe OX une aire finie (fig. 426), tolle que 





PE dt [Te (—-5)=" 
Vers 8 he + EN ARE 
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Pour le calcul de cotte intégrale {à conviont de so rappeler que pour la fonc- 
tion arc tg x il ne faut pas prendre n'importe quelle détermination de cette fonce 
tion à plusiours déterminotions, mais précisément celle définie dans [1-4-24], 


45 -1 -05 0 05 { 45 2 . 








2? 
Fig. 120 


æour laquelle on avait retenu une détermination unique, c'est-à-dire entre 


(5) et (+ 5) ; dans le cas contrairo la formule qui précède pard son sens, 


IIT-2-6. Changement de variable pour une intégrale définie. Soit 
1 {x) une fonction continue dans l'intervalle (a, 6, ou même dans 
l'intervalle plus large (4, B), dont il sera question ci-dessous. 
Soit aussi la fonction q ({) univoque, continue qui possède une déri- 
vée continue @’({) dans l'intervalle (&, B), de sorte que: 


pla)=a et p(B)=b. (21) 


Posons encore que les valeurs p ({) pour les variations de { dans 
l'intervalle («, f) ne sortent pas de l'intervalle (c, b) ou du plus 
grand intervalle (4, B), dans lequel / (x) est continue. La fonction 
composée f [ ({}] est alors une fonction continue de t dans l'intor- 
valle (&, B). 

Avec les hypothèses choisies, si on introduit au lieu de x la 
nouvelle variable d'intégration {: 


z=o(t), (22) 
d'intégrale définie so présente sous la formule: 
À F2) de = (Lo (#31 (9) de. (23) 


Introduisons au lieu des intégrales envisagées, les intégrales 
avec bornes variables : 


FR= ua, = tete" (5 
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En vertu de (22) F(x) est une fonction composée de #: 
F(e)=Ple(t)= (9° 7 (u) dy. 


Calculant sa dérivéo d'après la règle de différentiation dos fonc- 
tions composées, nous avons : 


dF (r) _dP(z) d= 





dt dx dt! 
et en vertu de Ja propriété VIII (11]1-2-3], 
aF 
= (2); 
ot de la formule (22), il résulte que: 
dx _ , 
a = (#), 
d'où 
EE f(x) 9 (= f lp (61 9 (0). 
dt 


Calculons maintenant la dérivée de la fonction W{t). En verin 
de la propriété VIII ot des hypothèses que nous avons énoncées, 
nous avons: 

D = fie (Ho (0). 

Les fonctions Y ({) et F (x), considérées comme fonctions de £, 
possèdent, de cette façon, des dérivées égales dans l'intervalle (x, B), 
et d'après {[111-1-4} elles ne peuvent différer que d’une constante 
additionnelle, mais pour { = & nous avons: 


æ=qp(a)=a, F(r)lmo=F(a)=0, WY(a)=0, 
parce que ces deux fonctions sont égales pour £{ — «; elles le sont 
par suite pour toutes les valeurs de t dans l'intervalle («, f). En 
particulier, pour { = f nous avons: 
b + 
F(a)lep= F(b) = f{z)dr=(fio(tio (6) de, 
ce qu'il fallait démontrer. 
Bien souvent à la place de la substitution (22): 
æ=(t) 
on emploie la substitution inverso 
t= (x). (24) 


Alors les bornes & et f se définissent d'emblée d'après les for- 
mules : 


œævyl(a), B=4vY(6), 
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inais il faut ici gardor à l'esprit que l'ecpression (22), que nous obtenons 
pour x, si nous résolvons l'équation (24) relativement à x, doit satisfaire 
à toules les conditions indiquées plus haut, en particulier, la fonction 
p (#) doit être une fonction univoque de t. Si @ (t) ne remplit pas 
cette condition, la formule (23) peut se trouver en défaut. 


{ntroduisant dans l'intégrale 
A dz=?2 
à la place de x 1a nouvelle variable indépondante t: d’après la formule 


te 23, 


dans la partie droite de lu formule (23), nous obtenons l'intégrale avec les bornes 
uniques +1, +1, égale, par conséquent, à zéro, co qui n'est pas possible. La 
faute se produit par ce que l'expression z donnée par t: 


tx=+t Vi 
ost une fonctiun multivoque. 
Exomple. La fonction f (x) s'appelle fonction paire de x, si j (—2)— 
"= f(x), vt fonction impaire, si f (—zx) = — f(x). Par exemplo, cos + est une 
fonction paire et sin + uuo fonction impaire. 
Montrons que 


Le) dz=2 («2 dz, 
si f(x) est paire, et 


tt [ (x) d2=0, 
—-a 


si f(x) est impairo. 
écomposons l'intégrale en doux [J11-2-1, IV]: 


(ie {(2)d2z= Le f()az | \, f (x) dz. 


Dans la première intégrale, effectuons le changement de variable 3— 
= —t et appliquons les propriétés II et SIL [111-2-1] : 


CL EEE TENTE ANT 
d'ob, on reportant dans la formule précédento: 
(aa dem (y (a dat (1e dr Lot C—a)+ 7 can ds. 
Si f (x) est uno fonction paire, alors la somme !f D + { (z)] est égale 


à 2/ (x), oL si / (x) est brupairo, alors celte somme est égale à zéro, ce qui prouve 
uotre affirmation. 


HI-2-7. Intégration par parties. La formule d'intégration par 
parties |1[I-1-6, pour des intégrales définies peut être écrite sous la 
forme : 


Vu (2) do (x)= u (z)o(x) L = Ç v(z) du (x). (25) 
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Effectivement, en intégrant terme à termo l'identité ([111-1-6) 
u(x)du(z)=dlu(x)v(x)|—v(x) du (x), 
nous oblenons 
è b b 
\, u(x) du (x) = { diu(z}u(x)l — (° v(x) du (x) 
et en vertu do la propriété IX [1I1-2-3): 


Qatuça)o (a) = [OR E ge = u (a)o (2): 


ce qui donno Ja formule (25). On considère, bien sûr, Que u (x) ot 
v(x) possèdent des dérivées continuos dans l'intervalle (a, b). 


Exemple. Calculons les intégrales 
Ne: sin" + dx, de cos" x dx. 
Posons 
In= ei sin z dx, 
En intégrant par partios, nous avons : 
ln = si sint-1zxsinzx dr — \ sinn-1 xd cos ze 


= —sin-iz cos 





De ve (n—1) sinñ-2 zcosx.cos x dr = 
2 
«s (n—1) wi sin"-3 x cos? x de =(n—t) °a sin"-3 x ({— sin? +) di = 


={(n—1) Va sinn-2 x de —(n —1) ve sin zdzm(n—i) In.2—(n—1) Jr 
c'est-à-diro 
In —(n—1) In-2—(n—1) In: 
d'où, en résolvant par rapport à 7,: 


—! 
= In. (26) 





In = 


Cette formule s'appello formule de récurrence, car ollo conduit lo calcul 
et For I, à uno intégrale semblable, mais avec un indice plus faiblo 
n — 4). 


Distinguons maintenant deux cas, selon que n est un nombre pair au impair. 
4. n — 2k (pair). Nous avons en vertu de (26): 


2h41, Ch Ok—T), _ _(@k—1)(2t—9...21 
Pen le ED hu ED. 2e do 
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et puisque . 
1= (7 dm ; 
finalement 
1 (k—1)@k—3)...31n 
ATTHGE—-D... 42 2° 


2. n=2k+1 (impair). Nous obtenons do la même façon que précédem- 


ment : 
L = 2k (2k—2) ... 4.2 1 
DATE ET) GET)... 58 1 
2 
lie te sin x dr = —Ccosx (#1, 
et donc 
pou LA (2H 2) eo 402 
DH ET D GET)... 58° 
L'intégrale : 
Ne cos" z dx 


pout se colculer par la mêmo voie, mais aussi plus simplement, en le 
réduisant à la forme précédente, ayant remarqué on effct que, 


2 n/2 . a 
\S cos" r dr= FF sin" (+—:) dx, 
d'où, ayant posé 
ñ a 
gris cle a 
et par application du Ja formule (23) et do la propriété 11 [I1I-2-1] nous 
avons: * 
in cos" x dr = —( sin" t dt ( gin" 6 de. 
0 n/2 0 


Rogroupaat les résultats obtenus, nous pouvons écrire : 
wz . ñ/2 (2k—1) (2k—3) ...9-1 x 
2h a ! = _— 
jo sintzaee (ent CE, en 
æwv2 , a/2 2h (2k—2) ...4.2 
2h+1 = 2h+1 2 dx . 
{ sin zdz 1e cos?h+1 z dx GFDC D-.53à (28) 


II-3. Compléments sur la notion d’intégrale définie 


ILI-3-1. Calcul des surfaces. Nous passons à l'application de 
la notion d'intégrale définie au calcul des surfaces, des volumes et 
des longueurs des arcs. Nous utiliserons alors pour beaucoup 
les considérations concrètes. Nous donnerons une définition exacte 
des surfaces et des volumes de divers points de vue, dans les tomes 
suivants. 

Dans {I[14-2] nous avons vu que la surface, limitée à uno 
courbo donnée y = / (x), l’axe OX et deux ordonnées z = a et 
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x = b, se représentait par l'intégrale définie 
’ f(zdz (a<b). 


Cette intégrale, comme nous l'avons vu, donne la somme algé- 
brique des surfaces dans laquelle chaque surface située sous l'axe OX 
porte le signe (—). ° 





Fig. 127 Fig. 128 


Pour obtenir la somme de ces aires au sens habituel il faut 
calculer 


Vif (ad. 
Ainsi la somme des aires hachurées sur la fig. 127 est égale àt 
À 0e) de À 700) de + tte) de — (fa) de+ Ve ft) à. 


L'aire, comprise entre les deux courbes : 


y={(x), y=q{() (1} 
et les deux ordonnées : 
T=4a4 xz=b, 
dans le cas, où l'une des courbes est au-dessus de l'autre, c'est-à-dire 
quand 
1(a)>p(x) 
dans l'intervalle (a, b), s'exprime par l'intégrale définie 


À Lx) — @ (x)] dr. «2 


Admettons d'abord que les deux courbes sont au-dessus de 
l'axe OX. On voit immédiatement sur la fig. 128 que l'aire cher- 
chéo S est égale à La différence des aires, limitées par les courbes 
données et l'axe OX: 


8 = (162) de (pte) de = (tft) — ptet dr, 


.ce qu’il fallait démontrer. 
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Le cas général de n'importe quelle disposition des courbes par 
rapport à l'axe OX se ramène au cas précédent en translatant l’axe OX 
vers le bas, d'une certaine grandeur do façon que les deux courbes 
apparaïssont au-dessus de l'axe OX ; cette translation est équivalen- 
te à l'addition aux deux fonctions f (x) et p (x) d’une seule et même 
constante, tandis que la différence f (x) — @ (x) reste sans changement. 

Nous proposons à titre d'exercice de montrer, que si deux courbes 
données se coupent de façon qu'une courbe soit une partie en dessous, 
et une partie au-dessus de l'autre, alors la somme des aires comprises 

entre chacune d'elles et les ordonnées 
y += a, x = b, est égale à 


Q1F CE) — (2) | dé. (8) 


On appelle souvent le calcul de 
l'intégrale définie une quadrature. Cela 
tient à ce quo les aires, comme il a été 
montré ci-dessus, sont obtenues par le 
calcul d'une intégrale définie. 





Exomplos. 1. L'aire, limitée par 
la parabole du second degré cost égale à 


y=ar+brte, 
l'axe OX ot deux vrdonnées, la distance entre 


lesquelles est égale à 4, est égale à 
T7 + vat-4vo) (4) 


Où y1 et y: coprésentent les deux ordonnées extrêmes de la courbe, ct ÿe 
l’ordonnée, correspondant à l'abscisse équidistante des deux oxtrém tés. 
Pour cela, on supposo que la courbe est au-dessus de l'axe UX. 
Pour la démonstration do la formule go nous pouvons, sans restreindre 
la généralité, diro que l'ordonnée extrêmo de gauche est confondue avec l'axe 
OY re 429), vu qu'une translation de touto la figure parallèlement à l'axe OX 
ne modifiv ni la grandour de l'airo considéréo, ni ls disposition réciproque des 
ordonnées oxtrûmes et moyenne, ni les grandeurs de cos ordonnéces, Avec cos 
hypothèses, admettant que l'équation do la parabulo se présento sous lu forme: 


y=a22+ bre, 
nous oxprimons l'aire chorchée S sous l'aspect de l’intégralo définio : 





# 


Fig. 129 


L 2 
s=\, Qt+ bete) deme +6 D terfh= 


Lo oh = À (2aht |-3bh + Ge 
TT present ). 
Avec nos notations nous avons: 
Yo=az?+ bx |-0| = ht + dk Le, 


= 3% 
mo kbz+clzep=0, 
yo=az?+bz+tolkn=ah2+ bh4 0, 
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d'où il résulte : 
Yi V2 + 4vo= 20h34 8bh 4 Ge, 


ce qui prouve notro affirmation. 
2. Airo de l'ellipso. L'ellipse, dont l'équation ost 


3 
+=, 


est syraétrique par rapport aux axes de coordonnées, par conséquent sôn aire 
cherchéo $ est égale à quatro {ois l'aire de la parlie 4 l'otlipso, qui so trouve 
dans le premier quadrant, c'est-à-dire 


a 
S=4 (y 


(fe. 130). Au lieu do déterminer y à partir de 
‘équation de l'ellipso et de porter l'oxpression 
obtenue dans Ia fonction à intégrer, nous 
utiliserons la représentation paramçtrique do 
l'ellipse : 

æz=acos!, y=bsin£, (5) k ; 
et introduirons su lieu do z Ja nouvelle Fig. 130 
variable t; y s'exprime alors directement 
à partir de la douxièmo des égalités (5). Quand z varie de O à a, # varie do + 


0, ot comme toutes les conditions de la règle du changement de variables 
àL11-2-6} dans ce cas sont. remplios, alors 


S=4 ie b sin £ d (a cos t}=—4abd Ÿ° ) Sin 4 dt 4ad ei sin? dt. 
D'après la formule (27) [111-2-7]) pour k = 1, nous avons: 
\ sin?t dt = Let 





2372! 


$= nb. (6) 


Poar # = b, quand l’ollipse so transformo on un cercle do rayon a, nous 
obtonons l'expression connue xa* pour l'aire du cercle. 
3. Calculer l'airo, comprise entre les deux courbes 


y=zi, xmyi, 


Les courbes données (fig. 131) se coupont en doux points (0, 0), (t, 1), les 
coordonnées à Vs nous ubtonons sutisfaisant onsemblo los équations do ces cour- 
bes. Comme dans l'intorvalle (0, 1) nous avons: 


Vz>2, 


alors l'aire cherchée S en vertu do (2) s'exprime par la formule: 
1 2 s æ\ff 1 
= 2? el cé ——.… = = 
S (,(vz z?) dz (5 r)L 3: 


111-3-2. Aire d’un secteur. L'aire d'un secteur, lim itée à la courb 
dont l'équation en coordonnées polaires est: 


r=f(8), (7) 


d'où nous trouvons enfin : 


17—281 
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et à deux rayons vecteurs 
8 = œ, 8 = Pr (8) 
issus de l'urigine et d'angles « et B par rapport à l'axe polaire, s'exprt- 
me par la formule: 
p 1 1 C8 
S= Ne 2 40 + (it f (@)F d6. (9) 


. Pour obtenir la formule (9) décomposons l'aire envisagée 
(fig. 132) en petits éléments, en partageant l’angle corpris ontre les 
deux rayons vecteurs (8) en nr parties. Considérons l’aire d'un de ces 





Fig. 131 Fig. 132 


petits secteurs, limitée par les rayons 8 et 8 + A6. Ayant désigné 
par AS son aire, par m et M la plus petite et la plus grande valeur 
de la fonction r = f (8) dans l'intervalle (8, 6 + A8), nous voyons 
quo AS est comprise entre los aires des deux secteurs circulaires 
de même ouverture A6, mais de rayons » et A, c'est-à-dire 


1 { 
7 A0 < AS < + M?40. 


et par conséquent, ayant désigné par P un nombre quelconque, 
intermédiaire entre m et M, nous pouvons écrire: 


AS=+ P3A6. 
Comme la fonction f (8) continue dans l'intervalle (9, 68 + AB), 
prend toutes les valeurs comprises entre m et f, dans cet intervalle 
il se trouve sûrement une certaine valeur 8’, pour laquelle 


1(@')=P, 
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et alors 
AS = + [f (6')1° A6. (40) 


Si maintenant nous augmentons le nombre de secteurs élémentai- 
res AS de sorte que la plus grande des valeurs A6 tonde vers z6ro, 


et si nous nous rappelons de ce qui a été dit en [TII-1-2], nous obte- 
nons à la limite: 


Sim D 217 (077 A8 (4 14 (0)P 40= + (or 28, 


ce qu'il fallait démontrer. 

Nous remarquons que l’idée fondamentale de Ja démonstration 
citée de la formule (9) réside en transformation de l'aire du socteur 
AS en l'aire d’un secteur circulaire dont l'ouverture est A6 et le 
rayon / (8°). Ayant pris à la placo de l'expression rigoureuse (10) 
cetle approximative : 


AS = +240, 


où r =/f(0") et 6” est une valeur quelconque de l'intervalle 


r 
(8, 0 + A8), pour l'aire de ce secteur, nous obtenons à la limito 
le même résultat : 


lim D + [f (8")}" A0 — NET (11) 


Pour cette raison l'expression à intégrer dans la formule ({1) 
reçoit l'interprétation géométrique simple: + "3 d0 est l'expression 


approximative de l'aire du secteur élémentaire d'ouverture 48 et 


par conséquent s'appelle simplement aire élémentaire en coordonnées 
polaires. 


Exomple. Trouver l'aire limitée par la courho ferméo 
re=cos30 (a >0). 


Cette courbe, dont La construction par points ne présente aucune difficulté, 
est représentée sur la fig. 183 ot s'appelle rosace à trois branches. L'airo complète 
qu'elle limito est égalo au sextuplo do l'aire do la partie hachuréo, correspondant 


aux variations de 6 et 0 à + de sorte que d'après la formule (9) nous avons: 


fl 6 
S=6 ‘ $ LS cos? 30 d0— a (7 cos? 30 d (80) — a? ( cosit dt Es : 


Il-3-3. Longueur d’un arc. Soit l'arc AB d'une courbe quel- 
conque. Inscrivons à l'intérieur une ligne brisée (fig. 134) et augmen- 
tons le nombre de côtés, de façon que la plus grande des longueurs 


17e 
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des côtés tende vers zéro. Si avec cela le périmètre de la ligne brisée 
tend vers une limite finie, ne dépendant pas de la façon dont 


Y 












f«a cos 30 


Fig. 133 


les segments ont été inscrits, alors l'arc est rectifiable, et Ja 
limite montionnéo s'appelle Longueur de cet arc. La même définition 
de la longueur d'un arc est valable éga- 
lement pour une courbe ferméo. 
Soit une courbe donnée par 
l'équation explicite y = f (x), et avec 
olle les valeurs x = a ot z == b (a <b) 
qui correspondent aux points À et B, 
eL supposons que f(x) possède une 
dérivée continue dans l'intervalle 
a < x< b, auquel correspond l'arc 48. 
Nous allons montrer que dans ces con- 
pi ditions l'are A2 est rectifiable ot que 
g. 134 * $ ë 
sa longueur s'exprime par une inté- 
graie définie. 
Soiont AM:Ma . .. M,-1 B la ligne brisée inscrite, aux som- 
mets de laquelle correspondent jes valevrs 





AT Ty Lo Le LEnet LE b, 


et désignons y; = f (x). Se remémorant la formule donnant la 
longueur d'un segment en geométrie analytique, nous obtenons 
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pour le périmètre de la ligne brisée la formule suivante: 


p=ÿ VO) += 
tas 


LL 
= Via) + fi) — ff. 
{ei 
Utilisant la formule des agceroissemonts finis 
fe) fin =f (im) (rs <<) 
nous obtenons pour la longucur individuelle du côté de la ligne 


brisée l'expression 
VIH FE) (ces), 


dans laquelle nous voyons que, pour que le plus grand des côtés 
tende vers zéro, il faut et il suffit que Ja plus grande des diffé- 
rences (x, — 1-1) tende vers zéro. Pour le périmètre de la ligne 
brisée nous obtenons l'expression 


ñn 
p=ÿ, V 1+ JE) (ris), 
imt 
qui effectivement possède une limite, égale à l'intégrale 


VYTH FEU) dr. 
Do cette façon, la longueur ! de l'arc AB s'exprime par la formulo 
La Ç VIF TE QG) dr. (12) 


Soit z’ < zx” doux valeurs quelconques de l'intervalle (a. b), et 
M' et M" les points correspondants sur l'arc AB. Appliquant le 
Sn Pr la moyenne, nous obtenons pour la longueur !’ de 
l'arc M'M": 


va VTT = VTT) Ex) (<h<r). 


Pour la longueur de la corde M°'M”, utilisant la formule des 
accroissemonts finis, nous obtenons la formule: 


MM'= V2} +1407)-1@P- 
=VT+ FFE) 2) (<<). 


MM" Yi +7 (E) 
r VLETTES) 


D'où il vient : 
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Si les points M’ et M” tendent vers le point M d'abscisse x, alors 
get x" —+ x, donc E et £ —> x, et de la dernière formule nous obtc- 
nons : 

M'M" 

TT — — 1. 


C'est ce que nous avons utilisé en [I1-5-1). 
Supposons maintenant la courbe donnée sous forme paramé- 
trique 


z=q(t), y=vy{), 


avec les points À et B auxquels correspondent les valours £ = & 
ot 1 —$ (œ<$). Nous supposerons qu'aux valeurs £ de l'in- 
tervalle &« <t< B correspondent los points de la courbe 48. 
de sorte qu’à des valours distinctes de £ correspondent des points 
distincts de la courbe, qu'elle-même ne se coupe pas en faisant une 
boucle (fig. 134). Enlin nous supposerons que dans l'intervalle 
x <t<B existent les dérivées continues œ’({) et 4’(4). 

Soit, comme plus haut, AM,M: ... M,_1B la ligne briséo 
inscrilo et b=a<h <<... tan Li =8B les valeurs 
correspondantes du paramètre £. Pouc le périmètre de la ligne brisée 
nous oblenons l'expression : 


pen Vie TG) PT 


ou, en appliquant la formule des accroissements finis, 
n 
p=i V pm) + PT (Ti) (hihi) (tint et Ti). (13) 


On peut montrer que pour que le plus grand des côtés de la ligne 
brisée tende vers zéro il faut ot il suffit à ce que la plus grande 
des différences ({; — 1) tende vers zéro. Cela peut être démontré 
sans supposer l'existenco des dérivées @'(t) el %'(1). 

L'expression (13) se distingue de la somme, donnant à la limite 
l'intégrale 


(VF + T0) dt, (44) 


car les arguments +, et ti sont différents. Faisons apparaître la somme 


g= D, Vert) +9) (tr), 


qui à la limite donne l'intégrole (14). Afin de pouvoir démontror 
que la somme (43) tend aussi vers une limite (14), il fant montrer 
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que la différence 
p—g= D} (Ver) Ti) — V9 Qu) PT Ci) (4 — ti) 


tend vers zéro. 


En multipliant et divisant par la grandeur conjuguée du fac- 
teur contenant les radicaux, nous obtenons: 


n », 
_o=Y (tt) +" (T5) ÿ 
E À Voir + Ver DH PE) 


X (° (ri) — 9" (mi) (ir — br). 


Comme 


Lp' (ri) + d'u) < V p4 m1) + (u) + Ve (mc) + bu), 


alors 


Lp—al< À 14° (ri) (ui) (6-1). 


Les nombres Tv, et ti appartiennent à l'intervalle (4, {,) ct on 
vertu de la continuité uniforme de 4’{f) dans l'intervalle à < t < B, 
on peut affirmer que la plus grande des grandeurs |’ (71) — #’ (x) |, 
que nous désignerons par Ô, tend vers zéro, si la plus grande des diffé- 
reuces {{; — 1-1) tend vers zéro. Mais de la formule précédente il 
résulte que 


\p—ql< À, d(ti—t3-1) = Ô 2, (titi) = 0 (BP —@), 


d'où, évidemment, p—gqg—0. De cette façon la somme (43), 
exprimant le périmètre de la ligne brisée inscrite, tend vers l’inté- 
grale (14), c'est-à-dire: 


1= (VTT dt. (45) 


Cette formule pour la longueur Z s'établit de façon identique pour 
le cas d'une courbe avec boucle. Pour le montrer, il suffit, par 
exemple, de décomposer la boucle de la courbe en deux parties sans 
boucle, pour chacune d'elles d'appliquer la formule (16) et d'ajouter 
les valeurs ! obtenues. De même si une courbe quelconque ZL est 
composée d'un nombre fini de courbes Z;, chacune d'entre olles 
possédant une représentation paramétrique satisfaisant aux condi- 
tions mentionnées plus haut, en calceulant par la formule (15) la 
longueur de chacune des courbes L; ot composant ces longuours 
nous obtenons Ja Jongueur de la courbe L. 
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Considérons la valeur variable £ de l'intervalle (æ, B), à laquelle 
correspond le point variablo M de l'arc 4B. La longueur de l'arc AM 
sera une fonction de £ ct sera représentée par la formule: 


s(=( Vo rt FT à. (16) 


Utilisant la règle de différentiation de l'intégrale par rapport à la 
borne supérieure, nous obtenons 


LICE 0) (17) 
ds Ver Pr dt, 


d'où, en so rappelant que 


PO, v=S, 


c'est-à-dire 


nous obtenons la formulo pour la différenticlle de l'arc [11-51]: 
ds=Y (dr) + (dy, 


et la formule (15) peut ôtre, sans que la variable d'intégration 
soit précisée, écrite sous l'aspect : 


= CB) D VTT y} 
Em (as= (Var. 
Los bornes (4) ot (B) désignent les points initial et final de la 
ligne. 

Si p* (4) + ÿ’? (4) > 0 pour tout ? pris dans l'intervalle («, B), 
alors, conformément à (17), nous obtenons la dérivée du paramètre t 
par rapport à s: 

M hr 
ds V7 7r#T0) 

La présence des dérivées continues @’({) et ÿ’(#) avec la condi- 
tion p’? (4) + Ÿ’ (8) >> 0 nous garantit une tangente se modiliant 
do façon continue le long de 42. 

St la courbo est donnée en coordonnées polaires par l'équation 


r=f(8), 


alors, on introduisant les coordonnées rectangulaires x ct y, liées 
aux coordonnées polaires r et 6 par les relations: 


x=rcos8, y—rsin0 (18) 


{11-5-43], nous pouvons considérer ces équations comme la donnée 
paramétriquo do la courbe avec le paramètre 8. 
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Nous avons donc: 
dx = cos 0 dr — r sin 0 d8, 
dy = sin 6 dr+r cos 0 d8, 
de + dy = (dr) +11 (40), 
d'où 
ds = V{dx) + (dy) = V (dr} + (d}, (19} 
et si aux points À et B correspondent les valeurs & et f de l'angle 


polaire 6 (fig. 135), alors la formule 
(15) nous donne: PL 


s= ç V + (5) 2. (20) 


L'expression pour ds (19), qui 
s'appelle différentielle de l'arc er coor- 
données polaires, peut s’obtenir direc- 
tement à partir de Ja figure, en 
remplaçant l'arc infiniment petit MM”  . 

ar sa corde et en calculant cette Fig. 135 
ernière comme l'hypoténuse d'un 


triangle rectangle MNM', dont les côtés MN ot NW sont 
approximativement égaux respectivement à r dû et dr. 





Exomples. 1. La longuour de l'arc s de la parabole y = z?, mesurée 
à partir du sommet (0, 0) au point variable d'abscisse z, s'exprime d'après 
la formulo (12) par l'intégrale : 


RTE 2 
(Vire (Tree) (ya en 


(nous avons posé 1 == 2r), 
En vertu de l'exemple 14 [I11-1-71, nous avons: 


LUF Vin (+ VITAE GC. 
Reportant ce résultat dans (21), nous obtenons sans difficulté : 
se VIF in C4 VIF). 
2. La longucur do l'ellipse 
en raison de sa symétrie par rapport aux axes de coordonnées, est égale à quatre 


fois la longueur de la partie qui so trouvo dans le pe quadrant. En re- 
présontant l'ollipse au moyen des équations paramétriques 


z=acostf, y—bsint 
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ot on remarquant qu'aux points À et B correspondent les valeurs du paramètre 0 
et _. . nous obtonons pour la longucur ? cherchés l'expression suivante résul- 
ant de la formule (15): 


l=4 Né 1/38 SIN T4 61 cost di. (22) 


La fonction primairo no pouvant pas être exprimée à l'aide de fonctiens 
élémentaires, pour l'intégralo définie inserito on ne peut donner qu'un moyen 
du calcul approximatif, qui sera produit plus bas. 

3. La Jongueur de l'arc de la spirale logarithmique 


r= Ce 


[51-5-147J, comprise ontro les rayons vecteurs 8 = &, 0 = f. on vertu de (20) 
s'exprimo par l'intégrale: 


VIF 
4 V r3+ (H) 4-0 V1 03 CO PERTE (eSB— 10), 


#. Dans {11-59} nous avons considéré la chaînetto; soit Af (x, y) un point 
quelconque de cette courbe. Caloulons la longueur de l'arc AN (fig. 93). 
So rappelant l'expression de {1 + y’), nous obtenons, à partir de [1i-5-8]: 


x hs x x 
AM = 5 Viry? dz= (Fba=r (otñ+ e dr= (ie %)= ay’, 
. 90 ua 2 Jv 2 
d'où 
a+ (arc AM)? 02 j-a2y2= a (y?) = ya, 


c'ost-à-diré quo la longueur de l'arc AM ost égale au côté du triangle rectan- 
gle, dont l’hypoténuse est égale à l'ordonnée du point #, et dont l'autre côté 
@st égal à a. Nous obtonons, de cette façon, lu règle suivante pour établir 
la Jlongucur do l'arc AM: 

Du sommet À d'une chaînette, comme centre, il faut décrire une circonfé- 
rence avec un rayon, égal à l'ordonnée du point M ; le segment 09 sur l'axe OX 
de L'origine des coordonnées O au point d'intersection Q@ de l'axe OX auwec la ctr- 
conférence mentionnée sera la rectification de l'arc AM (fig. 93). 

Dans los formules précédentes, pour le cholx des signes, nous nous sommes 
laissé guider par lo (ait que poar les points, se trouvant dans la partie droito 
do la chafnoltu, y” possédait le signe th 

5. Pour la eyclaïdo, considérée en {11-5-10), nous définissons la longueur 
Fo es Le de la’branche 00° (fig. 94) et l'airo S, limitéo par cotte branche ot 

axo : 


Le dE VIF GET OP \ Vas DEF aisinrt dt 
== 4 te V2—2costdt=a te Vin _. dt= 


= 2a ss sin 2 dt = 20 [—2c0s +] =8 
0 2 2 Ja 


J111-3, COMPLÉMENTS SUR LA NOTION D'INTÉGRALE DÉFINIE 267 


c'est-à-dire que le longueur de l'arc d'une branche de cyclolde est égale à quatre 
fois le diamètre de la roulante; 


2 2 2 
S= Ve y dr ETC q'(t) dima? (" (A— cos 1) dt= 
2 
a? (5 (1 —2 cos {+ 003% 4) dt = 2na2—20t (sin 0 + 
+as [+ t ++ sin 24 |" = 2nat-+ nat ant, 
c'est-à-dire que l'aire, limitée à un arc de cyclolde et sa base rectiligne, sur laquelle 
se déplace la roulante, est égale à trots fois l'aire de la roulante. 
Lors du caleul do ?, pour l'extraction de la racino V 4 sin? = , nous dovons 
prondre la valour arithmétique de Ja racine, ce que nous avons fait parco que 


dans ja variation do # de 0 à 2x la fonction sin _. est positive. 


6. La cardioïdo, cousidéréo dans [11-5-451, est symétrique par mue à 
l'axe polairo (fig. 111), c'est pourquoi pour le calcul de sa longueur L il suffit 
do calculer la longueur de l'arc pour les variations do 6 dans l'intervalle (0, x), 
et de doubler lo résultat obtenu: 


m2 (VTT 402 (VAT vos 0j 45 sin fd 40 = 
= 8a \ cos d6 = 8a [2 sin le sé 


c'est-à-dire quo La longueur de l'arc de cardioïde est huit fois plus grande que 
le diamètre de la roulante {ou de la base). 


NI-3-4. Calcul des volumes des corps à partir de leur section 
transversale. Le calcul du volume d'un corps donné se ramène aussi 
au calcul d'une intégrale définie, si nous avons la possibilité de 





Fig. 136 


définir l'aire des sections transversales du corps, perpendiculaires 
à ‘une direction donnée. 

Nous désignerons par V le volume d'un corps donné (fig. 136) 
et supposerons que les aires de toutes les sections transyersales du 
corps par les plans perpendiculaires à uno direction donnée, que 


- 
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nous préndrons pour l'axe OX, nous sont connucs. Chaque section 
transversale se définit par l’abscisse x de son point d'intersection 
avec l'axe OX, c'ost pourquoi l'aire de cette section transversale 
sera une fonction de x, que nous désignerons par S (x) ot que nous 
considérerons comme connue. 

Soit cncoro a et b les abscisses des sections extrêmes du corps. 
Pour calculer le volume V nous le décomposerons en éléments rangés 
par sections transversales, commençant on z = a et se terminant 
en x = b; considérons un de ces éléments AV, fourni par les sections 
d'ubscisses z et x + Az. Remplaçons le volume AV par le volume 





Fig. 137 


d'un cylindre droit, dont la hauteur est égale à Az, ct dont la base 
cuincide avec la section transversole de notre corps, correspondant 
à l'abscisso x (fig. 137). Le volume d’un tel cylindro s'exprimera 
par lo produit S (x) Az, et de cotte façon, nous obticndrons l'expres- 
sion approchée suivante pour notre volume V: 


2S (x) Az, 


où la sommalion est étendue à tous les éléments dont cst formé 
notre corps à partir des sections transversales. À la limite, quand 
Je nombre d'éléments croît indéfiniment et que le plus grand d'entre 
les Az Lend vers zéro, la somme ci-dessus se transforme en une inté- 
grale définie, laquelle donne la valeur exacte du volume F, ce qui 
conduit à la proposition suivante: 

Si pour un corps donné on connaît toutes ses sections transversales 
par des plans, perpendiculaires à une direction quelconque donnée, 
cholsie comme are OX, le volume du corps V s'exprime par la formule : 


VS (x) dr, (23) 


où S (x) coïncide awec l'aire de la section transversale d'abscisse x, 
a et D élant les abseisses des sections extrêmes du corps. 
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E xomplo. Volume d'un & secteur de cylindre », isolé d'un demi-c lindro 
circuluire droit par un plan, passant par un dismêtre de sa base (fig, 138). Dre- 


nant le diamètre ÀB comme axe OX, et le point À comme origino des coordon- 
nées, nous désignerons le rayon de la baso du cylindro par r, l'angle, formé par 
la section supérioure de co secteur avec Sa base, par &. 


La section transversale, perpendiculaire au diamètre ‘AB, présonte l’aspeot 
d'un triangle rectangle POR, et son aire s'exprime par la formule : 
S=% PQ-0R = + tg «PO 
Puis, d'après la propriété connue do la circonférence, lo segmient PG est 
la moyonne géométrique dos segments AP, PB de diamètre AD, c'est pourquoi: 


PQ= AP.PB=x(2r—32), 
et finalement, 
S (x) =+ x(2r—s)tga. 


Appliquant la formule (23) pour lo volume V cherché, nous obtenons: 


or 1 2r _4 3_æ\ {2 
v=( S (x) dx 5 tga À æ(2r rdr=rtga (r= 5) >= 


2 ai 
= Es r tg as" A, 
si l'on introduit la «hauteurs du secteur hær tga. 


1i1-3-5. Volume d'un corps de révolution. Dans Je cas où lo corps 
considéré s'obtient par révolution d’une courbe donnéo y = f (x) 


CFS 
re, 


EX 





Fig. 159 Fig. 140 


autour d'un axe OX, ses sections transversales seront des cercles 
do rayon y (fig. 139), c'est pourquoi: 


S(x)=ny?, 
LA (x) = $ ay? dz, 
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c'est-à-dire que le volume d'un corps, engendré par la révolution 
autour d'un axe OX d'une partle de la courbe 


y=f (x), 
comprise entre les ordonnées x = a, x = b, s'exprime par la formule: 


V= (ay ar. (24) 


E xumple. Volume d’un cllipsoïide do révolution. Par ln révolution 
de l'ellipsu où NL 
Li 


PONT ns 
autour du grand axe on engendre un corps, appelé ellipsoïde allongé de révolution 
(fig. 140). Les burnos de la valeur do l'abscisso z dans le cas cunsidéré seront 
(—a) et (a) et la formule (24) donne donc: 


æ3 


Ja +a £ z1 2 La? +a 4 
Venere a [le yrasmn [Ut (1—àr) drmait (si 


= — 2 
és sabi. 
(25) 
Exactement de la mêmo manière, nous pourrons calculer le volume de 
l'ellipsodé aplali de révolution, qui s’ubtiont par révolution do notre cllipse 
autour du petit axe. 11 faut seulement échaager une à une les lottres x, y, a ct b, 
co qui donno: 





? ii # ph, à Le 
Vaptatt 4 En Las ay=n (Tai (1-4 )u=s aba®, (28) 


Duns lo cas où a = b, les doux ellipsoïdes sc transforment en une sphèro 
de rayon «, dont le volume est égal àT naÿ. 


IIT-3-6. Aire d’un corps de révolution. L’aire d’un corps engendré 
par lu révolution d'une courbe donnée d'un plan XOY autour d'un 
axe OX est la limite vers laquelle tend 
la surface d'un corps, obtenu par la 
révolution autour du même are d'une 
ligne brisée inscrite dans la courbe don- 
née, quand le nombre de côtés de cette 
ligne croît indéfiniment et que la plus 
grande des longueurs des côtés tend 
vers zéro (fig. 141). S cette révolution 
concerne la partie de la courbe, comprise 
entre les points À et B, alors l'aire F 
du corps de révolution s'exprime par la 
Fig. 141 formule : 


> (B) 
F= Les 2ny ds, (27) 


où ds est la différentielle de l'arc de la courbe donnée, c’est-à-dire 


ds = Var) Fu}. 
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Dans cette formule Ja courbe peut être donnée comme on veut, 
soit sous forme explicite, soit sous forme paramétrique; les symbo- 
les (4) et (B) montrent qu'il faut intégrer entre ces bornes pour la 
variable indépendante, qui correspondent aux points donnés de la 
courbe À et Z. 

Nous suppuserons que l'équation de la courbe est donnée sous 
forme paramétrique, et que le rôle du paramètre est joué par la 
longueur s de la courbe, comptée à partir du point 4, et noûs désigne- 
rons par / la longueur de toute la courbe AB. Cette courbe, évidem- 
ment, est supposée rectifiable. Nous avons x = p (s), y = 1 (s). 
Décomposons, comme toujours, l'intervalle (0, !) en faisant varicr 
s sur les tronçons d'intervalle 


Os <<... Sn LS =. 


Supposons qu’à la valeur s = s, correspond le point M, de la 
courbe, et bien sûr que M, coïncide avec À et M, avec B. Nous 
désignerons par g, la longueur du segment #,_,M,, par As, la 
longueur du chemin M, ; et nous poserons y, = 4 (si). Utilisant 
la formule pour l'aire d'un cône tronqué, nous trouvons la formule 
suivante pour la surface, engendrée par la révolution de Ja ligne 
brisée AMiM: …. M,-1B : 





Q=2x >» tt ÿ1 qi 
{mi 


ou 
Q=2n 2, Yiau+ar > (Yi — Yes) gr. 


Soit 6 la plus grande des valeurs absolues (y, — y;). En vertu de 
la continuité uniforme de la fonction  (s) dans l'intervalle 0 < s < ! 
la grandeur 8 tend vers zéro, si la plus grande des différences 
(s1 — Si) tend vers zéro. Mais nous avons: 


n n 
2, Gui) al<s à, a <ôl, 


d'où il résulte que le deuxième terme dans l'expression Q tend vers 
zéro. Nous examinerons le premier terme, que nous pouvons écrire 
sous la forme: 


ñn n ñ 
2n 2, YriQ = 27 2 Ui-sÂ5: — 27 2, Yi (Asi — qu). 


Nous allons montrer que le terme à soustraire dans cette expression 
tend vers zéro. Pour cela, remarquons que la fonction y = + (s), 
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<onlinuo dans l'intervalle (0, 2), est bornée et, par conséquent, 
quil existe un nombre positif m, tel que { y, | mæ pour lont i. 
onc : 


> jUres (As: g1)| <} m(âsi—q)=m(I— 2, a). 


Si la plus grande des difiérences (s; — s;_;) tend vers zéro, alors 

la plus grande des longueurs des cordes 9; tend vers zéro, et le péri- 

mètre de la ligne brisée inscrite tend vors la longueur de l'arc: 
n 


à,a—t 


d'où 
n 
2x à  di-s(Asi— gr) — 0. 


Do cette façon, dans l'expression Q il ne reste à examiner que le 
terme 


2n 3, yi-148 = 25 3, P(si-1) (si — Si). 


La limito de cetto somme nous conduit à l'intégrale (27). C’est ninsi 
que nous obtenons cette formule. Si la courbe est donnée sous 
forme paramétrique en fonction d'un paramètre quelconque {, nous 
avons alors [I11-3-3]: 


Fe (2 pe) Vo FPE dt, (28) 
et dans Je cas de l'équation explicite y = f (x) de la ligne AB: 
Pa 2af (VTT) dr. (282) 


Exemple. Surface d'un ellipsoïde de révolution, allongé et aplati. 
Considérons d'abord la surface d’un ollipsoïde allongé. Appliquant la 
torminologie de l'exemplo {111-3-5], d'après la formule (28), nous avons : 


€ C3 
Fanouge = 27 ue VIF y dr=2n se VE + y dr. 


Do l'équation do l'ellipse nous tirons: 


z : L2z 
” pm (15) ss W=—Tz): 
do 
, biz 
{yy P=T; 


a D127 Dizi a x? b8 
Fanonse= 2 À”, V4 demand = vis (1-23) #2. 
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lutroduisant ici l'expression de l'excentricité de l'ollipse 


ee 202 
= —, 


vous avons (voir exemple [111-2-6]) : 





a Eîr2 a, 77 est 
Fationgé = 2% 2 1 dem dat (y 1 den 





LT (ee Le vr 


En intégrant par parties, nous avons (voir exemple 41 [1114-7}) : 


(TR ame VE + | = à 


=tVI=R-( VI=ña+ | = 





d'où 
\ Via Lh VITE + aresin 4], 
et finalemont 
Falionge =24ab [Vi=a+ <e | - (29) 
Cette formule convient à la limito égalemont pour 8 == 0, c'est-à-dire quand 


b = a, et que l'ellipsoïde so transforme en une sphère do rayon 4. Dans co cas 


l'expression qui sv trouve ontre parenthèses ost indéterminéo; on cafculant 
celle-ci {11-3-97], nous avons 











Â 
arcsin e _ V3—e si 
e cm0 1 Em0O ” 


Poursuivons maintenant pour l'ellipsoïde aplati de révolution. Transpo- 
sant los lettres z ot y, a et b, nous trouvons: 


De 
Faplats=21 À VE + Gr dy, 


+ æ est considéré comme uno fonction de y. Do l'équation do l’ellipse nous 
tirons : 


2 2 Au? 
22= a? (1-5 » 2z'= 7 , (Re, 
d'où 
b AEEA y2 as 
Faptati= 2710 \ V 1+75 (551) dy= 
b ; yaaïez 
æ47ra (° VÆ TH dy = 


18—281 
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#18 


as 
(TR a le VIFR + ia(+ VIF l = 


(EVE + (BV 146) 


(Va (r V5) 
—2ne + 28 In LC HO, 


ôt finalement 


] 
Fapiot= 24004 2 in CE9), (30) 


M1-3-7. Détermination des centres de gravité. Théorèmes de Guldin. 
Soit un système donné de # points matériels: 


Miaeus Vis Matar Ya) +) Mn (ns Yn): 
dont les masses sont égalos respectivement à : 


Mis Mas cos Ms 
alors le point, dont les coordonnées x6, yG satisfont aux conditions: 


n ñn 
Mzo= à. mar Myo= à, maÿt (31) 


et où M représente la masse totale du système 


M=}) Tu, 
mi 


s'appelle centre de gravité du système G. 

Pour déterminer le centre de gravité on peut, de la façon que 
l'on veut, grouper les points du système, en les divisant en systèmes 
particuliers, de sorte que, pour calculer les coordonnées du centre 
de gravité Q de tout le système, on remplace tout le groupe de points, 
composant un tel système particulier, par un seul point, plus pré- 
cisément son centre de gravité, affecté d'une masse, égale à la somme 
des masses des points le composant. 

Nous ne nous arréterons pas à la démonstration de ce principe 
général, laquelle ne présente pas de difficulté et peut facilement 
être effectuée sur des exemples de systèmes particuliers les plus 
simples, avec trois, quatre, etc., points. 

Plus loin, nous aurons affaire non à des systèmes de points, 
mais au cas où la masse occupe entièrement une figure plane 
quelconque (domaine) ou une longueur. 
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Pour simplifier nous nous Jimitcrons à la seule considération 
de corps homogènes, dont nous prendrons la densité égale à l'unité, 
de sorte que la masse d’une telle figure soit égale à sa longueur, 
s'il s'agit d'une ligne, et à sa surface, s’il s’agit d'un domaine plan. 

Soit d'abord à définir Le centre de gravité d'un arc de courbe AB 
(fig. 142), dont la longueur est s. Selon le principe général précé- 
dent, divisons l'arc 4B en n petits éléments As. Le centre de gravité 
de tout ce système peut se calculer, en remplaçant chacun de ces 





Fig. 142 Fig. 143 


éléments par un seul point, le centre de gravité de l'élément consi- 
déré, ayant concentré en lui toute la masse de l'élémont Am = As*. 
Considérons un de tels éléments As et désignons les coordonnées 
de ses extrémités par (x, y), (x + Ax, y + Ay); désignons ensuite 
les coordonnées de son centro de gravité par (x, y}. Avec une réduc- 
tion suffisante de l'élément As, nous pouvons considérer que le 
point (7, y) est aussi peu éloigné que l’on veut du point (x, y). 
D'après les formules (31), nous avons, comme dans [111-3-4]: 


Mrce=sxg= 3,z4m= S 345=lim S x as=(lizds, (32) 


Mouse Drôme Dana Ds (Pvas (5) 


d'où, ayant calculé s par la formule: 
200 je O0 VE GE 
s= (af, VE, 
nous définissons les coordonnées du centre de gravité CG. 
Des formules (32) et (33) découle le théorème important: 
Théorème I de Guldin. L'aire d'une surface, engendrée 
par la révolution d'un arc d'une courbe plane donnée autour d'un 
axe quelconque, se trouvant dans son plan et ne la traversant pas, est 


* Le contro de gravité de chaque élément, généralement parlunt, ne so 
eitue pas sur la courbe, quoiqu'il soit d'autant plus pres d'ello quo l'élément 
est petit, ce qui est montré schématiquemont sur la fig. 442, 


18° 
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égale au produit de la longueur de l'arc générateur par la longueur 

du chemin, décrit dans cette révolution par le centre de gravité de l'arc. 

En effet, ayant pris l'axe de révolution comme axe OX, pour la 

surface F du corps, décrit par Ja révolution de l'arc AB, nous 
avons (27) [III-3-6]: _ 
F=2n Ÿ à 


[en vertu de (33)j, co qu'il fallait démontrer. 

Considérons maintenant un domaine plan quelconque S (dont 
nous désignerons aussi l'aire par S). Admettons pour simplifier 
que ce domaine (fig. 143) est limité par doux courbes, dont nous 
désignerons les ordonnées par 

ÿi=fh(x), V= f(x). 

Suivant le principe général, rappelé au début de ce paragraphe, 
décomposons la figure en # tranches verticales AS par des droites 
parallèles à l'axe OY. Pour calculer les coordonnées du centre de 
gravité G de la figure, nous pouvons remplacer chacune de ces tran- 
ches par son centre de gravité, ayant concentré en lui la masse des 
tranches Am — AS. Considérons une de ces tranches; désignons 
par æ ot x + Az les ahscisses des droites M,M,et MM, la limitant, 
par x, y les coordonnées du centro de gravité. 

En diminuant suffisamment la tranche, c'est-à-dire en diminuant 
sa largeur Az, le point (x, y) se tiendra aussi peu éloigné que l'on 
voudra du milieu P du segment de droite W;,M:, en conséquence 
de quoi nous pouvons écrire les égalités approchées : 


Zzx y— tite : 


y ds =2To:s 





Ensuite, la masse Am de la tranche, égale à son aire AS, peut 
être assimilée à l'aire d’un rectangle de base Az et de hauteur, dilfé- 
rant oussi peu que l'on voudra de la longueur du segment MM: = 
= Ye — Ys, C'ost-à-dire 

Am — (ya—y1) Az. 
Appliquant la formule (31), nous pouvons écrire: 


Mio Sre= 3x Am= lim D {z(Y2—4) Ar = \ &(ya— ys) da, 
(34) 





Mvo=Ste= DGam=um 3 (LE) (evo 8 


lim D [+ G-vh]ar= (5 Gi-utar. (85) 
De la formule (35) découle : 


d11-8. COMPLÊÈMENTS SUR LA NOTION D'INTEGRALE DÉFPINIE 277 


Théorème JI do Guldin. Le volume d’un corps, engen- 
dré par la révolution d’une figure plane autour d'un axe quelconque, 
situé dans son plan et ne la traversant pas, est égal au produit de l'aire 
de la figure génératrice par la longueur du chemin, décrit par son centre 
de gravité dans la révolution. 


En effet, prenant l'axe de révolution pour axe OX, il n'est pas 
difficile de remarquer que le volume d'un corps quelconque de révo- 
lution V est égal à la différence des volumes des corps, engendrés 
par la révolution de la courbe y, et de la courbe y, et c'est pourquoi, 
en rapprochant (24) 1111-3-5]: 


Van (rides (dre n ((ui—ut) de = 2nvo.s, 


en vertu de (35), ce qu'il fallait démontrer. 

Les deux théorèmes de Guldin obtenus sont fort utiles pour 
détorminor l'aire et le volume des figures de révolution, lorsqu'on 
connaît la disposition du centre de gravité de Ja figure en rotation, 
et vice versa, lors de la détermination du centre de gravité d'une 
figure lorsqu'on connaît lo volume ou l'aire de la figure de révo- 
lution engendrée par elle. 


Exemplos. 1. Trouver lo volume V d'un anncau (tore), engondré par 
la révolution d’un cercle do rayon r (fig. 144) autour d'un axo, se trouvant dans 





Fig. 144 


son Je à une distance a de son centre (avec r < a, c'est-à-diro que l'axe de 
révolution ne coupe pas la circonféronce). 

Le centre de gravité du cercle en rotation se trouve, bien sûr, en son centro, 
ot par conséquent la lungueur du chemin, décrit par lo centre de gravité dans 
la rotation, est égale à 2xa. L'aire de la figure en rotation est égale à nr°, et 
par conséquent d'après le théorème II de Guldin nous avons: 


V=xr2.2na=2nîars, 38) 


2. Trouver la superficio F du toro, examiné dans l'exemple 1. 

La longueur de Ia circonférence en rotation ost égalo à 2xr: lo centro de 
gravité comme précédemment coïncide avec le centre de la circonférence, c'est 
pourquoi en vortu du théorème I do Guldin nous avons: 

Fer .2ra=4n?ar, (87) 
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3. Trouver le contro de gravité G d'un demt-cercle do rayon a. Prenons la 
bass du demi-corole commo axe OX et dirigeons l’axo OY perpendiculairement 
à OX, à partir du contre (fig. 445) ; on vertu de la symétrie de la figure par rapport 
à l'axe OŸ, ilest clair que lo centre de gravité G 56 trouve sur l'axe OY. Il reste 
sculemert: À trouver yg. Dans co but, appliquons le théorème II de Guldin. 
Lo corps, engendré par la révolution du demi-cerclo autour de l'axe OX, est 


uno sphèro de rayon a, et son volume ost égal à Fra. L'aire S do la figure en 


y rotation est égale à + a?, c'est pourquoi: 


4 7 & a 
7 70? = o?-.23xy 0 Va + ra . 


4, Trouver lo centre de gravité G’ d'une 
demi-circonférence de rayon a. 


] x Choisissant les axes de coordonnées, comme 
dans l’oxemplo précédent, nous voyons de 
Fig. 145 nouveau quo le centre cherché &° s0 trouve 


sur l'axo OY, de sorto qu'il reste à trouvor y. 

Appliquant lo théorème 1 de Guldin et ayant 
romarqué que l'aire F du corps de révolution dans ce cas est égalo à 4 ra?, 
que la longuour s = na, nous obtonons: 


a 
Anaî= na-21yG Vg =2 7 


Comme il fallait st attondre, lo centre do gravité de la demi-circonférence 
= none plus près d'olle que lo centro do gratité du domi-corcle qu’ello déli- 


I11-8-8. Calcul approché des intégrales définies; formules des rectan- 
qi et des trapèzes, Lo caloul des intégrales définies par la formule fondamentalo 
15) [II1-2-8J à l'aido do la fonction primitive n'est pas toujours possible, de surto 
quo, même si la fonction primitive oxiste, quand la fonction à intégrer est 
continue, cile no pout copendant être en fait, et de loin, toujours trouvée, et 
même alorg, quand on pout la trouver, ello possèdo presque toujours un sepect 
Comploxo et peu pratique pour le calcul. C'est pourquoi les méthodos de calcul 
approché dos intégrales délinies ont une grande importance, | 

La plus grande partie d'ontre elles repose sur l'interprétation de l'intégralo 
définie comme aire et comme limite d'une somme: 


ñn 
d 
(otGdrætim D 1 (60 (m2). (88) 
tt 
Dans toute la suite nous conviendrons une fois pour toutes do diviser l'in- 


tervallo (a, b) on n partics égales; nous désignerons la longueur de chaque partie 
par h, de sorte quo: 


es 





2 », =otih (t0=0; zn=ma+nh pb) 


æ f(x) pour z= x (i= 0, 1 
ps=f(z) =f (a+ 1h). (439) 


Nous désignerons plus loin par yi la eo do la fonction à intégrer y = 


ses N): 
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Nous considérerons ces grandours comme connucs; ellos peuvent être ob- 
tonues par un calcul direct si la fonction / (x} est donnés sous formé analytique, 
ou s'ostimer directement à partir de la figure, si ollo est représentéb graphique- 
ment. 

Posant dans la somme du second membre (38) E, = 2, ou z, nous ob- 
tiondrons les deux formules approchées des rectangles: 





Qc ae EE Hot vit +. +un-il (40) 
Le) de me È fus +-ue+ ee +unls (at) 


où le signe (=) signifie lité approchée. 

DL gran à . le on DES LR c'est-à-dire plus potit le nombre #, plus ces 
formules seront exactes et à la limite, pour n > 00 ot h + 0, elles donneront 
la grandeur exacto de l'intégrale définie, | 

Do cette façon, les erreurs des formules (40) et (41) tendent vers zéro ca 
le nombre des ordonnées croît. Pour une valeur donnée, donc, du nombre des 
ordonnées, la limite supérieure de l'erreur se détermine le plus simplemont dans 





Fig. 146 


le cas où la fonction donnée f (x) est monotone dans l'intervalle (a, b) (fig. 140). 
Dans ce cas il apparaît immédiatemont à partir de la din que l'erreur ra 
chacuno des formules (40) ot (41) ne dépasse pas la sommo des aires des rectan- 


gles hachurés, c'est-à-dire ne d&passe pas l'aire du rectangle de basa = het 


de hauteur, égale à la sommes des hautours y, — yo des rectangles bachurés, 
c'est-à-dire la grandeur 





b—a 


7 Wn— Vo). (42) 





Les formules des rectangles introduisent au lieu de l'expression exacte 
de l'aire de La courbe y = f(x) son expression approchée, l'aire de la ligne 
brisée en pallors, construito à partir dos segments horizontaux ot vorticaux, 
délimitant les rectangles. 

. Nous obtiendrons les autres expressions approchées, si au lieu d'uno ligne 
brisée en paliers nous prenons d’autres lignes, qui diffèrent suffisamment pou de 
lu courbe donnée: plus la ligne auxiliaire sora proche de la couibe y = f 
pue petite sera l'erreur que nous commettons, on prenant commé grandour de 

aire celle limitée à cotto ligno auxiliaire. ù 

Ainsi, par exemple, si nous romplaçons une courbe donnée per uno ligne 
brisée Inscrite dans elle, dont les ordonnées pour x = 7, coïncident avec les 
ardonnées de la courbe donnée (fig. 147), en d’autres termos, si noûs remplaçons 
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l'aire considérée par la somme des aires des trapèzes fnscrits en elle, alors nous 
obtiondrons la formule approchée des trapèzes: 


NT ann [eh jambe) 


= (uo+ 24 Hank ee + 2unci un). (43) 


H1-3-9. Formule des tangentcs et formule de Poncelet. Doublons mainte- 
nant le nombro de divisions, en partageant chacuno des divisions par moitié. 
Nous obtenons ainsi 2n divisions (fig. 148). 


hk 
20 A+ s 


sa kh, ..., zmatih, 
1 
anasat(: +3) h, ..., 


En =b, 
auxquelles correspondront los ordonnées : 


Yor Yaygr Wir es Vgs Vipayar ces Un 


(nous appollorons les ordonnécs gs, ys, . - Yn Oordonnées entières, et lcs ordon- 
D68 Yiygs Vay2e - -« » Un—1y2 fractionnaires). 

A l'oxtrémité de chaquo ordonnée fractionnaire menons la tangente jusqu'à 
son intersection avec Los deux ordonnées ontières voisines et remplaçons l'airo 
donnée par la somme des aires dos 
trapèzes construits do cette façon. 
La formule approchéo, obtenue par 
cette voie, s'appelle formule des 
tangentes: 

b—a 


CL = 


Hot tune 44) 





ist 





Fig. 148 Cousidérons simultanément aveo 

les trapèzes, cérconscrits précédumment, 

les trapèzes inscrits, que nous obtenons, en reliant avec les cordes les extrémi- 

dos ordpnnéos {mpaires voisines ; ajoutons-lour encor les deux tropèzes limi- 

trophos, formés avec les cordes, roliant les oxtrémités des ordonnées yo et ÿ1/2» 
Vn—172t Un- Nous désignons la somme des airos dos trapèzes obîienus par 


b— Vrya tn 
O2= + [He un Ma ineus Fret ste. + ny | * 


Si la courbe y = f(x) dans l'intervalle (a, b) ne possède pas de points d'in- 
Leree c'est-à-dire si elle est seulement convexe ou seulement concave, alors 
aire S do La courbe est comprise ontre les aires 0, et 02, ot il est naturel de pren- 


dro comme expression approchéo pour S la moyenne arithmétique ARS , ææ 
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qui donne la formule de Poncelet : 


» b—= Vie Un 
froen he [aie Matin qu + 


+ at... +204 | .  (45} 


1] n'est pas difficile de voir que l’erreur de cette formule avec l'hypothèse 
faito sur l'allure de la courbe ne dépasse pas la valeur xbsvlue 


HE usine _ Jortun b—a 
2 ( 2 2 n ”? (46} 
et l'expression, se trouvant entre parenthèses, est égale, comme il n'est pas 
difficile de le montrer Ed de la propriété de la base moyenno des trapè- 
zes, au segment do l'ordonnée moyenne, isolé par les cordes reliant ontro 
bed paient des ordonnées limites entières et des ordonnées limites 
roctionnaires. 


111-340, Formule de Simpson. Couservant la subdivision précédonte en 
nombre puir de parties, remplaçons la courbe donnée par une succession d'arcs 
del pannes du deuxième degré, passant par Jos extrémités de chacune dos trois 
ordonnées : 


Vor Vie Vis Var User U2% ce Yn= gs Uniyer Une 


Calculant l'airo de chacune des figures curvilignes obtenues de cette 
ns par la forraulo (4) {I11-3-1}, nous obtenons {a formule approchée de 
mpson : 


D 100) der et Luo dv ya-d + Avuy, Hate + 
ne + 4h + Un]. (47) 


Nous ne nous arréterons pas ioi sur l'orrour do cotte formule, et égalemont 
sur l'erreur de la formule des tranèzes. Remarquons, en général, que l'expression 
de l'erreur sous la forme d’une formule définie a plutôt uno valour théorique 
quo pratique pareo que hubituolloment cllo donno uno limite par téop grossière. 

À propos do la construction précédonte, remarquons qu'avec le choix corres- 
po à a, bot ce dans La parabolo y == ax + bx + c, on pout toujours l'o- 

liger à passer par trois points donnés d'abscisses différentes d’un plan. 

En pratique pour la précision du résultat, la connaissance de l'allure de la 
courbo est essontielle, et au voisinage des points, où la courbe change d'aspect 
plus ou moins rapidement il fhut faire lo calcul avec une plus grande pré- 
cision, ot pour cela il est nécessaire d'introduire do plus petites subdivisions 
de l'intervalle. Do toute façon il est utile avant le calcul de so faire une idée 
mêmo approximative de l'allure du la courbe. 

Dans le cas du caloul approché le schéma de la succession des opérations 
est toujours essentiel. Afin d'en donner uno présentation ot aussi de rs fab 
la précision obtenue avec les diverses formules approchées misos en évidence 
plus haut nous traitorons les exemples suivants: 


4 S— 5e sinzdzr-1, 





nes10, 2% 0,157 070 63, 2 = 0,078 53981, Le 2 0,026 179% 
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sin 9° 0,156 4345 sin 4°,5 |0,0784591 
sin 18° 0,309 0170 ain 13°,5 | 0,233 4454 
sin 27° 0,453 9905 sin 22°,5 | 0,382 6834 
sin 36° 0,587 7853 sin 31°,5 | 0,522 4986 
sin 45° 0,707 1068, sin 40°,5 | 0,649 4480 
sin 54° 0,809 0170 sin 49°,5 | 0,760 4060 
sin 63° 0,891 0065 sin 58°,5 | 0,852 6402 
sin 72° 0,951 0585 sin 67°,5 | 0,923 8795 
sin 81° 0,987 6883 sin 76°,5 | 0,972 3699 

sin 85°,5 | 0,996 9173 


5,853 1024 À | 6,372 7474 





Formule des rectangles par déjaut 





5,853 1024 0, 767 3861 

0,000 0000 _ T,196 1198 

» 5,853 1024 ms 1,963 5059 
S =.0,919 4080 


Formule des rectangles par excès 


5,853 1024 0,835 8873 


1,000 0000 1,196 1198 





x 6,853 1024 ns 0,032 0071 
S rv 1,076 5828 
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Formule des tangentes Formule des trapèzes 


25, |11,706 2048 


Yo+ Ys0 | 1.000 0000 





ns 0,000 4465 D)  12,7082048 InS  1,9091057 
S = 1,001 0200 S «0,997 9480 


Formule de Poncelet 





252 12,745 4948 4,104 7141 
4 
7 Vo+ vo) 0,250 0000 
4 _ 
— 7 Wiyat Vos) | —0,268 8444 2,805 0898 
> 42,726 6507 ns 1,900 8039 
S => 0,999 5487 


Formule de Simpson 


11,706 2048 


25,490 9896 
4,000 0000 





ÿ 38,197 1944 In S 1,999 9999 
S = 4,000 0000 
Inf+z) ,___ _ 
2 S= (HR ER d= 5 In 2== 0,272 108 2613 +, 


n=10 b—a 1 bB—a_1 
* “2n 20° "6 





* Cette formule sera établie dans le douxième tumo. 
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0,094 3665 Vi | 0,048 6885 
0,175 3082 Vs | 0,186 6865 
0,240 7012 Us | 02100175 
0,290 0823 Vryn | 0,287 3538 
0,824 8721 Vers | 0.308 9926 






0,345 5909 


Vit/ 0,336 4722 
Y3/3 0,352 0389 
Visa 0,358 1540 
vis | 0,3571470 
Vi, | 0,351 0273 


D | 2,726 5583 


ÿo 0,000 0000 
Yo 0,346 5736 






0,356 1263 
0,358 4065 
0,354 6154 










Formule de Poncelet Formule de Simpson 


232 5,453 1166 
1 
ZVo+no ,. 


235 | 5,0791006 
45)2 |10,906 2332 


À st vn) vo+un | 0,346 5736 





” 5,439 8361 > 16,331 9074 


1 , 1 Was 
Sr D 0,271 998 San w À 50,272 198 46 


! dz 
a. Se (= in 2 0,608 14718. 


n=% b—a_1 b—a 1 
* “2n 40° nr 120 ° 
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0,952 3810 
0,999 0809 
0,868 5653 
0,833 3333 
0,800 0000 
0,769 2307 
0,740 7407 
0,714 2857 
0,689 6552 
0,666 6687 
0,645 1643 
0,625 0000 
0,606 0606 
0,588 2353 
0,571 4287 
0,555 5556 
0,540 5405 
0,526 3146 
0.512 8205 


0,973 6097 
0,930 2326 
0,888 8889 
0,851 0638 
0,816 3266 
0,784 3135 
0,754 7169 
0,727 2727 
0,701 7543 
0,677 9681 
0,655 7377 
0,634 9207 
0,615 3846 
0,597 0149 
0,597 7101 
0,563 3804 
0,547 9451 
0,533 3333 
0,519 4800 
0,506 3291 


43,116 6666 43,861 3816 





Formule des trapèzes 


25 26,232 1332 


vo + U20 1,500 0000 





> 27,732 1332 


(| 
S=7ÿ D: 0.693 308 33 
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Formule de Poncelet Formule de Simpson 







25 27,722 7632 
SUotws | 0,875 0000 


25 26,232 4392 
45% 55,445 5264 


— (via + Uss) | —0,370 4847 


0,500 0000 






Yo + Y20 





> 27,727 2785 >» 83,177 6598 
1 { 
S=7 2 0,698 181 9 S= 5 D 0,698 147 16 
LiT-8-1{. Calcul d’une intégrale définie avec une borne supérieure 
variable. Dans beaucoup de problèmes on est amené à calculer les valeurs des 
intégrales définies : 


F(s)= (5 (2) à 


ayant une borne supérieure variablo. 

Ayant établi la formule des Re (43), on peut montrer le moyen sui. 
vant pour obtenir des valeurs approchées de coute intégralo, en fait, non pour 
toutos les valeurs de +, mais seulement pour celles, qui ont servi à subdiviser 
l'intervallo (a, b) en partics, c'est-à-dire : 


Fa), F(xy), F2)... Fc) ee, F(xn-ihs F (6). 
D'après la formule (43) nous avons : 
Fu FT dRh[ lus... + na EA | us 


\éuee 
a 


F (ex) fé)éesn [He +... bacs Hu 4 paume 


SF (en) + A Un +unde «9 


Cette formule donne la possibilité, ayant calculé la valeur do F (zx), de 
poursuivre jusqu'à Ja valeur suivante F (2,44) = F (2, + h). 

1] est possible de disposer ce calcul selon le schéma, présenté p. 289, 

111-3-12. Méthodes graphiques. Ces calculs peuvent être faits graphique- 


ment, si la représentation de la courbo y = f (x) cst donnée: nous obtiendrons 
ainsi la construction du graphique do fa courbe intégrale : 


va (91 (0) den (a) 


à partir de la représentation de la courbe 
y=f(s). (60) 


OedSs tee +253) y 
Ce4 V+ee+u +1) 
Os4 54 +3) Ë 


Ge+64 14 À 


G+1)4Ë 


Bey © 
+ 


Ps Ss+ Ve +Es + Te Le 


Sa ts + Es + Es + ls 


Vs ts+ Ts + ls 


Es + ts Lis 


ts+is 


of +SA = 08 


A+ = 


v4+6f =}; 


ch4 M=ts 


Th+ VA = 


FA+0A=1s 


FH 4NA = %e 
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Avant tout, si nous avons an nombre suffisant de divisions, nous pouvons 
prendre approximativement 
Sk __ VhA1 TVR 
Ste = pipe (1) 


c'est-à-dire si la représentation do la courbe (50) est tracéo, alors les grandeurs 






——…————— — 


ai | 
a Le D To Le Te D 


Fig. 149 





Tr % 


2 sont obtenues immédiatoment à partir de la fig. 149, en tant qu'ordonnécs de 


la courbe pour 
2k—1 
Tnt = 0 + p k. 
Notons sur l’axe 9Y les points: 
A Gays A2 (Wsyg)r Aa (Us) ces An (Un—1/2). 


Sur l'axe OX à gauche du point O construisons le segment OP égal à l'uni- 
t6, Portons les rayons: 





PAu PAg PAy ce PAR 
ot par los points Mo, A1, M2,... lours parallèles, do sorte que 
MoMillPAs MiMoll PA» MaMall PA 

Les points Ms, Mi, A2, ... seront dos pou de la courbe intégrale 
opprochée do la cherchée, ainsi qu'il n'est pas difficile de s’en assurer à partir 
do ja figure 

AMi=hp 2Mi=h Gays FVsph 23M3= hu, Vsya Ve), +. 
et cela, on vertu de l'égalité approchéo (51) ot do la formule (48), s'écrit : 
D — (toy Yhs + Un \ 
aMn=h Gaya + Ya/a +... +Yh17)= h (A+ .…. + En | = (2). 


La construction qui viont d'être montrée est pratiquée dans les cas, où 
l'échello pour la fonction F(z) coïncide avec l'échelle pour j (x). 
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Si l'échelle sort de l'épure, la construction subsiste quand mêmo avec la 


seule différonce, que le ent OP possède non uno longueur unité mais ?, qui est 
égale uu rapport de l'échelle pour F (x) 
et de Péchelle pour f (x). 

La construction graphique appro- ÿ 
chée do l'intégrale répétée 


D(9=(Faz( (02 à) 
est établie par la formulo des rectan- 


gles 10 (D1-8-8]. 
osons, commo précédomment, que 


F(x= {. f (a) az. 


Considérant seulement les valeurs 
Xe Tin ae + © +» Enr + + + JO la variablo 
indépondante +, nous avons d'après la 
forraule (40) l'égalité approchéo: 


Fax) ho, F2) hot ya 
F (ax) sh (Yo vit... uns). Fig. 150 





2 


D D % à 





% 


Appliquant la même formule pour la fonction @ (x), nous avons: 


Dxx)=h(F (c)+F()+...+F(ms)] 
sh? [yo+ (vo+ y) +. + (vo+ vs. + yas)l (52) 


D'où découle la construction suivante do l'ordonnée ®(r,) (fig. 150) : 
dent Cora lo point P, comme précédemment, nous reportons sur l'axe OY 
es segments: 


OB= yo Bib= y 
B2B3=v EL Dr = vn-4 .. 
Traçont les rayons: 
PBa PBn PB cs PBho 
construisons les points : 


Mo Mi Ma .. My, ..., 
en menant 


MoMill PB MiM2ll PB, 
MaMsl| PBs, 


Cos points seront les points de la courbe approchés chorchée, tracée, toulc- 
fois, à l’échelle constanto (1 : H), car de cetto construction il est clair quo: 


2i=hyo zMo=mhyoth (yo+ vd, -.. 


Ma ho (bot) + 2e + hot +) TE 


en vertu de (52). Si la longueur OP n'est pas égale à l'unité, mais à !, la courbe 
construite donne l'ordonnée de lu courbe ® (z), modifiée dans le rapport (1 : 4h). 


19—281 
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11 convient de noter que malgré la commodité des constructions étudiées, lour 
précision n'est pas grande, et on ne peut les employer que pour la compa- 
raison do calculs assez grossiers. 


111-8-13. Aires des courbes à oscillations rapides. Plus haut [1F1-3-10] 
il a 616 montré quo pour le choix heureux des diverses formules approchées, 
pour lo calcul do l'intégrale définie, il convient de partager la courbe, dunt 
‘aire ost à définir, en partics, dans chacune dosquelles olle est monotone, 
Cetto oxigonce est toujours difficile pour Les courbes, so conduisant irrégu- 
lièremont, possédant beaucoup d'ascillations vers le haut ot lo bas. Pour 
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Fig. 151 


la définition des aires de ces courbes d'après les règles précédentes il convient 
ire beaucoup de subdivisions, ce qui compliquerait considérablement 
es calculs, 

Dans de tels cos il cst utile d'appliquer une autre méthode, notaminent 
en partageant l'aire en bandelettes, parallèles non pas à l'axo OŸ mais 
à l’axe OX ; pour la détermination 2 rochée de l'aire de la courbe, représentée 
sur la flg. 151, portons sur l'axe OY Îa plus potite et la plus grande des ordon- 


sas e et f de fa courbe et partageons l'intorvallo (œ, f) en n parties selon les 
points: 


Vor=Œ Ygs ces Yi-tr Vis cos Un=ts Un =. 


Portant par les points do division les droites parallèles à l'axe OX, nous 
perse touts l'airo on bandelettes, composées de parties séparées; pour 
‘expression approximative de l'aire de la & bandeletto. nous pouvons prendre 
lo produit de sa baso (y; — y.) par la somme des longueurs L, des segments 
d'uno droite quelconque 


yæni (Vr-s Mi Er), 
corapris à l'intériour de l’airo oxaminée; cette somme peut êtro rapidement 


déterminée d'après la figure. Ayant désigné cotte somme par Z nous oblenons 
pour l'aire cherchée S l'oxpression approchée de la forme: 


go (b— a) + (ya— vo) ls + (va —ys) la + ++ + (un — Yn-1) ln 
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laquelle sera d'autant plus précise que le nombre de divisions sera plus grand 
et quo les fluctuations de la courbe seront plus brusques, | 

Lo dévoloppemont dans les règles do l'idée fondamentale do cette méthode 
conduit au concept d’intégrale do Lebosgue, qui est considérablement plus géné- 
ral quo le concept d'intégralo de Ricmapn exposé [III-2-1, I11-4-8). 


III-4. Données complémentaires sur les intégrales définies 


II-4-1. Notions préliminaires. Les derniers paragraphes du 
présent chapitre seront consacrés à une sérieuse étude analytique 
du concept d’intégrale, et dans le paragraphe suivant nous montre- 
rons l'existence de la limite définie pour la somme de ja forme: 


>. 1 (En) (Th — The) 


et non seulement dans le cas d'une fonction continue. Pour cela il 
nous faut introduire quelques nouveaux concepts, liés à l'étude des 
fonctions discontinues. 

Soit la fonction f(x) définie dans un certain intervalle fini 
(a, b). Nous oxaminerons seulement les fonctions bornées, 
c'est-à-dire les fonctions, dont les valeurs dans l'intervalle mention- 
né restent en valeur absolue plus petites qu'un nombre défini positif, 
c'est-à-dire que La fonction f (x) est bornée dans L’intervalle (a, b), 
s’il existe un nombre positif B, tel que pour tout x de l'intervalle 
mentionné nous ayons: 


[1(x)1<B. 


Si la fonction j (x) est continue, alors, comme nous l'avons déjà 
mentionné {I-2-41]}, elle atteint dans cet intervalle la plus grande et la 
plus petite valeur et, par suite, bien sûr, est bornée. Au contraire, 
les fonctions discontinues peuvent êtro aussi bien bornées que non bor- 
nées. Plus loin, nous examinerons sculement les fonctions discontinues 
bornées. Supposons, par exemple, que la fonction f (x) ait une repré- 
sentation graphique, reproduite sur la fig. 152. Au point x =c 
nous avons une rupture dans Ja continuité de la fonction, et la valeur 
de la fonction en ce même point z = c, c'est-à-dire f (c), doit être 
déterminée au moyen d’une hypothèse supplémentaire. Aux autres 
points de l'intervalle, y compris Les cxtrémités a et b, la fonction 
est continue. En outre, en ce qui concerne la manière dont la 
variable x tend vers la valeur x = c à partir des valeurs inféricu- 
res, c'est-à-dire à gauche, l’ordonnéec j (x) tend vers une limite défi- 


nie, représentée géométriquement par le segment NA te 
De même, en ce qui concerne la manière dont x tend vers c 
à partir des valeurs supérieures, c’est-à-dire à droite, f (x) tend aussi 


49% 


292 CH. EIJ. NOTION D'INTÉGRALE ET APPLICATIONS 


vers une limite définie, représentée par Je segment NM2, mais cette 
dernière limite diffère de la limite à gauche mentionnée plus haut. 
On désigne habituellement la limite mentionnée à gauche par le 
symbole 7 (c — 0), et la limite à droite par le symbole f (c + 0) 
{1-2-8]. Cette rupture la plus simple de la continuité de La fonction 
pour laquelle existent des limites extrêmes définies soit à gauche, soit 
à droite, s'appelle discontinuité du premier ordre. La valeur de la 
fonction en ce même point z = c, c'est-à-dire f (c), différera, géné- 
ralement, aussi bien de f(e — 0) que de f (c + 0) et devra être 





Fig. 452 Fig. 153 


déterminée par une information complémentaire. Si la fonction est 
continue dans l'intervalle (a, b) y compris les extrémités, à l’excop- 
tion"d’un nombre fini de points, pour lesquels elle possède des discon- 
tinuités du premier ordre, le graphique d’une fonction se com- 
pose d’un nombre fini de courbes, continues jusqu'à leurs extré- 
mités, et de points isolés aux endroits de rupture de continuité 
(fig. 153). Une telle fonction, malgré sa discontinuité, sera, évidem- 
ment, bornée dans tout l'intervalle. Bien entendu, des fonctions 
avec des discontinuités plus complexes pourront être bornées. 

Plus loin, nous examinerons fréquemment les ensembles de 
toutes les valeurs, que n'importe quelle fonction f (x) prend dans 
un intervalle donné de variation de la variable indépendante. Si la 
fonction prise est bornée dans l'intervalle examiné, alors l'ensemble 
de ses valeurs dans cet intervalle est limité vers le haut et vors le 
bas, c'ost pourquoi cet ensemble possède toujours des bornes, 
supérieure et inférieure [1-2-15]. Si, par exemple, f (x) est continue 
dans l'intervalle considéré (fermé), alors, comme on le sait [1-2-11], 
elle attoint dans cet intervalle la plus grando et la plus petite 
valeur. Dans le cas présent, ces valeurs de la fonction seront les 
bornes supérieure et inférieure des valours de la fonction f (x) 
dans l'intervalle examiné. 

Considérons un autre exemple: si la fonction f (x) est une fonc- 
tion croissante, alors elle possède la plus grande valeur à l'extré- 
mité droite de l'intervalle et la plus petite valeur À l'extrémité 
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gauche. Ces valeurs, de mêmo que dans le cas précédent, seront 
les bornes supérieurs ot inférieure des valeurs de 7 (x). Dans les 
deux exemples examinés les bornes de la fonction apparaissaient 
olles-mômes comme des valeurs particulières de la fonction, 
c'est-à-dire qu’elles appartenaient elles-mêmes à l'ensemble examiné 
des valeurs de la fonction. Dans les cas plus complexes d’une 
fonction discontinue les bornes de la fonction peuvent ne pas appa- 
raître elles-mêmes comme des valeurs de la fonction, c'est-à-dire 
peuvent ne pas appartenir à l'ensemble des valeurs de la fonc- 
tion. 

Soit m la borne inférieure de l’ensemble des valeurs de la fonc- 
tion bornée f (x) dans un intervalle fini quelconque (4, b) et M Jeur 
borne supérieure. Prenons un nouvel intervalle (z’,b’)}, qui 
apparaisse comme une partie du précédent intervalle (a, b). 

Soient m’ et M’ les bornes inférieure et supérioure de l’en- 
semble des valeurs de f(x) dans le nouvel intervalle (a’, b’). 
Comme l'ensemble des valeurs de / (x) dans l'intervalle (a’, b"}) se 
trouve parmi les valeurs de f (x) de l'intervalle plus large (a, b), on 
peut affirmer quo m’ => m ot M’ < M, c'est-à-dire que: 

Lemme 1. Sion substitue à un intervalle quelconque une partie 
de cet intervalle, alors la borne supérieure des valeurs de la fonction 
f(x) ne peut augmenter, ni la borne inférieure diminuer. 


IIX-4-2. Découpage d’un intervalle et formation de diverses som- 
mes. Soit un intervalle fini (a, b) découpé en un nombre fini de 
parties par les valeurs intermédiaires de z: 


A = LL LL Lo ue Che LR ee En LEn = b. (1) 


Nous désignerons ce découpage par une seule lettre 6; les 
valeurs z; sont appelées les points de division de 6. Pour divers 
découpages le nombre d'intervaliles partiels et les points de division x; 
sont, en général, différents. Désignons la longueur des intervalles 
partiels pour Je découpage (1) par: 61 = zx — xp (k = 1, 2, ... 

.., n). Soit f (zx) une fonction bornés donnée sur l'intervalle (a, b). 
Ecrivons la sommo correspondant au découpage 6 (1) dont Ia limite, 
si elle existe, donne l'intégrale définie de f(x) sur l'inter- 
valle (a, b}: 


n 
0 (6, &)= 21. 1 (Ex) ôn. (2) 
Élle dépend de 8 et du choix des points E,. Considérons l'ensemble 
des valeurs de F dans l'intervalle (xz;,_1, z1). Comme f (x) est 
bornée, cet ensemble est aussi borné. Désignons par 7: la borne 
inférieure et par Âf; la borno supérieure des valeurs de f (x) dans 
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l'intervalle (z14, za) (k = 1, 2, ..., n) et remplaçons dans les 
termes de la somme (2) f (E») par mx et par Max. Nous obtenons 
deux sommes ne dépendant que du découpage 6 de l'intervalle (a, b): 


n n 
s(6=2. mMaôn ; s@=2, Miôx. (3) 
11 découle immédiatement de la définition de ms et M, que 
my < f(x) < Ma, 
d'où, comme 6, est positif, nous tirons 
s(6)<o(8, &)<S (6). (4) 


Soit encore, comme plus haut, "= et M les bornes inférieure et supé- 
rieure de # (x) sur tout l'intervalle (a, b). Utilisant le lemme 1, 
on voit aisément que les inégalités 


MmEMx SMi:<M, k=1, 2 TEL (5) 
sont vérifiées et qu'en outre, évidemment, 


à. Ôk = 2 (Cr — 2x1) = b—a. 
Multipliant les inégalités (5) par les nombres positifs 6 et sommant 
sur À de 4 = 1 jusqu'à 4 = n, nous obtenons 


m(b—a)<s(6) <M (b—a), 
m(b—a)<S (5) <M (b—a), 


autrement dit, l’ensemble des valeurs s (6) et S (6) pour tous les 
découpages possibles 6 est borné inférieurement et supérieurement. 

ésignons par la lettre : la borne supérieure de l'ensemble des 
valeurs de s (6) et par la lettre 7 la borne inférieure des valeurs 
S (6) pour tous les découpages possibles 6: 


So <i, So> 1. (6) 


Notons que la différence non négative M — m est d'habitude appelée 
l'oscillution de La fonction f @) sur l'intorvalle (a, b). La différence 
se — m3 est l'oscillation de la fonction f(x) sur l'intervallo 
Th1ts Ta). 

lin maintenant certaines notions nouvelles. Nous 
appellerons le découpage 6’ de l'intervalle (a, b) prolongement du 
découpage 6, si chaque point de division de 6 est un point de divi- 
sion de ô’, autrement dit, 6’ est obtenu à partir de 6 en ajoutant 
de nouvoaux points de division (si 8’ n’est pas identique à 6). Si 6, 
et 6, sont deux découpages, nous désignerons comme leur produit 
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le découpage de (a, b) dont les points de division s’obtiennent en 
réunissant les points do division de 6, et de 6. Nous désignerons 
le produit des découpages par 6,62. Cotte notion peut être appli- 
quée également au cas de plusieurs facteurs. Le découpage 8102 
est us un prolongement du découpage 6, comme du décou- 
page 62. 

Lemme 2. Si le découpage 6’ est le prolongement du découpa- 
ge 6, alors s (6) < s (8’) et S (6) > 5 (6°). 

Quand nous passons de 8 à 6’, chacun des intervalles (z3-1, zh) 
de la subdivision 6 peut être scindé en plusieurs parties. Posons 
par exemple que cet intervalle se scinde en trois parties (ta-1, sg): 
(ax, Ba) et (Bx, Ta) de jongueurs respectives Ôf! = @x — Zzn-1, 
ÔE — Pr — am Of — 2, — Ba, et soit Mi, MF, MP les 
bornes supérieures de l’ensemble des valeurs de f(x) dans 
les intervalles précités. En vertu du lemme 1: M’, M} ot 
ME <L Mn, et la somme 64 + 6$ + 6 = 6, = zx — Tnt. 
Le terme M:62 de la somme S (6) lors du passage à 6’ est remplacé 
par la somme de trois termes: 


M6 + M6 +M$i96$ 
et, eu vertu de ce qui a été dit plus haut, 
MIO + MIO + MP'ENP < Ma (OS -+ Of + 8°) = Maôns 


autrement dit, quand on passe de 6 à 6’, chaque terme M:6, de la 
somme est soit remplacé par une somme finie, qui est inférieuro 
ou*égale à M6», soit reste inchangé. Il en découle précisément 
que $ (6) >S (6’). Exactement de la même façon on démontre 
que s (ô) < s (68”) et le lemme est démontré. 

Prenant en considération que m1< WMx et ôx sont positifs 
on voit aisément que pour un même 6 nous avons s (6) < 5 (6). 
Montrons que cette même inégalité a lieu également pour n'importe 
quels découpages. 

Lemme 3. Si6, et 6, sont deux découpages, alors s (61) <S (632). 

Cousidérons le produit 8:02 des découpages 6, et 82. Commo Ô;ô2 
est le prolongement de 8; et 62, il découle du lemme 2 que s (6:62) > 
> s(ô) et S (6162) < S (62) et, utilisant l'inégalité s (6162) < 
<& S (6:62), nous obtenons s (61) < S (62). Le lomme est démontré. 

11 découle immédiatement de ce lemme que la borne supérioure i 
de l'ensemble des valours s (ô) pour tous los découpages possibles ô 
et la borne inférieure 7 de S (6) vérifient les inégalités 


s(ô)<i<T<S}(6) 7) 
Occupons-nous maintenant’ des sommes © (ô, Bx) qui vérifient 


los_inégalités (4). Pour un découpage fixé 8 en vertu de la défini- 
tion de m, et M, on pout pour tout k choisir E: de sorte que j (&) 
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soit aussi près que l'on veut de M, ou même (en certains cas) coïn- 
cido avec #,, autrement dit, on peut choisir £; do sorte que la 
somme o (6. E;) soit arbitrairement proche de S' (6) et même en 
certains cas quo © (ô, Ex) coïncide avec S (6). D'autre part. en vectu 
de (4), o (6, Ex) < S (6). Il en découle que S (6) est la burne 
supérieuro des valours de o (6, £:) pour tous les choix possibles 
do 6x. Où démontre d'une manière analogue que s (6) est ia borne 
inférieure des valeurs de © (6. Ez), autrement dit, a lieu: 

Lemme 4. Pour un découpage fixé 6 la grandeur s (6) est la 
borne inférieure des valeurs de © (ô, Ex) pour tous les choix possibles 
de &,, et S (6) est la borne supérieure de l'ensemble des valeurs de 
o (ô, Ex) pour les mêmes conditions. 


UI-4-3. Fonctions intégrables. Indiquons maintenant la con- 
dition nécessaire et suffisante do l'existence de l'intégrale d'une 
fonction bornée f (x) ou, comme il est admis de diro, la condition 
nécessaire et suffisante d’intégrabilité de f (x). Nous désignerons 
par la suite par gt (6) la plus grande des longueurs des intervalles 
partiels ontrant dans la subdivision 6. 


Théorème. Une condition nécessaire et suffisante d'intégrabi- 
lité de la fonction bornée f (x) sur un intervalle fini (a, b) est que 
la différence 


S(8)—5(5)= à à am) dx (6) 


tende vers zéro quand n (6) tend vers zéro. 

Eu d’autres termes, cette condition, que nous appellorons la 
condition À, consiste en ce qui suit: pour tout nombre positif 
donné e, il existe un nombre positif n tel que la différence: 


S(6)—s(5)<e, si u(6)<n, 


soit non négative. 

La coudition est suffisante. Supposons que la 
condition À du théorème soit vérifiée, autroment dit, $S (6) — 
—5 (6) +0 quand u (8) ->0. Alors il découle de (7) que £ = Jet 
que s (6) et S (6) tendent vers 7 quand pu (ô) + O. 

Il on découle, compte tenu de (4), quo la somme o (6, E4) tend 
vers Z pour u (6) —+ 0 et pour tout choix de E,. Plus exactement, 
| T — o (6, Ex) | << e quand u (6) 1, et n > 0 est déterminé par 
la valeur donnée de & >0. Ainsi nous avons démontré que f (x) 
cest intégrable et que le nombre Z est Ia valour de l'intégrale. La con- 
dition À est donc suffisante. 

La condition ost nécessaire. Supposons que / (r) 
soit intégrable. Démontrons que la condition À ost remplie. Dési- 
gnons par Z, la valeur de l'intégrale de f (x). Par définition nous 
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aurons alors: pour tout e =0 il existe un nombre n =0 tel que 
[o(6,E)—ol<+, si H(6)<n (9) 


pour n'importe quel choix de &;. En vertu du lemme 4, pour tout à 
fixé il est possible d'effectuor le choix de EL =Er et fx=tr, 
de sorte que 


106, &)—s(81< À 
et 
lo té, E)—S (6) <+. (40) 
Nous pouvons écrire 
S(6)—5(6)= [LS (6) —0 (8, E)] + [o (8, Ex) — 0] + 
+ [o—0o (0, E)]-+Io(6, Ex) —s(6)], 


d'où, en vertu do (9) et (10), nous obtenons pour (6) << n 
[S(8)—5(8)|<|S(5)—0 (8, 8x1 +10 (8, Ex) —Zo[ + 
+1o—0(6, &)1+10 (6, E)—s (6) <É+F+S + = e 


autrement dit, | S (6)— s(6)}|<e quand pu (6) <n, co en quoi 
consiste la condition À. La condition est donc nécessaire, 

Remarque 4. Il découle de la démonstration du fait que 
la condition À est suffisante que i = Z quand la condition À est 
remplie, et que dans ce cas la valeur de l'intégrale est égale à J. 
Cest pourquoi il découle du fait que la condition À est nécessuire 
que l'égalité Z — Z est une condition nécessaire do l’intégrabilité. 

Remarque 2 On peut montrer que pour toute fonction 
bornée f (x) nous aurons: s (6) + i et S (6) +7 quand pu (6) — 0. 
Il en découle que si à = 7, alors (S (6) — s (6)) — 0 quand pu (6) —+ 0, 
ot par conséquent l'égalité à = Z est non seulement nécessaire, 
mais aussi suffisante de l'intégrabilité de f (x). 

I. Si f(x) est continue sur l'intervalle fermé (a, b), elle est 
uniformément continue sur cet intervalle. En outre, sur chacun 
des intervalles (x,-1, æ,) elle atteint sa plus petite valeur mx et sa 
plus grande valeur M,. En vertu de la continuité uniforme de f (x) 
pour tout & =>0 donné, il existe un n =>0, tel que 0 < A7, — mx << 


<=, sim (6) <n. Alors 


0<Y (Ma— mx) On < Ÿ == ÿ ôn = 7 (b—a)=e, 
hi 


Co | te! 
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autrement dit, S (6) — 5 (6) <e, si u (6) <n. Ainsi, la condi- 
tion À cst remplie et, par conséquent, foute fonction continue est 
intégrable. 

IT. Supposons maintenant que la fonction bornée f(x) possède un 
nombre fini de points de discontinuité. Pour fixer les idées nous 
supposerôns que f (x) possède un point de discontinuité x =c situé 
à l’intérieur de (a, b). Notons avant tout que les différences M, — mx 
sur chaque intervalle partiel ne dépassent pas l'oscillation 4 — m 
de la fonction sur l'intervallo (a, b) tout entier: 


Mi—rma<M—m, k=1,2,...,n. (11) 


Soit un nombre positif donné e. Isolons le point c du segment (a, b) 
à l'aide d’un petit intervalle fixé (&, b:) (fig. 154) tel que a <a < 
<c< bi <b et bi — a Le. Sur les intervalles fermés (a, &) 


nn “ne “me | 
a a © à ) 


Fig. 154 


et (b, b;) la fonction f (x) est continue et par conséquent uniformé- 
mont continue. C'est pourquoi pour chacun de ces deux intervalles 
il existe in nombre n tel que |f (x) —f (x) | Le, siz’ etz” appar- 
tiennent à (a, &;) ou (b4, b) et | =" — x | << n. Les nombres n peuvent 
s'avérer différents pour (a, &) et (b,, b), mais si nous choisissons 
le plus petit de ces deux nombres 7, il sera valable pour les deux 
intervalles. Soit 6 un découpage arbitraire de (a, b) tel que le p (6) 
qui lui correspond est plus petit que les nombres n et &: 


H(6)<n ot p(ô)<e, (12) 


autrement dit, est plus petit que le plus petit de ces deux nombres n 
et . 

Evaluons la somme (8), correspondant à un tel 6 et constituée 
de termes non négatifs. Divisons les intervalles (x,_1, x1) apparte- 
nant à 6 on deux classes. Nous rapporterons à la première classe 
ceux qui font intégralement partie de (a, &) ou (b4, b) et à la deu- 
xXième classe les autres intervalles partiels de 6. Ce seront les inter- 
valles (z1-1, zx) qui soit appartiennent à (a, db), soit ont avec 
cet intervalle une partie commune. La somme des longueurs 6, 
des intoïvalles de la première classe est évidemment inférieure 
à (b — a), et cette somme pour les intervalles de la seconde classe 
est inférieure à 3e. Cela découle de l'inégalité b, — a < e, de la 
douxièmé inégalité (42) et du fait que le nombre des intervalles 
de 6 recouvrant partiellement (a;, b,) est au plus égal à deux. 
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Ensuite pour les intervalles de la première classe en vertu de la 
continuité de f (x) sur (a, &:) et (b:, b) de la première inégalité (42) 
et de la définition du nombre n nous avons M}, — m, < e. Pour 
les intervalles de la seconde classe nous utiliserons l'inégalité (41). 
Ainsi, nous avons pour la somme sur los intervalles de la pre- 
mière classe : 


D (Ma—ms) 8e <e D 61 < e(b—0) 
et pour les intervalles de la seconde classe : 


D (My— mx) ds <(M —m) 2 ôn, << (M —m) 3e. 
En définitive, 


2. (Mama) da << € [(b— a) + 3 (M —m), (13) 


si p (6) vérifie les inégalités (42). Les crochets du second membre 
de (13) est un nombre déterminé et en prenant en considération 
la possibilité de choisir arbitrairement le nombre positif 8 nous 
pouvons affirmer que la condition À est remplie, autrement dit 


que toute ‘fonction bornée f (x) possédant un nombre fini de points 
de discontinuité est intégrable. 

IT. Considérons le cas où f (x) est une fonction monotone bornée 
sur Je segment fini (a, b). Pour fixer les idées nous supposerons que 
f (x) n'est pas décroissante, c'est-à-dire que f(cs) < # (c2), si c4 << c2. 

ors sur chaque intervalle (xz;,-;, zx) nous avons my = f (x1-1) 
et Mr = f (x). Il on découle que 


S(E)—5(6)= À. (Mama) due À 1 Gr) —1 (a) One 


Mais dx <L(6) et les différences f(x:x)—f(zr-1) ne sont pas néga- 
Lives; par conséquent, 


S (0) (8) <p (8) À. L (an) — f (ax). 
Considérant que 
> LÉ ra) — 1 (en-s)l «> 17 (21) — f (a) + 
HF Ga) (m1 2 If) — 1 (en) © Ÿ (8) — 1 (a), 


nous obtenons 


S(È)—s(6) <[F(b)—f(a)lu (8), 
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d'où il déconie que 
S()—s()<e, si pO< 7 pour F0) >f(a). 


Si f(b)=f{(a}, alors f(x) est constante. 

Jon, toute fonction bornée et monotone est une fonction inté- 

grable. : 
Remarquons que la fonction monotone peut avoir une quantité 

innombrable de points de discontinuité, de sorte quo le cas (III) 

n'était pas entièrement compris dans le cas (II). Comme cxemple, 


S 


pous pouvons prendre la fonction, égale à zéro pour 0 < x << +. 


égale à + pour +<z<+, égale à + pour S<r<?, etc., et enfin 
égale à 1 pour x = 1. Avec cette fonction non décroissante, nous 
aurons pour les points de discontinuité dans l'intervalle (0,1) les 
valeurs 


Nous nous rappelons à ce sujet qu'une fonction monotone ct 
bornée doit posséder en chaque point de discontinuité z = c les 
limites f(e — 0) et f(c + 0). Cela découle immédiatement de 
SES CU de la limite d'une suite monotone et bornée de nombres 

Pour obtenir les conditions d'intégrabilité nous avons toujours 
supposé f (x) bornée. On peut démontrer que cette condition appa- 
raît ne pas ôtre une condition nécessaire d'intégrabilité, autrement 
dit d'existence d’une limite définie de la somme (2). Si cette condi- 
tion de limitation n'est pas remplie, on peut dans certains cas. 
définir l'intégrale de jf (x) dans l'intervalle (az, b), mais non comme 
unc limite do somme (2). Dans ce cas l'intégrale est dito impropre. 
Les bases de l'étude de l'intégrale impropre ont été exposées [11I-2-4]. 
Cela scra étudié en détail dans lo deuxième tome. 

Si l'intervalle d'intégration (a, b) n'est pas fermé à l'une ou 
aux deux extrémités, alors le concept d'intégrale définie dans un 
tel intervalle ne conduit pas immédiatement à la limite d'une 
sommo de type (2). Dans ce cas, nous avons aussi une intégrale 
impropre (cf. [III-2-5) et le deuxième tome). 


ID-4-4. Propriétés des fonctions intégrables. Utilisant la con- 
dition nécessaire et suffisante énoncée plus haut, il n'est pas diffi- 
cile de faire apparaître les propriétés fondamentales des fonctions 
intégrables. 

I. Si f(x) est intégrable dans l'intervalle (a, b} et si nous remplaçons 
arbitrairement les valeurs f (x) d'un nombre fini de points de (a, b), 
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alors la nouvelle fonction sera aussi intégrable dans (a, b) et la gran- 
deur de l'intégrale qui en résulte ne sera pas modifiée. 

Limitons-nous à la considération de l'exemple particulier, où 
nous avons changé la valeur de / (x) en un seul point, par exemple 
au point æ = a. La nouvelle fonction @ (x) coïncidoïa partout 

.avec f (x), sauf pour x = a, avec g (a) de valeur arbitraire. Soit #» 
et M les bornes inférieure ot supérieure de f (x) dans (a, b). La 
borne inférieure de (x) sera, évidemment, plus grande ou égale 
à m, si o (a) > m, et sera @ (a) si @ (a) << m. Do même, la borne 
supérieure de @ (zx) sera plus petite ou égale à M, si q(a) << M 
ct sera p (a) si p (a) > M. Comparant la somme (12) pour f (x) 
et œ (x), nous remarquons que la différence peut être. seulement 
dans le premier terme (pour 4 = 1). Mais ce premier terme, évi- 
demment, pour f (x) et q (x) tend vers zéro, puisque 6, -> 0 et que 
M; — ma) est borné. La somme des termes restants, sauf le pro- 
mier, naturellement, tend aussi vers zéro, parce que f (x) ost inté- 
grable et que toute la somme (8) pour f (x) doit tendro vers zéro. 
L'intégrabilité de (x) est démontrée. La coïncidence des valeurs 
de l'intégrale pour f (x) et @ (x) est évidente, car pour l'établisse- 
ment des sommes (2} nous pouvons toujours considérer £, différent 
de a, et les valeurs f (x) et @ (x) en tous ces points, excepté pour 
z = a, Coïncident. 

Il. Si f(x) est intégrable dans l'intervalle (a, b), alors elle est 
Aa dans n'importe quel intervalle (c, d), constituant une partie 

a, b). 

Cela découle aisément du fait que la somme (8) composée de 
termes non négatifs n'est pas supérieure pour l'intervalle (c, d) 
à cette somme pour (a, b) à condition que dans cette dernière somme 
æ = c et æ = d sont des points de division. 

Comme f (x) est intégrable sur (a, b}, la somme (8) pour (a, k) 
tond vers zéro lorsque u (6) -> 0 pour tous les points de division. 
C'est pourquoi, à plus forte raison, la somme pour ({c, d) tend vers 
zéro, si pe (ô) -+ O0 pour les intervalles partiels de (c, d), autrement 
dit, Ÿ (x) est intégrable sur (c, d). Remarquons que c peut coïncider 
avec a et d peut coïncider avec b. On démontre exactement comme 
dans [111-2-1] l'égalité : 


(2 Fe) dr = Ù° 5 (2) de + V5 (2) de (a<c<b). 


III. Së 7 (x) est intégrable dans (a, b) alors cf (x), pour n’importe 
quelle constante c, est aussi intégrable dans (a, b). 

Considérant, par exemple, c =>0, on peut affirmer que pour 
la fonction cf (x) il faut remplacer les anciens m; et M, par cms 
et cM,. La somme (8) acquiert seulement lo facteur c et tendra 
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comme précédemment vers zéro. La propriété V de [I11-2-1], natu- 
rellement, se conserve et se démontre comme d'habitude. 
IV. Si fi (x) et f2(x) sont des fonctions intégrables dans («, b), 


leur somme 
P(z)= (2) + f2 (x) 
est aussi intégrable sur (a, b). 

Soient mx, M, mx, MX% les bornes inférieures et supérieu- 
ros de f; (x) et f2 (x) dans l’intervallo (x»-1, æ3). De cetto façon, 
toutes les valeurs de f; (z) dans l'intorvalle (z:-:, zx) sont supé- 
rieures ou égales à m; et toutes les valeurs de , (x) sont de même 
supérieures ou égales à mx. D'où @ (x) > m5, + mf. dans l'inter- 
vallo (z:-1, zx). 

De la môme façon, on démontre que @ (x) < Mi + Mi dans 
l'intervalle (x1-1, zx). Désignant par #4 et Af, les bornes inférieure 
EL supérieure de q (x) dans l'intervalle (z4-1, zx), nous avons 

onc: 
m>mitm et Mi<Mi+ Mi 
d'où il résulte l'inégalité : 


Mi— ma <(MS + MS) — (mx + ma), 


Mu—mn <(Mi—mis) + (Mimi). 
Etablissant la somme (8) pour q (x), nous obtenons: 


n n n 
0< 3. (Mx— mx) On < 3. (Mi— m3) dx + à. (Mi —mx) dn. 


Les deux sommes du second membre tendent vers zéro pour 
b (ô) —+ O car les fonctions ji (x) et f: (x) sont supposées intégrables. 
ar conséquent, la somme (8) pour @ (x), c'est-à-dire la somme 


> (Mn— mx) On, 


tend à plus forte raison vers zéro, c'est-à-dire quo (x) est aussi 
intégrable. La démonstration s'étend facilement au cas de la somme 
algébrique d’un nombre fini de termes. La propriété VI de (II1-2-1] 
se démontre comme précédemment. 

Por analogie avec ce qui précède, on démontre les propriétés 
suivantes : 

V. Le produit fi (x) fa(x) de deux fonctions intégrables dans 
(a, b) sera aussi une fonction intégrable sur (a, b). 

VI. Si f(x) est intégrable dans (a, b) et st les bornes inférieure 
et supérieure m et M de la fonction f(x) sur (a, b) sont d'un 


seul et même signe, alors 75 est une fonction intégrable sur (a. b). 


c'est-à-dire 
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VIT. Si f(x) est intégrable sur (a, b), alors sa valeur absolue 
lLf (x) | est aussi une fonction intégrable dans (a, b). 

L'inégalité (10) de [III-2-2] peut être démontrée, comme plus 
haut. La propriété VII de [(III-2-2] apparaît également juste, si 
{(æ) et @(x) sont des fonctions intégrables. Le théorème de la 
moyenne s’énonce ainsi: 

Si f (x) et p (x) sont intégrables dans l'intervalle (a, b) et si q (x) 
conserve le même signe dans cet intervalle, alors 


(rte) p(x) dr=p Ve(e), 


où u est un certain nombre, satisfaisant à l'inégalitém<u<M,m 
et M étant les bornes inférieure et supérieure de f (x) dans (a, b). 
En particulier, 


VF) dr=p(b— a). 


La démonstration sera semblable à celle faite plus haut [111-2-2]. 
Utilisant cette formule, il n'est pas difficile d'établir que 


F(x)=(f(t)à 


est une fonction continue de x, et F” (x) = f (x) pour toutes les 
valeurs de zx, où f(x) est continue. Etablissons enfin la formule 
fondamentale du calcul intégral pour los fonctions intégrables. Soit 
Fi (x) une fonction continue dans l'intervalle (a, b) telle que pour 
une valeur quelconque de x à l’intérieur de l'intervalle (a, b) i] 
existe une dérivée F; (x) = f (x) où f (x) est une fonction intégrable 
dans (a, b). 
Dans ces conditions, on a la formule essentielle 


VC) dr, (D) — Fi (a). 

Découpant l'intervalle en parties et prenant dans chaque partie 
(zx=1, za) la formule des accroissements finis [I1-3-7}, nous pouvons 
écrire: 

Fa (tn) — Fa (ans) = F3 (Gn) dx = 1 (En)ôn (tr Es <a). (14) 

Ensuite, sommant sur 4 et gardant à l'esprit que (III de [LII-4-3]) : 

2. Fier) — Fins) F1 (b)—Fi(a), 


nous obtenons: 


Pa (b)—Fs(a)= À 7 (Eu) du. 
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Cotte égalité est vraie pour n'importe quel découpage de l’inter- 
vallo (a, b) en parties vu le choix particulier des points E£;, défini 
par la formule des accroissements finis (14). Passant à la limite, nous 
obtenons à la place de la somme l'intégrale: 


Pb) Pi(a)= V f (2) dr, 


co qu'il fallait démontrer, Remarquons que pour la détermination 
de l'intégrale les valeurs de f (zx) aux extrémités de l'intervalle 
(a, b) ne jouent aucun rôle, en vertu de la propriété I du présent 
paragraphe. 


Chapitre IV 


LES SÉRIES, APPLICATIONS 
AUX CALCULS APPROCHÉS 


IV-1. Notions sur lu théorie des séries infinies 
IV-1-1. Notion de série infinie. Soit uno suite infinie de nombres: 


Us Los Ugr cos Uns ce. (1) 
En écrivant la sommo des n premiers termes de la suite 
Sn = U+ Ut... un, (2) 


nous obtenons une nouvelle suite infinie de nombres : 
Ste Sas .…. 8n: .… 
St cette suite tend vers une limite (finie) 


s=]lims;, 
1n#Hr0 
on dit que la série infinie 
UiHuat... un... (3) 
converge et a une somme s telle que: 
S=Utust.., Lun... (4) 


St 5, ne tend pas vers une limite, on dit que La série infinie (3) 
diverge. 

Autrement dit, la série infinie (3) est convergente si la somme de 
ses n premiers termes tend vers une limite lorsque n croît indéfiniment 
par tous ses nombres entiers etpositifs, et cette limite s'appelle La somme 
de la série considérée. 

On peut parler de somme d'une série que dans le cas où la série 
converge, et alors la somme des n premiers termes de la série s, 
est une expression approchée do la somme s. L'erreur r, commise 
en faisant cette approximation est donnée par la différence 


Tn—=S— Sn 
qui s'appelle reste de la série. 


Il est évidont que le reste r, est à son tour la somme d'une série 
infinie qui cst obtenue à partir de la série (4) en supprimant les nr 
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premiers termes 


Tn = Una Uns2 + 0 HUnept se. 
La valeur exacte de cette erreur reste inconnue dans la plupart 
des cas et c'est pourquoi son estimation approchée est très importante. 
Le cas le plus simple de série infinie est donné par la progression 
géométrique : 


atag+ag+...+ag1+... (as). (5) 
Examinons plus particulièrement les cas où : 
Igl<1, 19114, g=1, g=—1. 
Nous savons {1-2-3] que pour | g [ < 1 la progression géométri- 


quo a une somme finale s= -—— et c'est pourquoi on a une série 


1—9 
convergente, en effet : 


=ahagt + LE, 


et s — sh —+ 0 lorsque 7 —+ oo, car g" —+ 0 lorsque | g | << 1 L1-2-2]. 
Pour |g | =>1 il résulte de l'expression de s, que s, -> lorsque 
n + oo, car g” + oo pour | g| >1 [I-2-5]. Pour g = 4 nous avons 
s = an et il est évident que 5, -> oo également. Ainsi pour | q | 4 
et g = 1 la progression géométrique diverge. Pour g = — 4 nous 
avons la série : 

a—a+a—a+,... 

Lo somme s, des n premiers termes est nulle si n est pair, mais 
ello est égale à a si n est impair, autrement dit la série ne tend pas 
vers une limite, elle diverge ; toutefois, contrairement aux cas pré- 
cédents, pour toute valeur de » cette somme reste finie, car elle 
ne prend que les valeurs 0 et a. 

St la valeur absolue de la grandeur s,, somme des n premiers termes 
de la série (3) tend. vers l'infini lorsque n croît indéfiniment, on dit 
que la série (1) est strictemeut divergente. Par la suite, en parlant 
de la série strictement divergente, nous mettrons pour simplifier, 
série divergente. 


IV-1-2. Propriétés des séries infinies. Les séries infinies con- 
vergentes jouissent de certaines propriétés qui permettent de les 
traiter comme s'il s'agissait de sommes finies. 


I. Si la série 
Utuz+...+un+... 
a une somme s, la série 


AU-hauo +... Haun+..., (6) 
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obtenue à partir de la série précédente en multipliant tous les termes 
par ur même nombre a, a une somme as, car la somme 0, des n pre- 
miers termes de la sério (6) ost 


On = Ali QU +... + Œün = Sn, 
et c'est pourquoi 
lim oc, =limas,=alims, =as. 
71-400 n—+00 no 


IT. Les séries convergentes peuvent être addilionnées ou soustrailes 
terme à terme, c'est-à-dire que si l'on a 


WU Us + un +...=S$, 
Det... ont ...=6, 


alors la série 
Qu Æ 2) + (ue Eve) + +. + (un & on) +... (7) 


converge également et sa somme est égale à s + ©, car la somme des n 
premiers termes est ; 


(us + vs) ue + Ve) +... + (un À Un) = Sn E On. 


Les autres propriétés de la sommo telles que la commutativité, 
les règles de multiplication de deux sommes l'une par l'autre, etc., 
appliquées aux séries infinies, seront étudiées un peu plus tard, 
au paragraphe [IV-3]. Notons pour l'instant qu’elles ne sont pas 
valables pour toutes Jes séries. 1) est évident que la commuta- 
tivité est valable pour toute série convergente, c’est-à-dire 
que l'on pout regrouper n’importe quels termes voisins. Ceci revient 
à ne prendre que des ensembles 5n, au lieu de tous les s, (n = 1, 
2, 3, ...), ce qui ne change pas la limite s {I-2-3]. 

IIS. La propriété de converger ou de diverger d'une série ne sera 
pas perturbée si l'on retranche ou si l'on ajoute quelques termes au 
début de la série. 

En effet, examinons deux séries : 


Us tuüustut 

Us + Us us + us + … 
La deuxième série est obtenue en retranchant doux termes à la 
première. Si l’on désigne par s, la somme des x premiers termes de 


la première série et si l'on désigne par 6, la somme des x premiers 
termes de la seconde série, il est évident que nous avons: 


On=2 = 5n— (& + w), Sn = On-2 + (U +u2), 


et si n—> 00, on a également (nr — 2) —+ oo. D'où il résulte que 
si s, a une limite, 6,2 a également une limite et réciproquement. 


20 
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Ces limitos s ot o, c'est-à-dire les sommes des deux sérios considérées, 
seront de toute évidence différentes, en effet on aura: 
G—=S— (ui +2). 


IV. Le terme général u, d'une série convergente tend vers zéro 
lorsque n croît indéfiniment: 


limu, =0, (8) 
car il est évident que 
Un = Sn — Sn-$s 
et si Ja série converge et a pour somme s, on a 
Jim Sn = lim sh —5, 
d'où 
limu,=lims,—lims,,=s5s—s—0. 

De sorte que la condition (8) est une condition nécessaire de 

convergence d'une série mais ce n'est pas une condition suffisan- 


te: en effet, le terme général d'une série peut tendre vers zéro et 
celle-ci peut diverger malgré tout. 


Exemple. Soit la série harmonique 
LL] 
1 1 1 1 4 
tete tetes) (9 
næi 
Nous avons: 
. = + —> 0 lorsquo nr —> co. 


[1 est toutefois facile de montrer quo la somme des n promiers Lormes de la série 
œ@) oroît indéfiniment. Pour cela regroupons Jcs différents termes en onsembles de 
. 2, 4, 8, . . . termos en partant du second 


4 1 Â 1 4 4 1 
(5) + (54) (et) (gr) + 
de sorte que dans lo xtèn° groups on aura 2*-1 termes. Si dans chaque groupe on 


remplace tous los termes par le dernier qui ost le plus potit du groupe,‘ on vbtien- 
dra la série 


tp Este mt pe (40) 


dont la sommo des x premicrs termes est égalo à [1 + + (n — 1)] ot tend évi- 


demment vots (+-co). En prenant un nombre suflisamment élové do termes dans 
la sério (9) nous pouvons obtenir un nombre quelconque de groupes n et la somme 


de ces termes sora encoro plus grande quo [1 + _ {nr — 1)], ce qui montre bien 
que pour la série (9) on a bien sa + + co. 
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IV-1-3. Séries à termes positifs. Critères de convergence. Les 
séries dont les termes sont des nombres positifs (non négatifs) 


Us Ur, Us, ..., Un, ... > 0 
présentent un intérêt particulier. Nous alions établir pour ces séries 
des critères de convergence ct de divergence. 

1. Une série dont les termes sont positifs ne peut être que conver- 
gente ou strictement divergente; pour une série de ce type nous devons 
avoir! 

SOÏE Sn —>sS Soit Sn—> + 00 

Pour qu'une série à termes positifs soit convergente il faut et il 
suffit que la somme s, de ses premiers termes reste inférieure à une 
certaine valeur constante À ne dépendant pas de n et ceci quel que 
soit n. 

En effet, pour une telle série la somme s, ne décroît pas lorsque 
n croît, car alors de nouveaux termes positifs (non négatifs) s'ajoutent 
à Ja somme ct tout co que nous avons montré repose sur les proprié- 
tés que nous avons déjà examinées des variables croissantes {1-2-6]. 

Pour déterminer si une série à termes positifs est convorgente 
ou divergente il est souvent utile de les comparer avec d'autres 
séries, plus simples, et tout particulièrement avec la progession géo- 
métrique. 

Pour cela nous allons établir le critère : 

2. Si chacun des termes d’une série à termes positifs, 


Mu us... Hunt... (11) 


est à partir d'un certain terme plus petit que le terme correspondant 
d'une série convergente 


DH Va Us+ ont... (12) 
alors la série (11) converge également. 

St par contre chacun des termes de la série (11), à partir d'une 
certaine valeur de n, est plus grand que le terme correspondant 
d'une série divergente (12) dont les termes sont positifs, alors la série 
(11) diverge elle aussi. 

Supposons tout d'abord que nous avons: 


Un < Uns (13) 
et que la série (12) converge. Sans limiter la généralité nous pouvons 
considérer que cette inégalité est vérifiée pour toutes les valeurs 
de n en excluant, si besoin est, ceux des premiers termes pour les- 
quels cette inégalité n'ost pas vérifiée (propriété III {IV-1-2j). 
Désignons par s, la somme des n promiers termes de la sério (11), 
et par 0, la somme analogue pour la série (42), nous avons en tenant 
compte de (43): 


Sn < On: 
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Mais la série (12) cost convergente par hypothèse et en désignant 
par o la somme de lu série (12), nous avons: 


On < LP 
ct c'est pourquoi nous avons : 
Sn < Oo, 


d'où, en tenant compte de 4, on déduit la convergence de la série (1f). 
Supposons vérifiée l'inégalité 


Un > Dn- (14) 
1l ost évident que nous avons 
Sn > On; (15) 


mais la sério (12) diverge maintenant et la somme de ses n premiers 
tormes ©, peut être rendue plus grande que tout nombre arbitraire- 
ment grand donné d'avance; étant donné l'inépalité (15), la gran- 
deur s, a la même propriété, c'est-à-dire que la série (11) va également 
diverger. 

Remarque. 1l résulto de la convorgence (ou de la diver- 
gonce) de la série (12) que la série: 


ko, + hu + kvs + si + lun + CT 


(où X est un nombre positif constant quelconque) est égalemont con- 
vergente (divergente). 

En effet, il résulte de la convergence de la série Zv, que la série 
Zkv, est aussi convergente (cf. I [IV-1-2l). Inversement, si Zv, 
diverge, la série Zkv, doit également être divergente, car si elle 


était convergente, en multipliant ses termes par Li on trouverait 
que la série Zv, converge à cause de F (IV-1-2]. De ce qui a été dit 
il résulte que: 
La sérle (11) converge si 

Un  kUns (16) 
si La série Dv, est convergente et si k est un nombre positif quelconque; 
la série (11) diverge si 

Un > KUns (17) 


et si la série Zu, est divergente. 

En comparant Ja série donnée avec La progression géométrique 
nous obtiendrons deux des principaux critères do convergence der 
séries à termes positifs. 
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IV-1-4. Critères de Cauchy et de d’Alembert. 3. Critère 
de Cauchy. Si le terme général d'une série positive (11): 
Uituatus+... Hunt... 
vérifie à partir d'un certain n l'inégalité 


Vun<g<i, (18) 


où qg ne dépend pas de n, alors la série converge. 
St, par contre, à partir d'une certaine valeur nous avons 
Vu>1 (19) 
la série (11) diverge. 

Sans nuire à la généralité de notre démonstration, nous pouvons 
admettre que les inégalités (18) et (19) sont vérifiées pour toutes 
les valeurs de nr (cf. propriété III [LV-1-2]). Si l'inégalité (18) est 
vérifiée, alors 

Un 9", 
c'est-à-dire que le terme général de la série donnée n'est pas plus 
grand que le terme correspondant d’une progression géométrique 
infinie décroissante, c’est pourquoi en tenant compte do 2 on voit 
que la série sera convergente. Dans le cas (19) nous aurons: 

UF {, 


et la série (11} dont le terme général ne tend pas vers z26ro (il est 
rs pre que l'unité) ne saurait être convergente (propriété 1V 
IV-1-2)). 

4. Critère de d'Alembert. Si le rapport du terme d'une 
série avec Le terme qui le précède a. vérifie à partir d'une certaine 
valeur de n l'inégalité 

Un 


ar LI< 4, (20) 


où q ne dépend pas de n, la série (11) converge. 
St, per contre, à partir d'une certaine valeur de n nous avons 
u 
He >1, (21) 
alors la série considérée diverge. 


Supposons comme ci-dessus que les inégalités (20) ou (21) soient 
vérifiées pour toutes les valeurs de 7, dans le cas de (20) nous avons 


Un <« Un=iQs Un=-1 < Uu-2Q: Un-2 < Un=39) 1 Ua & Us, 
d'où, en multipliant ces inégalités terme à terme et en simplifiant 
Un <U1g" 4 
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c'est-à-dire que les termes de la série sont plus petits que ceux de 
la progression géométrique décroissante 


u+ug+ug +... +ug"14... (0<g<1À), 
et en vertu de 2 la série (11) converge. Dans le cas (21): 
UK Ua LUS... SlUn LU Lo. 


c'est-à-dire que les termes de la série ne décroissent pas au fur et 
à mesure que l'on s'éloigne du début, par suite , ne tend pas vers 
zéro lorsque n —+ o et la série ne peut en aucun cas converger (cf. 
propriété IV [IV-1-2]). 

Corollaire. Si, lorsque n croît indéfiniment: 





soit Vux soit me (22) 
tend vers une limite finie r, la série 
Use tk ust+... Hunt... 


converge si r <<'1 et diverge dans le casoè on ar > 1. 

Examinons d'abord le cas où r << 1. Prenons un nombre & suffi- 
sammont potit pour que l'on ait encore 

r+e<f. 

Pour les grandes valeurs de n la grandeur Yu, ou a ne dif- 
férera de sa limite r que d'une quantité qui ne sera pas plus grande 
que e, c'est-à-dire qu'à partir d'une certaine valeur assez grande 
de n nous aurons 





r—e«ÿ UnSr+e<i (23:) 
soit 
T—E< en <r+e<i1. (232) 


Utilisant les critères do Cauchy et de d'Alembert dans le cas 
où qg=r+e<1 d'après (23,) ou (23.), nous pouvons conclure 
immédiatement que la série considérée converge. 

De façon analogue on peut démontrer la divergence do la série 
lorsque r => 1 ou si l’uno au moins des expressions (22) tend 
vers (+00), 


Exemples. 1. Considérons la série: 


LL, 2 
zæ , x? æ" az" 
— L— L = mm | ,, , — 4 
{+7 trs! Hd 123.2! : à n[° (24) 
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En utiiisant le critère de d'Alembert on irouve : 
zh ati 
UHR , RTE TT , 


L/ Zz 
TH 2 — 0 lorsque r —> ©, 
Un ñn 


c'est ponne la série converge pour toutes Les valours finies de z (à condition 
u 





qu'elles soient positives). 
2. Considérons la série 
œ 
" 
5» —. (25 
ñn 
ni! 
Dans ce cas nouy avons: 
an at ni 
Unes an enbg= mur , - on z—? x, 


et c'est pourquui d'après lo critère de d’Alembert, la série converge lorsque 
0 & z< 1 et diverge si z > 1. 
3. Considérons la série 
00 
» mMsinèna (r>0). (20) 


fes i 
En vtilisant le critèro de Cauchy, il vient: 


u=rsinèna, Y'u=ry sinnz<r, 


et c'est pourquoi la série considérée converge certainemont si r <: 4, 
Lo critère de d'Alembort no donne rion dans ce cas, car la rolation : 
un =r[ sin na ii 
Uni sin(n—1) x 
no tend vers aucunc limite ot no reste même pas ioujours soit plus petite que 
l'unité, soit plus grande ou égale à l'unité. 

En fait on peut montrer que le critère do Cauchy est plus puissant que 
colui de d'Alembort, c'est-à-dire qu’il pout être employé dans tous los cas où lo 
critère de d'Alembort est applicable, mais aussi dans certains autres cas où 
celui-ci n’est pas utilisable. Par contre, l'utilisation du critère do Cauchy ost 
plus difficile, ce que l'on voit aisémont sur les exemples d'utilisdtion qui ont 
été oxnosés ci-dessus. 

Natons de plus qu'il y a des cas où le critère de Cauchy de méme quo celui 
do d’Alembert no pouvont êtro employés. C'est on partiouller le cas lorsque nous 
avons 

n,— Un 
4 | À —> 1, 
V Un © Uni 





c'est-à-dire lorsque r = 1, Nous avons alors affaire au cas douteux ot il 
nr ns d'une autre façon le problème do la convergence ou do la divergunco 
o la série, 
Ainsi, par exemple dans le cas de La série harmonique 


4 
» n° 
n=! 
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qui comme nous l'avons vu dans [IV-1-2] est divergente, nous avons 


1, 1 
n fa <= 
Un NT 4, 7 Un = TL nn4s, 
Unt nn n 
et de cotte façon on voit que le problème de la convergenco ou de la divergence 
de la sério harmonique ne peut pas être tranché à l'aide dos critères de Cauchy 
ou do d'Alembert. 
Per ailleurs, nous montrerons dans la suito quo la série 
œ 


{1 4 ,4 4 
D mritztptact. 
n=i 


ost uno sério convergent. : 
Mais dans ce cas nous avons aussi: 
2 


Un n—1\? a = Le V + 
= (Ve (V9) 
c'est-à-diro qu'on essayant d'utiliser los critères de Cauchy ou de d'Alembert, 


nous avons égaloment un cas douteux. 


1V-1-5. Critèro intégral de convergence de Cauchy. Supposons 
que les termes de la série donnée : 


Uytuztus+... Hunt... (27) 
soient positifs et non croissants, c'est-à-dire que nous ayons 
W>u>...PlUnPlUnn>...>0. (28) 


Représentons graphiquement les termes de la série en reportant 
sur l’axe des abscisses la variable indépendante n qui pour l'instant 
ne prend que des valeurs entières et 
sur l'axe des ordonnées les valeurs 
correspondantes de u, (cf. fig. 155). I] 
est toujours possible de trouver une 
fonction continue y = f(x) qui pour 
les valeurs entières de z = nr prenve 
justement les valeurs w,; pour cela 





il suffit de faire passer une courbe con- 
3 tinue par tous les points obtenus: 
Fig. 155 ce faisant nous considérerons que la 


fonction y = f (x) n'est pas croissante. 
Avec une telle représentation graphique la somme des n pre- 
miers termes de la série considérée 


Sa = Ut utus+... + un 


«I est essontiel de noter dans los calculs précédents que si l'on pos 


27 .onaz—»>0et L In L=z In z—> 0 {11-3-10]. D'où en prenont le loga- 


NS 
cithme de l'expression V1 on voit qu'elle tenà vers l'unité 
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est la somme des surfaces des rectangles « oxtérieurs » qui comprend 
le surface limitée par la courbe y= f (x), l'axe OX et les ordonnées 
zæ=4ezxz—n+1, c'est pourquoi nous pouvons écrire 


sn > (FT 1(æ) ar. (29) 


Par ailleurs, cetie surface contient tous les rectangles « inté- 
rieurs » dont la sommo des surfaces est égale à 


Ua + Us + Us + 0e + Una = Sas — Un (30) 
et c'est pourquoi nous avons . 
n 
Sn — ui < vel { (x) dz. (81) 


Ces inégalités conduisent au critère suivant. | 
5. Critère intégral de Cauchy. La sérle (27) 


Uytuatustr.. Hunt... un = f(n), 


dont les termes sont positifs et ne croissent pas avec n, converge ou diverge, 
suivant que l'intégrale 


Î= M Î(x) dx (32) 


possède une valeur finie ou égale à l'infini. 
Rappelons ici que f(x) doit décroître lorsque x croît. 
Supposons d'abord que l'intégrale 7 possède une valeur finie, 
c'est-à-dire que la courbe y — f (x) ait une surface finie [III-2-5). 
Comme f (x) est positif, 


(rep ar< (7 rx, 


et c'est pourquoi, d'après la formule (31) : 
En L Snti Us + 7, 


c'est-à-dire que la somme s, reste bornée pour toutes les valeurs 
de nr, et la série (27), d'après le critère I [1V-1-3), convergera. 
Soit maintenant J = oc, c'est-à-dire que l'intégrale 


MCE 


lorsque » croît, peut être rendue plus grande que tout nombre W 
donné d'avance. Alors, d’après la formule (29), la somme s, peut 
aussi être rendue supérieure à AV, c'est-à-dire que la série (27) 
divergera. 

On peut démontrer de façon analogue que le reste de la série (27) 
n'est pas plus grand que l'intégrale 


(#() dr. 
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Remarque. En appliquant le critère de Cauchy à l'intégrale 
(32), on peut remplacer la borne inférieure, égale à l'unité, par un 
nombre quelconque a, plus grand que l'unité, étant donné que les inté- 
grales à la borne inférieure égale à l'unitéet à a convergent ou divergent 
simultanément [111-2-5]. 


Exemples. 1. Soit la série harmonique 


Nous avons : 
4 
fu)=— ’ 
et c'est pourquoi on peut poser quo: 
{ 
1(& en) 
ators 
TI= (°Æ =]n CI 
4 z { 


et l'intégrale divorge, étant donné que In z-» +co Jorsque x —+ oo: cette 
série, comme ne à savons déjà, est divergente. + ie 
2. Soit lu série plus générale 


> +. (83) 
n={ 


où p cost un nombre quelconque, supérieur à zéro (pour p 0, la série est évi- 
demment, divergente). Nous avons ici : 





Lan, si pt 
az J1-P" fospas 


i 4 
{tm er 1@)=—: 1=( 7 nef. 


Ai pæi, 


D'où il est clair que l'intégrale divergo si p 1, ct qu’elle converge et est égalo 
à + St p> 1. En effet, dans le dernier cas, l'expusant 1 — p < 0, xt? = 





p—i 
= a+ 0 pour x — oo, et, par conséquent : 
4 es 4 4 
———— 71? m0 — ma mme |, 
=D à 1—p  p—1 


Par conséqent, d’après le critère do Cauchy, la série (33) convergera, si 
p> 1, et divergera st p <1. 


{V-1-6. Séries alternées. En passant aux séries ayant des termes 
quelconques, nous étudicrons d'abord les séries alternées, dont les 
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termes sont allernativement positils et négatifs. 11 est préférable 
d'écrire ces séries non pas comme précédemment, mais sous la forme : 


Ui—Ug + us—U ... Un F Unis.) (34) 
où les nombres 
Us Us Ugs ces Une oc.) 


sont considérés comme positifs *. 

On peut démontrer, pour les séries alternées, la proposition 
suivante : 

Pour qu'une série alternée converge, il suffit que les valeurs abso- 
lues de ses termes décroissent et tendent vers zéro lorsque n croît. Le 
reste d'une telle série ne dépasse pas, en valeur absolue, la valeur abso- 
due du premier des termes rejelés. 

Etudions d’abord les sommes d'un nombre pair de termes d'une 
série : 


San = Ui— Uz + Ug—U +... + Upon —Uon. 
Etant donné que par hypothèse les valeurs absolues des termes 


de la série décroissent (il vaut mieux diro qu’elles ne croissent pas) 
lorsque n croît, de façon générale: 


Uk > Un+s OÙ Ugnss — Uonsz > 0, 
c'est pourquoi 
Son+2 = San + (lants — Monts) > Sans 


c'est-à-dire que la variable s, n'est pas décroissante. D'autre part, 
nous avons: 


San = Ui—(Uz— Us) — (ui — us) — ... —(Uan-2— Unes) — Uon Us 


car toutes les différences entre parenthèses ne sont pas négatives, 
c'est-à-dire que la variable s:, reste bornée pour toutes les valours 
de n. D'où il résulte que lorsque x croît indéfiniment, s, tend 
vers une limite finie [1-2-6] que nous noterons par s: 


lim Se, — 5. 


n+00 


Ensuite, nous avons: 
San+ = Son + Ugnss —> 8, lorsque nr —> 00, 


étant donné que par hypothèse w,41 —+ 0. 

Nous voyons de cette façon que, comme la somme d'un nombre 
pair, la somme d'un nombro impair de termes de la série (34) tend 
vers une seule et même limite s, c'est-à-dire que la série (34) est 
convergeonte et a pour somme s. 


. * Nous considérons que le promier tormo do la sério est positif; s'il cst 
négatif, la série s'écrit sous la formo: —u, + u3 — uyus —.… 
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I reste encorc à évaluer le reste r, de la série. Nous avons: 
PR = E Unts F Unte Æ Unis Uni SE 


Il faut prendre simultanément les signes supérieurs ou inférieurs. 
Autrement dit: 


ne LE (Unts — Unszt Unis — Uni +...) 
d'où, en raisonnant comme précédemment, nous avons : 
ral (Unes — Une) + (unis — uns) +... = 
 Unki— (Une Unes) — (uns = Unss)— uns 


ce qu'il fallait démontrer. 
11 résulte de la formule: 


Tn = + (Unis — Unse) + (Unes — Unss) + 1], 


dans les crochots de laquelle se trouvent des grandeurs qui ne sont 
pas négatives, que le signe r, est le même que celui qu’il faut prendre 
devant les crochets, c’est-à-dire qu'il coïncide avec le signe nu, +1. 
Ainsi, dans les conditions énoncées dans le théorème, le reste d'une série 
alternée a le même signe que celut du premier terme rejeté. 


Exemple. La série 
1 4 1 
1—> 3 4 .. 


est une série alternée, dont la valour nbsolue des termes décroît indéfiniment 
lorsque n — ©, ot c'est pourquoi olle converge, Nous verrons plus loin que 
sa somme est égale à 1n 2. Cependant, pour calculer effectivement In 2, 
cette série ne convient pes étant, donné que pour quo le resto soit inférieur à 
0,0001, 11 fnut prendre 10 000 de ses termes : 

4 


lrnl < nr < 0,0001 ; n > 10 000 


Ainsi cette sério, bion que convergente, converge très lentement ; pour uti- 
liser de telles séries dans la pratique il faut d'abord les transformer de façon à 
les fairo converger plus vito. 


IV-1-7. Séries absolument convergentes. Du nombre d'autres 
séries à termes quelconques nous ne considérerons ici que les séries 
absolument convergentes. 

La série 





Uiturtust...+unt... (35) 
converge, si la série, formée des valeurs absolues des termes de La série 
considérée, converge, c'est-à-dire si la série 


lésl+luel+lus]+...+iul+... (36) 


converge. 
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On appelle de telles séries séries absolument convergentes. 
Supposons donc que la série (36) converge, et que: 


Un (lun |+ Un), Wa = + (| Un |— un). 


Les deux nombres v, et w, sont certainement non négatifs, 
étant donné que, de toute évidence: 


[uns siu >0, ={} si u >0, 
PRO siu<0, "lu, si u, <O. 


D'autre part, aussi bien v, quo w, ne sont pas plus grands que 
[u, |, c'est-à-dire que le termo général de la série convergente (36), 
et c'est pourquoi, d’après le critère 2 de convergence des séries à ter- 
mes positifs [IV-1-31, les deux séries: 


L 2 œ 
y» Un » Un 
ni na f{ 
couvorgeront. 
Etant donné que nous avons: 
Un = Un — Un, 
la série 


Zm=. (En—wn)= ÿ Un À. Wa 


fm 


œ œ 
obtenue en soustrayant terme à terme la série 5} w, de la série D v, 
ne nas 


{IV-1-2), convergera également. 

Les séries convergentcs, ayant des termes positifs, représentont 
un cas particulier de séries absolument convergentes, dont les cri- 
tères de convergence sont obtenus directement à partir des critères 
de convorgence des séries à termes positifs. 

Les critères de convergence 1 à 5, déduits aux paragraphes [1V-1-3], 
ITV-4-4], (IV-1-5) pour les séries à termes positifs, s'appliquent aussi 
aux séries ayant des termes quelconques, à condition toutefois de rempla- 
cer partout u, par | u, |. À cette condition, les critères de divergence 3 
et 4 et leur corollaire restent valables [IV-1-4]. 

En particulier, il faut, dans les énoncés des critères de Cauchy 
el de d'Alembert, remplacer : 


V'un ot = par VTul ct En 


Un Un=s 














Ainsi, par exemple, si . <g<AÂ, c'est-à-dire si L “el = 
= nn — 
<q < 4, d’apris lo critère de d'Alembert [IV-1-4], la série ayant 
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des termes positifs (36) converge et, par conséquent, la série (35) est 
absolument convergente. Si [a] > 1, c'est-à-dire |[u, |[>|u,-|, 
alors, lorsque n croît, les termes u, ne décroissent pas en valeur 
absolue, c'est pourquoi ils ne peuvent pas tendre vers zéro, et la 
série (35) diverge. D'où il résulte, comme dans le corollaire de 
[1V-1-4], que si ae|-r<t, la série (35) est absolument conver- 


gente; si [a —r>1, la série (35) diverge. 

Romarque. Nolons que si les termes d'une série (35) ne 
sont pas, en valeur absolue, plus grands que certains nombres posi- 
tifs [un] < an, et que la série aj+a+...an+...formeé de ces 
nombres converge, alors la. série (36) converge a fortiori [1V-1-8], 
c'est-à-dire que la série (35) est absolument convergente. 


Exemples. 1. La série (exemple [IV-1-4]) 
œ an 
» nf 
fn=i 


æst absolument convergonte pour toutos les valeurs finies de z, aussi bien posi- 
tives que négatives, étant donné quo: 








Un n 
our Loutes los valeurs finies do z. 
2. La sério 
L.02 
an 
ra 
ne=1 
<st absolument convergento pour { x | << 1 et divorge pour [x] >> 1, car: 
Un =) +2 f —} | z|. 
Un-1 n 
3. La série 
L. 3 
>, r' sin ra 


«st absolument convergonte pour | r | << 1, étant donné que pour ello:ï 


? lunl=yimpsinnel <ÿ/rM=rl< 1. 


11 faut romarquer que touto série convergento n’est pas, ot de Join, absolu- 
ment convorgente, c'est-à-dire qu'elle reste convergente, si on remplace chaque 
4ormo de la série par sa valour absolue. Ainsi, par exemple, la série alternée 


1,1 1 
RS tn MTS 
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comme nous l'avons vu, est convorgente: si on romplace chacun do sea termes 
par sa valeur absolue, on obtiendra la série divergente harmonique ‘ 


thgtitehe 
Les séries absolument convergentes ont de remarquables pro- 
priétés, qui sont exposées au paragraphe IV-3. Ainsi, elles seules 


possèdent la propriété des sommes finies: l'indépendance de la 
valeur de la somme de l'ordre des termes la composant. 


IV-1-8. Critère général de convergence. Pour conclure le pré- 
sent paragraphe rappelons la condition nécessaire et suffisante pour 
que la série 

Uikuiatus+t... Hunt... 


converge. Cette convergence est, par hypothèse, équivalente à l'exis- 
tence d'une limite de la série 


Sfs 82: S3 > Snevon 


où s, est la somme de x premiers termes de la série. Mais pour que 
cette limite existe, il faut que soit satisfaite la condition nécessaire 
et suffisante de Cauchy [I-2-7]: 


pour un & positif quelconque donné, il existe un N tel que: 
| Sm— Sn |< 8 
pour fous m et n plus grands que N. Supposons, pour préciser, que 
m>n, et soit m = n + p, où p est un entier positif quelconque. 
En remarquant alors que: 
gn Sn = Sntp— Sn = (Us + uz+ Flann... + unip) — 
— (ui ue +... un) = nés unes +. + lnep 
on peut énoncer le critère général de convergence d'une série. 
‘Pour qu'une série infinie 
Uytuztus+... Hunt... 


converge, il faut et il suffit que pour un e positif quelconque donné 
d'avance, il existe un nombre N tel que pour tout n >> N et pour iout p 
positif, on ait l'inégalité: 


uns + Unta + +uünrpl<e, 
c'est-à-dire que la somme d'un nombre quelconque de termes successifs 


d'une série, commençant par Unu, reste en valeur absolue inférieure 
àe sn>N. 

I faut remarquer que, malgré l'importance théorique incon- 
testable de ce critère général de convergence d'une série, son utili- 
sation pratique est souvent difficile. 


21—281 
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IV-2. Formule de Taylor et applications 
IV-2-1. Formule de Taylor. Etudions le polynôme de degré n: 
1(x)=a0+ar+at +... Han"; 


donnons à x un accroissement À et calculons la valeur correspon- 
dante de la fonction f (x + k). On peut évidemment développer 
cette valeur suivant les puissances de À, en développant les diffé- 
rentes puissances de (x + A) d'après la formule du binôme de 
Newton. Les coefficients des différentes puissances de À seront des 
polynômes dépendant de z: 


f(e+h)= A4o(e) + hdi (x) + h4 (x)... + ; 
+ht An (z)+...+h"d (x), (4) 


et il reste seulement à déterminer les polynômes : 
Ao(z), A1(t), ...: An (x). 


Pour cela, nous allons changer les notations et écrire dans l’iden- 
tité (1) a, au lieu de x, et au lieu de z + h, simplement z. On a alors 


kh=2x—a, 
et à la place de (4), nous aurons: 
[{æ)= Ao(a)+(x—a) Ai(a)+(z—aÿ 4:(a) +... + 
+(z—a) Ar(a)+...+(c—a)"An(a). (2) 
Pour déterminer A, (a), supposons que dans la présente iden- 
tité on a z = «a, d'où: 
f(a)= 4o(a). 


Pour détorminer A, (a), nous allons dériver l'identité (2) 
par rapport à æ et nous supposerons ensuite que x == a: 
f'(z)=1-Ai(a)+2(r— a) Aa(a)+ ... +k(x—0)"14, (a) + 

+... +r(z—a)"1 4, (a), 
f'(a)=1-4, (a). 

En dérivant encore une fois par rapport à z et en suppo- 

sant ensuite que x = a, nous obtiendrons 4, (a): 
P'{x)= 2142 (a) + + R(k—4) (2 — 0)" 2 4n (a) + 

+... +n(n—1)(x—0)"24, (a), 
f (a) =2: 142 (a). 
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En dérivant X fois et en supposant ensuite que z=a, nous 
obtiendrons : 


FO (x)=hk(k—1)...2.14(a)+...+n(n—1)..…. 
..(n—k+1)(r—a)"#A4, (a), 
FN (a)=k!l A, (a). 
Ainsi, nous avons : 


Ao(a)=f (a), A(a)= El, 4, ça) £a 


AG), Ana) 





après quoi, la formule (2) sera de la forme: 
1(e)= 1 (e)+ (ae) + LÉ (op + 
+ + Ga + LRO (rap (3) 


Cette formule n’est vraie que dans le cas où f (x) est un poly- 
nôme dont le degré n'est pas supérieur à n, et elle donne le déve- 
loppement d’un tel polynôme suivant les puissances de la diffé- 
rence (x — a). 

Soit f (x) n'est pas un polynôme, mais une fonction quelconque 
déterminée à l'intérieur d'un certain intervalle Z et possédant des 
dérivées continues jusqu'à l'ordre (x + 1) inclus. Supposons que 
la valeur de x = a se trouve à l’intérieur de 7. Par la suite, nous 
considérerons zx comme appartenant à J. 

Nous noterons par R, (x) la différence entro f (x) et le second 
membre de la formule (3), autrement dit, nous supposerons que: 


1e) 1 (0) + LL (eo) + LC (op + + 





+ (0) + Ra(z). (4) 
En dérivant successivement cette identité, nous obtiendrons : 
d'(a)=f' (a) + OL (o—0)+ + 


+ ee) +R (2), 


f'(a)=f" (a) + (2—0)+ + (4) 
+ ES (ee) 2 + Ro (x), 
(2) 2100 (2) + RO) 
èi® 
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En faisant x = a dans (4) et dans les dernières équations, nous 
trouvons: 


Ra(a)=0, R;(e)=0,..., R£ (a) = 0. (5) 


En dérivant la dernière des égalités (4;) encore une fois, 
nous {rouverons: 


RETO (x) = FH) (2). (6) 


A partir des relations (5) et (6), nous obtiendrons sans peine 
l'expression de À, (x), étant donné que d’après la formule fonda- 
mentale du calcul intégral: 


Ra (z)—R (a) = ( Rat) dt, 
d'où, en considérant (5) et en intégrant par parties, no e”tirons : 
Ri(x)= ( Ri(t)dt=— ( Rat) d{z—t)= 
= —Ri(t)(e 1) Ê + VA) (51 à = 
— \ Ra = 
= (9 Ê+ (ER (9 EE à = 


21 
= (re) 








Ro (0) EE Pr (Fri () Et are = 


= [7 A0 (9) EE a À (tt) (e) (a —#)" dr. 


Pour préciser les transformations que nous avons effectuées, 
notons ce qui suit. La variable d'intégration étant désignée par 
la lettre ?, x sous le signe intégral doit être considérée comme une 
constante, et la différentielle de z comme nulle, c'est pourquoi 
on 4, par exemple: 


(1) _3(z—1) (z—t)3 
d ST 57 4 (æ—t) = #57 01 


et de façon générale : 


{et} _k(z—ehi (ati 


De même, l'expression 
13h x 
RPG ETLT kr) 
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g'annule, car lorsque =, le facteur (x — 1) est égal à 
zéro, et d'après (5) avec la substitution + = a, RQ (a) est nul. 

Ainsi, nous obtenons une formule très importante: 

Formule de Taylor. Toute fonction f (x) ayant à l'inté- 
rieur d'un intervalle, contenant le point x = a, des dérivées continues 
jusqu'à L'ordre (n + À) inclus, peut être, pour toutes les valeurs de z 
comprises à L'intérieur de cet intervalle, développée en série des puis- 
sances de (x — a): 


fee) t (0) +20) LA 4 (op LD. 
+" +R, (2) (7) 


où Le reste R,(x) est de la forme: 
Rae) = Va fe (6) (e— 1)" de. (8) 


Très souvent dans les applications, on rencontre une autre forme 
du reste, que l'on obtient directement à partir de l'équation (8), 
à l'aide du théorème de la moyenne [{111-2-2]. Sous le signe somme, 
dans le second membre de la formule (8), la fonction (x — t}" con- 


serve son signe, et c'est pourquoi, d’après le théorème de la moyenne, 
nous avons: 


f+L(E) Çx ft (E) (2 tyn+1 
Ra (x) = IE) Very a EEE F1. 
En substituant les bornes supérieure et inférieure, nous ob- 


tiendrons : 
… (El } sh men (z—ajntt 
n+1 la n+1 ' 





cer pour t —x, l'expression que nous avons écrite s’annule. 
En mettant cela dans la formule précédente, nous aurons: 





+1 
A G)=(r—o) LS, (9) 


où E est une valeur moyenne située entre a et x. Cette forme du 
reste s'appelle forme de Lagrange. Et la formule de Taylor avec 
le terme sous la forme de Lagrange devient : 


fe) = f (e)+(e—0) HO + (20) LD +... + 


n n+i 
+) 2 Q + (oops PE (7) 








(£ est entre a et x). 
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IV-2-2. Différentes formes de la formule de Taylor. Pour 
n = 0, nous obtenons, à partir de (7;), la formule des accroissements 
finis de Lagrange déjà démontrée (ÏI-3-7] : 


f()—f(a)=(z—a)f (#); 


la formule de Taylor est ainsi une généralisation directe de la for- 
mule des accroissements finis. 

Passons aux notations précédentes et écrivons x à la place de a, 
etz + k à la place de x; la formule de Taylor est alors sous la forme : 


f(c+h)—1f (= + EC + se + TO +R, (x), | (10) 


étant donné qu'avec les nouvelles notations, il faut remplacer 
(x — a) par k. La valour (£), située avec les notations précédentes 
entre a et x, sera située entre z et (x + h), et on peut la désigner 
‘par (z + 6h), où 0 << 8 < 1. D'après (9), le reste dans la formule 
(10) peut ainsi être écrit sous la forme: 


en +1 (z+ 07 
Ra (a) het EN (0 6 < 1). (11) 

Le premier membre de la formule (10) est l'accroissement Ay 
de la fonction y = f (x), correspondant à l'accroissement ou, ce 
qui revient au même, à la différentielle # de la variable indépendan- 
te. Nous rappelant les expressions pour les différentielles des ordres 
supérieurs ([I1-2-3], nous avons: 


dy=y dræf'(z)h, Ey=y" (az) =f"(z)h, ….…, 
Dry = YU) (5) œ= 10 (x), 


d'où 
_ dy dy d'y dn+iy 
Ayant + gent <+on' (12) 
et, dans ce cas, le symbole 
d"+iy 
(n+1)1 ix+0n 
exprime le résultat do la substitution dans l'expression Er 


de la somme x + 6h à la place do x. 

Sous cette forme, la formule de Taylor est particulièrement 
intéressante lorsque l'accroissement = de la variable indépendante 
est une grandeur infiniment petite. La formule (12) donne alors 
la possibilité d'extraire de l'accroissement de la fonction Ay les 
termes infiniment pelits des différents ordres on k. 
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Dans le cas particulier où la valeur initiale a de la variable 
indépendante est zéro, la formule de Taylor (7) prend la forme: 


f@)=t(0)+2 LO mr + OR, (2), (13) 
n+1fen+1) (&) 
Gr (4) 


el E£, situé entro zéro ci x, peut être exprimé par 8x, où 8 est un 
nombre vérifiant l'inégalité 0 << 9 << 1. La formule (13) s'appelle 
formule de Maclaurin. 


Rate) = (of) (6) (5— 1)" dt = 


XV-2-3. Séries de Taylor et de Maclaurin. Si f (x) a des dérivées 
de tout ordre pour x = & et des z proches à &, on peut écrire la for- 
mule de Taylor pour n'importe quelle valeur de n. Mettons la for- 
mule de Taylor sous la forme: 


1(&)—Sau (x) = Rs (x), 


. 


ou 
Says (x) = f (a) + (0) +. + (za 
c'ost-à-dire que S,4 (x) est la somme des (nr + Â) premiers termes 
de la série infinie: 
f(a)+(e—0) +... tro Oz. 

Si, pour une certaine valeur de + et lors de l'accroissement illi- 

mité de »: 
lim R, (x) = 0, (15) 

d'après ce qui a été dit au paragraphe [IV-1-1|, la série infinie con- 
verge pour la valeur mentionnée de x, et sa somme est égale à f (x). 


On obtient ainsi le développement de la fonction f (x) en série de 
puissances infinie de Taylor: 


f(&)=f(0)+ (ca) LOL .. + 2Q 4... (46) 


n! 





en série de puissances de (x — a). 

Par la suite nous rencontrerons toujours le cas où la condition 
(45) est remplio non pas pour certaines valours de x, mais pour 
tous les + d'un certain intervalle. 

De même la formule de Maclaurin nous donne, si la condition 
(15) est remplie, la décomposition de f (x) en série de Maciaurin 


(= (0)+z +. +00, (47) 


328 CH. IV. LES SÉRIES, APPLICATIONS AUX CALCULS APPROCHES 


L'évaluation de R,(x) a une grande importance pour le calcul 
approché des valeurs de la fonction f (x) à l’aide de sa décomposition 
en série de puissances. 


Appliquons les considérations précédentes au développement et 
au calcul approché de fonctions très simples. 

IV-2-4. Développement de e”. Nous avons avant tout 

1{)=e, f'(a)=e,...,f0 (2)=e, .., 
c'est pourquoi 
f(0)=f (0) =...=—f% (0) =1, 
et la formule de Maclaurin avec le reste (44) donne: 
mt ++ + ET x (0 <0<1 
irhartec+tirtppngre (O0<6<1). 
Nous avons vu (exemple du paragraphe [IV-4-4]) que la série 


2 
7m 


est absolument convergente pour toutes les valours finies de x, 
et c'est pourquoi, pour tout x, nous avons: 
æn+1 


mr +0 pour r —+ co, 


étant donné que cette expression est le terme général d’une suite 
convergente *. D'autre part, le facteur e°* dans l'expression du 
terme restant ne dépasse pas e* pour z >> 0 ni l'unité pour z < 0, 
et c'est pourquoi le reste tend vers zéro pour toutes les valeurs 
de x, et nous obtiendrons: 


A++ + H (18) 


qui est vrai pour toutes les valeurs de x. 
En particulier, pour z = 1, nous obtenons pour e une expres- 
sion commode pour calculer e à n'importe quel degré de précision : 


et+ +++ +. 


Ba utilisant cette formule, nous calculerons le nombre e avec six décimalos. 
Si nous prénons approximativement : 


eR tarte trs 


* Cf. également l'exemple [1-2-10]. 
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l'errour sora alors : 


1 1 4 4 4 
MFP GEDIT GED Crest + …]< 
Î 1 
i— Î nm: 
n+i 
où l'on a mis le signe (<) parce que dans lo dénominatour les facteprs (n + 2), 


de + 3), (n + 4), ... sont br ds par un nombre plus petit (n + 1) et toutes. 
es fractions ont sinsi augmenté. 


On pout ainsi trouver les limites suivantes, ontre lesquelles est compris le 
nombre e: 


4 4 1 1 
or terne te ler 


1 1 4 1 { 
2gpte-Hir<e<2tirhte tech 


nn * 
Si nous désirons obtenir une valeur approchée pour «, qui ne s'éloigno pas 
ie plus do 0,000 001 do la véritablo valeur, supposons quo n =: 10 ; nous aurons 
alors: 


Li 4 1 
St Ttarte.+i5r , 


et l'erreur n'excédera pas 1016 < 3-10-8. Dans cetto formule, on calcule les 


deux premiors termes do façon précise; les huit autres doivent être 
calculés avec sept décimales, car ainsi l'erreur sur chaque terme n'est pas. 
supérieure à 0,5 unité de la septième décimale, c'est-à-dire 0,5.10-?, et l'erreur 
tout entière n'excède pas: 

10-7.0,5-8=4.10"7, 


c'est-à-dire quatre unités de la septième décimale, et c'est pourquoi l'erro 
totale ne dns pas on valeur absolue 4,8-10°7. Nous RS si 


0 (exact) 
0 (exact) 


7 (par excès) 
7 (par excès) 
3 (par défaut) 


9 (par excès) e=s2,17182818 


4 (par défaut) 


8 (par défaut) 


8 (par excès) 





3 (par excès) 
La valeur de « avec 12 décimales est 2,718 281 828 459. 
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IV-2-5. Développement de sin + et de cos x. Nous avons [II-2-1] : 
f(&)=sinz, f'(&)=sin (z+5) pou JO (x) = sin (z4+4+) : 
d'où : 


1(0)=0, f'(0)=1, F(0)=0, F'(0)=—1,.., 
f(èm) (0) = 0, f(2m-+1) (0) = (— 1}, 


après quoi la formule (13) donne: 


ri _ À, æ (Ur ant 
SntT= TT FI Ent + 


zon+3 .(Cn+3) ñ 
+aparsin [04 ET. 


s | 

Dans le reste, le facteur rt comme nous l'avons vu ci- 
dessus, tend vers zéro pour r —+ co, mais Ja valeur absolue du sinus 
n’ost pas plus grande que l'unité et, par conséquent, le resto tend 
vers zéro pour toutes valeurs finies de x, c'est-à-dire que le déve- 
loppement * 


à 23 23 (— 19 zn+1 
DETTE Er te. (19) 


est valable pour toutes les valeurs de x. 
On peut prouver de façon analogue que le développement 


(— 1) aan 


æ3 , 
Cost Tr +... (20) 


est valable pour toutes les valeurs de z. 

Les séries (19) et (20) sont commodes pour le calcul des valeurs 
des fonctions de sin z et cos x pour des valeurs petites de l’angle x. 
Pour toutes les valeurs de z, aussi bien positives que négatives, 
ce sont des séries à termes alternés, de sorte que, si nous avions 
pris un nombre de termes tel que les suivants décroissent, l'erreur 
Von s "Rss pas en valeur absolue le premier des tormos rejetés 

Pour les grandes valeurs de z, les séries (19) et (20) convergent 
également, mais lontement, et ne sont pas commodes pour le calcul. 
Sur la fig. 156 on a représenté la disposition de la courbe réelle 
de sin x et des approximations des trois premiers ordres: 


Ed 25 , 25 
NE DEN Le 
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Plus on aura de termes dans la formule approchée, et plus 
grand sera l'intervalle où la courbe approchée sera proche de la 





Fig. 156 


courbe exacte. Remarquons que dans toutes les formules écrites, 
l'angle x est exprimé en unité d'arc, c’est-à-dire en radians {I-2-9), 


Exemple. Calculer sin 10° à 10-5 près. En premier liou, convertissons 
en radians la mesuro en degrés 


_ ?2n ñ 
arc 10=-5 10-77 = 0,47 … 


En nous arrêtant à la formule approchée: 


fe)" 


nous faisons une errour n'excédant pas 
4 ñ | 
Do" (02 < 4106 (+5 <0.2) : 


Dans le second membre de la formule précédento ces il faut calculor cha- 


que Lorme avec six décimales, parce qu'alors l'erreur globale ne sera pas 
supérieure à 





2-0,5-1078 44-1082 5:10". 


Avec cetie précision nous avons: 


a 41/xr\3 ._ 
+ = 0,174 533, + (4) —0,000 886, sin À = 0,178 647, 


dont les quatre premières décimales sont exactes. 
IV-2-6. Binôme de Newton. Nous avons ici en considérant 
z> — 1, c'est-à-dire 4 + z> 0: 
f{2)=(4+2)", f(p=m(i+z)"1, ..., 
F9 (c)=m(m—1)...(m—k+1)(1+2)"#, 
1(0)=1, F'(0)=m,...,f")(0)=m(m—1)...(m—k+1), 
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où m est un nombre réel quelcopque, de sorte que la formule (13) 
nous donne: 


(CRAN PEER PORN 


+ m (m—1) RES 2 4+R, (x), (21) 
où EME restant peut être défini d’après la formule (8), pour 
a = 0: 

Rae) == eg Ve fin) (E) (21) dt. 
En considérant que dans le cas présent : 
fe (2) =m (m1) … (mn) (1 +2, 
nous pouvons écrire : 


(x) = m9. (mm) (7 (ct) (A+) de. (22) 


En appliquent à cette intégrale le théorème de la moyenne (13) 
du paragraphe [111-2-2], et en dééignant par 6x, où 00 <1, 
la valeur de t située entre 0 et z et faisant parti du théorème de la 
moyenne que nous venons de mentionner, nous obtiendrons : 


Ra (ec) = ED CN (2 O2)" (4 + Br) F dt= 


{=D = D)... (nn) n (Se) +00). (23) 


Si À; —> 0, la série 


14 rt Des 4 Mt (mnt nt (24) 


doit être convergente [IV-1-1]. Nous avons : 





Un+t 
Un 


c'est pourquoi la série est absolument convergente pour | zx | < 1 
et diverge pour | z | >> 1 [IV-4-7]. Bien que la série (24) converge 
pour | zx | << 1, il n'est pas certain que dans ce cas sa somme soit 
égale à ({ + x)”, et il faut encore démontrer que R, (x) -> 0 pour 
|z | << 1. Le facteur 


(nm —1) PS 
dons l'expression (23) pour R, (zx) sera le terme général de la série 


convergente (24), dans laquelle m est remplacé par (m — 1), et c'est 
pourquoi [IV-1-1], il tendra vers zéro pour # —> oo. 


[= à] + 12] pour n—> 00, 
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Le facteur ee n'est pas supérieur à l'unité pour toutes 
les valeurs de ». En effet, dans le cas étudié, — 1 < x << + 4, 
c'est pourquoi on aura aussi bien pour les valeurs positives que 
pour les valeurs négatives de x: O0 << 1 — 6<< 1 + 6x, d'où 
1—0 4—0 \n 
cr <i et 0< ns —) <1. 

Le dernier facteur mx (4 + 6x)"*-1 est également borné, étant 
donné que le nombre (1 + 6x) est situé entre 1 et À + x ot que 
maæ (4 + 6x)"-1 est situé entre les limites mx et mz (4 + x)"-! 
qui ne dépendent pas de 2. 

D'après ce qui a été dit, il cat clair quo À, (x), grâce à la for- 
mule (23), est un produit de trois facteurs dont l'un tend vers zéro, 
et les deux autres restent bornés lorsque x croît indéfiniment, c'est 
pourquoi 

R;(z)—0 pour n—> 0. 

Ainsi, le développement 


A+ et oO 24 4 


+5. En a+ . (25) 
est valable pour toutes les valeurs de x vérifiant la condition 


lzl<1. 

Lorsque l'indice m est un nombre entier et positif, la série (25) 
se termine par le terme x = m et devient la formule élémentaire 
du binôme de Newton. De façon générale, le développement (25) 
donne une généralisation du binôme de Newton pour un indice 
quelconque m. 

On a quelques cas particuliers du binôme: 


p==itetetet..,tart..., (26) 
V DR a eg the (27) 


4 { 4.8 4.3.5 4:-3.5.7 
astres +iges st (28) 


Notons que la fonction (4 + x)” a des valeurs positives pour 
tout z > — 1 [I1-4-19), [1-2-20], c’est-à-dire que la somme de la 
géric (24) est positive pour — 4 <z<< + 1. En particulier, la 
série (27) donne, par exemple, dans cet intervalle la valeur posi- 
tive de V1 + z. 


Exemples. 1, Extraction de racines. La formule (25) est particullère- 
tuont pratique pour extraire des racines avec n'importe quel degré de précision. 
Soit à extraire la racine de dogré m d'un nombre onticr À. On pout toujours 
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trouver un nombre entier a tel que Ja puissance m do a soit aussi proche que l'on 
veut de À, do sorte qu'en mettant À = a+ b, où | b { << a", nous ayons: 


SR 
VA=7 am ba V'i+2. 
Etant donné quo] | < 1, on remplaçant _ par z, nous pouvons cal- 


m 
culer 1+-— suivant la formule du binôme de Newton, et la série sera d'au- 


tant plus convergente que la valeur absolue du rapportconsidéré sera plus petite. 
Calculons par exemple ÿ/1000 à 40-5 près. Nous avons: 


AO = %/ T0 TA = 4 (7) 





4 3 4 4/3\2 1 4 9/3)3 
SÉRS-mS 23) 5 10 6 (78) —]. 
je ( er sur ces termes et évaluons l'erreur, en mettant dans le formu- 
© : 
ner, n=3, sg 


Le facteur 1 à comme nous l'avons déjà vu, est compris entro 


zéro ct un. Le facteur (1+07)m-1 sera : re 
_ L 4 4 4 
(eg) "<(i-) (ir) < (5) (V5) < (5). 


étant donné quo _ 
Vi<i<i 
F<5<$ 


Finalemont à partir do la formule (23), nous obtiendrons : 


4 1 4 9 14 4 \s hide 
Bl<r5s 55-55 (1%) < 2:0,2-0,8-0,6:2,8-(0,03)4 € 5:10-7. 


11 faut faire lo calcul dos tormes rostants avec six décimales, étant donné 
que l'erreur globalo no dépassera pas alors: 
4-3:0,5-1078-+ 5.10-7= 6,5-108< 1078. 
On peut ordonner lo calcul de la façon suivante: 


X D =003 4875 X 0,2=0,004 687 


x (5) "= 0.000 549 x 0,08— 0, 000 044 


3 \2 … 
x (5) = 0,000 013 X 0,048 = 0,000 00! 





1—0,004 7 


3,981 072 
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2. Calcul approché de la longueur d’une ellipse. Au paragraphe [111-3-3}, 
on a obtenu l'expression suivante pour la longusur 2 d'une ellipse dont les doux 
demi-axes sont a et b: 


2 2 
l=4 aî sin? ? + b? cos? # dt —4a 15 V sin? ++ À cos? 4 de 


{forraule (22)}. En introduisant dans l'étude l’excentricité & de l'ellipse: 


a2—b3  b2 
CE + aie, 





nous obtonons : 


l= 4e Ve VIE cos dt, (29) 


Il est impossible de calculer exactement cette intégrale mais on peut la 
calculer avec lo dogré de précisién que l’on voudra, en mettant fa fonctiun 
à intégrer sous forme de série de puissances do e * 


1 (5 i 
1 212. ) 
VT—efcosfi=1— + 82 cos 14% ——< 84 cost 1 — 


4.2 
1 fi 1 
LT eh. 


4 93 cost 22 8 cost 11 s 
4 ge costt—e cost t ge cos t+ Ra 


où l'erreur Rs, si on l'évalue d’après la formule (23) pourn=3, vérifie 
l'inégalité : 








1,1,3,5 
2322 4,0 1—0 _\? 
Be sense (rs) * 
{ 
771 , 5 escosst 
1 — 083 cos? 1)? 3 : 
Gi YO <gja—s 


étant donné que: 
1—0 3 
0< (=) 4 
et 
1 ! 
—1 — 
({—0et cos #7? <(i—ecostt) *. 


* Ce développement est évidemment possible, puisquo pour l'ollipso 
8 < 1, c'est pourquoi le torme —et cos? # qui jouo ici le rôle de x dans la for- 
mule du hinôme do Newton, est inférieur à l'unité en valeur absoluo. 
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En portant cette expression dans (29) pour 4, en intégrant et en se rappelant 
ta formule (27) de LE 2-7], nous rh den hé 


ay? Â " 2 4 a/2 
24e [7 d—Zre f cost ag et (° cost 4 dt — 
1 ,Cw2 n/2 1 3 5 
AY cost at+(° Rs dt] =2na [-$e-ge- bete] , 6) 
où, d’après la formule (10;) {I11-2-2] et d'après l'inégalité (90), 


2 F2 5 es 2 ça 
Loi=| ES nal<ÿ Ÿ coss ? dt us 





Viet 
17% __e < 0,05ef 
A Via Vis 


La formule (1) est commodo pour calculor la longueur de l’ellipse surtout 

pour les petites valours de l’excentricité. En so basont sur cetto formule, on 
qut trouver uno construction géométrique simple de la longucur approché de 
‘cllipse où on a soulement des circonféronces 


ous désignerons par Z, et À respectivement les moyennes arithmétique 
et géométrique des demi-axes de l'ellipse : 


u=<., Læ= Vab 


et nous comparerons la longuour ! de l'ellipse avec les longuours 2x4, 2h 


des deux cercles de rayons 4 ot 42. 
En remarquant quo: 


bma Vie, 4 VIE), Va=aÿ Te, 


et en développant en séries au moyen do la formule du binôme de Newton, nous 
obtiendrons sans peive les oxpressions suivantes: 


2niy = na [7-5 stp] ; (32) 
2rbL= 214 [1-+0-$ #7 “+p. | , (33) 


où les erreurs p, ot p2 évaluées d’après la formule (23) vérifient les inégalités: 
es 


5 et T1 
lg" ll 


D'où il est clair quo pour uno oxcentricité petito, lorsqu'on peut négliger les 
degrés élevés de e devant &?, on peut prendre pour la longueur de l'ellipse, la 
longueur de n'importe laquelle des deux circonférences dont les rayons sont égaux 
auz moyennes arithmétique ou gen triene des deux demi-axes, Si on désire une 
plus grande précision, on établira l'expression : 


œ-2nh+fe2n, (34) 
en choisissant les facteurs & et A de LE qu'un plus grand nombre do termes 


coïncident dans los expressions (81) et {34). Etant donné que les deux premiers 


termes do chacune des expressions (31), (32), (33) coïncident, on doit avoir 
avant tout: 


a+pB==1. 
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En égalant les coofficients de ef dons les exprussions (31) et (34), nous 
obtonons : 


a ,3 3 

En résolvant les doux équations obtenues par rapport à & ot B, nous aurons : 

a=s = TZ . 

En portant ces valeurs dans (34), nous avons: 

8 1 
a-2nl;+B-2nb= 27 (5 h—z le) = 
lus 5 es 1 

= 2ra (1 3° &° 5e +3 Pi pa): (35) 


c'est-à-dire quo Îles termes coïncidont non sauloment uvec 8, mais aussi avec 
es, ot la diflérence entre (31) et (35) n'apparaît qu'avec les tormes on ef, En 


qnEan les évaluations trouvées ci-dossus pour p, Ps, pa, ot on tenant compto 
do co que: 


4 1 1 475 ,5 3, 77 À 
7 * panne me ta gi gs CO: 
8 
nous pouvons finalement dire: avec une erreur ne dépassant pas PSE , on peut 
prendre pour longueur de l'ellipse de demi-axes a et b et d'excentricité 8 la cir- 
conférence de rayon r tel que: 


de 15 nr 16 


1V-2-7. Développement de In (1 + x}*. On peut obtenir ce 
développement à partir de la Lhéorie générale, mais nous utiliso- 
rons un autre moyen qui est très commodo dans de nombreux cas. 

Nous exprimerons 1n (1 + x) sous forme d'une intégrale définie. 
Nous avons, do toute évidence, pour x > — 1: 


in (4 +t)f = in (442) — In À = In (1 +2), 


c'est-à-dire que : 


x d 
M+a= (ES. 
Mais on a l'identité: 
4 = = À pen 
pitt... + (pin UE, 


* Lu fonction 1n x ne pout être développéo en série de puissances de +, 


car pour x = 0, ollu et ses dérivévs présentent uno discontinuité ot tendent 
vers l'infini. 


22-281 
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que l'on obtient directement en divisant l'unité par 1+t et en 
s'arrêtant lorsque le reste est (—1)"{", De sorte que: 








In += (= Qanetaut... + (ie mat 
Am 21 4-1 
+ ET Jét=s-5+5- +. + OUT E 4, (2), 
où 
Ra(a)=(—1) (EE. (36) 
La série 
3 = = 
ge. IE +. 


pour laquelle 
un. = 


ER Izl—>|z| pour n—>00, 








est certninomont divergento pour [x [>> 1 {corollaire de [IV-1-4)) 
et c'est pourquoi il faut étudier seulement le cas: |xz | << 1, x = + 1. 
Le cas de x = — 4 doit être également Faits car, pour z = — 4, 
la fonction in (1 + x) tend vers l'infini 

Ainsi, il no reste que les cas où: À) | z | << 1, et 2) x = 1. Dans 
le cas 1), en appliquant à l'expression (36) pour 2, (x) lo thénrème 
de la moyenne {III-2-21, et en considérant quo {" ne change pas 
do signe lorsque £ varie de 0 à z, nous avons: 


_(—1 —Amantl 
Ra(z)= 6 Vo Pts 


d'où, étant donné la condition |z|<<4, on obtient: 





(0<8<1), (37) 


RO< ET: 

Le facteur TE dans le second membre de l'inégalité précé- 
dente reste horué pour toutes les valeurs de n, car il est compris 
entre les limites 1 et = ,. qui ne dépendent pas de n, et c’est pour- 
quoi pour les valeurs étudiées de z 

Rh(x)—> 0 pour n—> 00. 


Nous obtiendrons le même résultat dans le cas 2), lorsque z = 1. 
La même formule (37) pour x = 1 A 


LRO er er 
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c'est-à-dire que de nouveau: 
Rh(1)—0 pour nr —> 00. 


Ainsi, le développement : 
23 s fi 
In ({+c)=z— tte + +... (38) 
a lieu pour toutes les valeurs de x qui satisfont aux inégalités: 
—1<r< +1. (39) 
En particulier pour æ= 1, nous avons l'égalité : 
4 1 (—1}-1 
Mit... + — + ..., 


nm 


que nous avons déjà citée (1V-1-61. La formule (38) ne convient 
pas directement pour calculer les logarithmes, car on supposo que z 
vérifie les inégalités (39) et, de plus, la séric dans le second membre 
ne converge pas assez vite. On peut la mettre sous une forme 
plus commode pour le calcul. Pour cela, mottons dans l'égalité : 


| a 3 
n+a)ez—-R +... 
(— zx) à la place de x, ce qui donne: 
2 CS 
Mfi—z)e 2... (]zl<1), 
et nous soustrayons membre à membre. Nous obtiendrons : 
K] 
InFtee (et ++...) (Galet). 
En supposant quo: 





Â+z _ £ __a+s =! 
Â—z =1 Fer à 7 2a+z° (40) 
nous avons 
a+s z 4 28 4 25 
In a =2 (++ (2a+ 29 CT {2a +2) He. 


ou 
3 
In @+a=ine+2[ ++... ]. (41) 
Cette formule convient pour toutes les valeurs positives de a 


et de 3, car = 25 est alors compris entre zéro et un. Elle convient 
z 


d'autant plus au calcul que la fraction Ds St plus petite, ou 
que (ce qui revient au même) z est plus petit par rapport à «a. 
22° 
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La formule (41) vst très utile pour oulculer les logatithmes. Dion qu'en réali- 
t@ Ia table des logarithmes n'aitpas ôté caleuléo à l'aido de sérios qui, à l'époquo 
de Neper ot de Briggs, n'étaient pes encoro connues, le formule (4U, copondant, 
pont être utiliséo pour la vérification et lo calcul rapide de la tablo do logarith- 
mes, Supposons quo dans (41), 5 == 1, ot prenons succossivemont : a == 15, 24, 
80; nous obtiondrons : 


À SpA 1 . 
In 16 — in 15=2 [tsar +. ]=2e, 


In 25— In 242 [+5 +. ]=20. 


1 


1 U 
in B—In80=2 [+ mt ]-2n 


où los séries ?, Q, R convergent très vite. Ces égalités nous donnent les équattons : 
4in2—In3—In5=2P, 
—3n2—1ln3 -21n 5—20, 
—41n24-4in3—)n5=2À 


pour définir les valours do In 2, In 3, ln 5. En résolvant ces équations, nous 
tronverons sans peine: 


In2=14P+10G EL 62, 
In3—22P +10Q+ 10, 
In 5=32P + 240-448. 


Les logarithmos ainsi obtenus scront les pds naturels; grâco à eux, 
nous trouvorons le modulo 4 des logarithmes de base 10: 


1 
M= 7107 "0434294 4819 ..., 


ce que sachant noux pouvons passor des logarithmes naturels aux logarithmes 
décimaux suivant la formulo: 


lgsoz = M In x. 


De façon analogue, utilisant les dévoloppements en facteurs: 


fn 2400 -=100.23.3, a+ 2401—71, 

az 9800 = 100-2.75, a 2 9801—31.112, 
a = 123 200 = 190.21.7.14, a +2=123 201 =39.18, 
a= 26%#)—100.2.43, atz= 2001=32.173, 
az 28899=32.132.19, a j-c= 28 900 = 100.172, 


nous calculcrons : 
In7, Inff, In13, 


Lotsquo nous aurons déterminé les logarithmes de nombres simples, nous 
déterminerons sans l'aido des séries, mais soulemont à L’aido d’additions ct do 
faultiplicatioos de facteurs entiors, les logarithmes des nombres composés que 

on peut Loujurs dévolopper on factours simples. 
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1V-2-8. Développement de arc tg æ. Nous procéderons ici commo 
pour le développement de 1n (1 + x). Nous avons: 
dt 


darcigi= : 





Nous obtenons on intégrant : 


o {+42 


où arc tgz, comme dans l'exemple du paragraphe {[131-2-5}, a une 
irès grande importance. Nous avons donc : 


arc gerer = N [1—-n+e— 


...+(—17t en 4 CE] Fr 


(arc tgt f= arctgz—arctg0=—arctigzx, 


3 5 —Ajn-1 pan 
Et (9, 
où 
sn 
Ra(a)=(— 1) (ES. (42) 
La sério 
x 26 , (—1ÿizaa-t 
T7 TT QT +... 


pour laquelle la relation 
an —3 
Uni 2n—1 
diverge certainement pour x? >> 1; c'est pourquoi il suffit quo 
nous nous Jlimitions au cas 2? <& 1, c'est-à-dire : 

—1<2< +1. (43) 


« 


En considérant d'abord 0 < x & 1, nous obtiendrons à partir 
de la formulc (42), d'après VIL [111-2-2): 


LU 
= = 











x? —> x? pour r —> co 


x {2n . 2n+i { 
car il cst évident quo 
Len 
Ta <. 


Si x < 0, en introduisant à la place de { une nouvelle variable, 
{= — *%, nous obliendrons 
x +2 


Ra (x) = (— 1)" 0 Tru. 
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Ici, la borne supérieure (—zx) est positive, c'est pourquoi l’éva- 
luation donnée plus haut pour | À, (x) | est encore valable, c'est-à- 
dire que le développement : 


3 $ — Apt 201 
arciga=z— ++, + +. (44) 
est justifié pour toutes les valeurs de x qui ne dépassent pas l'unité 
en valeur absolue. 
En particulier, pour + = 1, nous obtenons: 
arc tg CRETE SE .… 


Cette suite, on raison de sa lente convergence, ne convient pas pourcalculer 


a. La suite (44) converge d'autant plus vite que x est petit. Supposons, par 
exomple, que 


{ { 
+ et marc te. 
Nous avons : 





+ 
5 
RE Ti À 
7 
5 
GT 120 
EP 0 
1x 


Etant donné que tg4 diffère peu de l'unité, l'angle 4p diffère pou de 
+. Introduisons cette petite différence 


p=ip—, T=ap—+. 
De là, nous concluons quo 


LS 
tg4p—tg — 
1+tg4p:tg 7 
120 _, 
119 1 
120 239 ° 
+55 


ce gui donne : 
za Lu 1 
7 3 =4p—1p=4 aro tg sac 
4 


Le] Ch] 
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Les deux suites entre crochots sont à termes alternés{IV-1-6], c'est pourquoi, 
en nous limitant dans chacune d'elles aux, tormes écrits, nous fcrons une 
erreur qui ne dépassera pas: 


4 1 à 
Bar tps < 03:10 


Si nous voulons obtenir n avec une précision de L'ordre de 10-5, nous calcu- 
lerons les termes avoo sept décimales, car alors l'erreur dans la définition de 


+ ne dépassora pas: 
4.4.0,5-1077+0,5-107740,5-10"8 << 2-1079, 


mais l'erreur sur x no dépassera pas 8-10"$. 
Nous forons le calcul suivant le schéma suivant: 


x = 0,200 0000 ges — 0,002 668 7 


1 4 
5:38 = 0.000 064 0 7-87 = 0,000 001 8 


0,200 084 0 —0,002 668 5 0,107 805 5 





n = 3,141 5916 


La valeur du nombre x avec huit décimales est 3,141 594 65. On peut obta- 
nir pour | z | 1 le développomont : 


à æ 4 23 4.3 2 4-3:5 ... (2n—4) 227r1 
arc Sin Sem tee + A6... àn Brit. (45) 


IV-2-9. Formules approchées. La série de Maclaurin, lorsqu'elle 
converge, permet de calculer de façon approchée la fonction f (x), 
en la romplaçant par un nombre fini de termes du développement : 


xl" (0) , zf (0) 
O4 + + 


Plus x est petit, moins il faut prondre de termes dans ce déve- 
loppement pour le calcul de f (x) avec une précision voulue. Si x 
est très petit, on peut se limiter aux deux promiers termes en rojo- 
tant tous les autres. Ainsi on obtient ue formule approchée très simple 


pour f (x), qui, pour les valeurs petites de x, peut souvent remplacer 
une expression exacte très complexe de j (x). 
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Donnons les formules approchées pour les fonctions les plus 
importantes : 


1 z z® 
& 1—— ; cos z & 1 ——— , 





H Arz 
(+z:) &ltnz, tigre, 
&itzlna, In({+zr)&z. 
. En utilisant ces formules pour les valeurs de x voisines de zéro 


(positives et négatives) on peut simplificr considérablement des 
expressions complexes. 


Exomples. 











+ 1422) 
(UE) espere). 
3 
mA1+Tr+i T z=1 kz. 
T—z 


_ 4 1 1 { 
1+Fz 2 In {{ 7 In (1 +z) MAÉ ART ls —Z. 

3. Déterminer l'accroissement du volume d'un Sr que l'on chauffe {dile- 
lation en volume), lorsqu'on connaît lo coefficient do dilatation linéaire «. 
Si une des mosuros linéaires du corps est ?, pour 0”, lorsqu'on chauffe jusqu'à 4, 
olle sera 
= lp (A+ at). 


a, cuofficiont de dilutation, est pour la plupurt des corps une grandeur très 
pus {< 105). Etant donné gue les volumes se comportent commo des cubes 


es dimensivns linéaires, nous pouvons écrire : 


Je vau(i+ai) vo (1 = 3at), 


c'est-à-diro quo le nombre 3x nous doano lo coefficient de dilatation en volume, 
Pour lu donsité p, qui est inversument proportionnolle au volumo, nous trouve- 
rons uno relation unnloguo: 


Re 000 (+073 po (30). 


T'outcs ces formules approchées conviennent, naturellement, pour des va. 
leurs do + suffisamment petites, et comme dans le cas contraire elles devionnent 
imprécises, il faut prendre les tormes suivants du développement. 
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IV-2-10. Maxima, minima ct points d'inflexion. La for- 
mule de Taylor permet de compléter la règle au moyen de laquelle 
on trouve le maximum et le minimum d'une fonction, règle donnée 
au paragraphe [I1-3-2]. Dans la suite, nous considérerons que f (x) 
a des dérivées continues jusqu'à l'ordre x au point x = x et au 
voisinoge de ce point. 

St pour x = x, les (n — 1) premières dérivées de la fonction f (x) 
s'annulent : 


f'(t)=/f"(c)=... = 19 (x) =0, 


où la dérivée nième de f{r) (x,) est différente de zéro, la valeur x, cor- 
respond au sommet de la courbe, si n, c'est-à-dire si l'ordre de la pre- 
mière dérivée ne s'annulant pas, est un nombre pair: 


st f(x) 0, on à un marimum, 
si f(x) > 0, on a un minimum; 


et si n est un nombre impair, la valeur x, correspond non pas à nn 
sommet, mais à un point d'inflexion. 
Pour cette démonstration, il faut étudier les différences : 


f(zot+h)—f(to) et f(zo—h)—f(ro); 


où k est un nombre posilif suffisamment petit. D'après Ia défini- 
tion du maximum et du minimum [[1-3-2], il y aura un maximum 
au point x, si ces deux différences sont inférieures à zéro, ct il 
y aura un minimum si elles sont loutes doux supérieures à zéro. 
Si ces deux différences sont de signe différent pour des À nositifs 
aussi pelits que l'on veut, il n'y aura pas pour x, ni de maximun ni 
de minimum. On peut calculer ces différences par la formule de 
Taylor, si on mot +, au licu de a et +h au lieu de À *: 


hv= 


1 Co h) = j (co) + 4 do) + 2e + PT (0) + 
+ I (ro + 8h), 
— {pat pn-1 


oh) = f (ro) — 47 d'A) + + OR 50 (x) + 





je 1 40 (2 bih) (0<0<1 et 0<0, <1). 
Par hypothèse : 
f'o)= fe) = = 100 (20) = 0, 1? (50) 56 0 à 


# Nous prenons le reste du type de Lagrange; le nombro 6 so tronvant 
entre zéro ot unité n'est pas lo même pour (+4) ot (—A), c'ust pourquoi nous 
avons écrit 6, dans la seconde formule. 
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c'ost-à-diro : 


1 (o+h)—1 (50) = À 1 (xo + 8h), 


f (ro h)— (20) = CRE JA (0 — 01h). 


Comme nous avons supposé que (x) est continue, pour k 
positif suffisamment petit les facteurs 


FO (zo+0h) et ff (zo—0:k) 


sont de même signe; leur signo est notamment celui du nombre 
f" (0) qui est différent de zéro. 


Nous avons vu que le point x, ne peut être sommet que lorsque 
los deux différences f (xo + hk) — f (x) sont de même signe, et 
d’après ce que nous venons de dire, cela ne peut se produire que si nr 
est pair, car alors les deux expressions f (ro + k) — f (xo) seront 
de même signe ; dans le cas contraire, où » ost impair, les facteurs 2" 
ot (—1)"}" soront de signes différents, ot les différences que nous 
étudions seront également de signes différents. 

Supposons maintenant que n est pair; le signe commun des 
différences f (2x0 + h) — f (x) est le même que le signe de f” (xo). 
Si f°/{xo) < 0, alors f (xo + h) — f (ro) << 0, et nous avons un 
maximum; et si f4ro) >0, f(xo + h) — f(x) > 0, et nous 
avons un minimum. 

Si x est un nombre impair, dans tous les cas x > 3; pour la 
dérivée seconde f” (x) nous obtenons à partir de la formule de Taylor 
l'expression : 

a hn"3 

L'Ceo+ 4) = 75e (co + 04h), 

—1)7-3pn-3 

f (zo—}) = Er f" (To—8:h), 
d'où, en raisonnant comme précédemment, on voit qu'étant donné 
que (n — 2) est impair, la fonction f” (x), en s’anaulant pour 
x == x, Change de signe, c'est-à-dire que la valeur x, correspond 
à un point d'inflexion [11-5-2], ce qu'il fallait démontrer. 


IV-2-11. Caloul des expressions indéterminées. Soit le rapport 
de fonctions: 


p{x) 
Ÿ(x) ? 
qui s’annuJent toutes les deux pour z=a. Pour lever l'indétermina- 
tion do l'expression 
p () 
Ÿ (a) lu 
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pour œ(a) — % (a) = 0, nous développons lo numératour et le 
dénominateur en série de Taylor: 


Qe)= (ea) q' (a)+ EYE +... + ET + 


de {z—a)+1 n+l (£,) 
(n+1) , 
ay" _ 
plx)=(c— a) ÿ'(a)+ ÉTÉ +... EC © + 


(2— a)" tt pta+l) (£1) 

+ ET] + 

ct, après avoir divisé le numératour ot le dénominateur par une 
certaine puissanco de (x — a), on fait x = a. 

Exemples. 
4x9 4624 
... 1—cos2z ; 1 (1-4 +.) 
tie A Peu US Ms V4 
x-0 x=0 (i+ue+ + Sat.) 48e 


j 2h. 
= lim — =. 
ia THFE+.. L 





La même méthode peut êtro utilo pour lover dos indéterminntions 
d'autres types. Examinons un exemple. 


2, lim(ÿ'zi—5x34+1—2). 
x=0 
Nous avons ici une indétormination de type (oo — co). Nous avons: 
37° 8x ner 
Pari sx [ Vi t1] = 
> 4117 
more 


Pour dos + suflisammont grands on valour absolue, la différouco 25 


tend vors zéro, ot nous pouvons appliquer la forraule du binôme do Nowton (25), 
pour m=-, en remplaçant z par— (£-5 : 


DE ee a et re 
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Eu reportant cette valeur dans l'expression entre accolades et en retranchant 
un, nous obtiendrons: 


1/5 4 3(5-1) 5 4112 
VAE Fi-amsf (21) +218 2 (2-5) +... [= 


z 21 x 


5 { 
m———1î—|—..., 
( 3 53) ‘ 
où tous les Lerines qui n'ont pus été écrits conticnnunt uniquement des puis- 


sances négatives de z, c'est-à-dire qu'à la limite pour z — co, elles sont nulles, 
ct par suite: 
5 


Lim (F2 Bat 12) = +. 
roc 
La possibilité de passer à la limite dans les sérics infinies, que nous avons 
utilisécs dans ce paragraphe, puut facilement ôtre justifiée, ot nous n'insistorons 
pas là-dessus, 
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1V-3-1. Propriétés des séries absolument convergentcs. La notinn de sério 
ubsolument convorgente a été exposée au paragraphe [ÏV-1-7]. Maintenant nous 
alluns nous arrêter à des propriétés plus importantes. 

La somme d'une série absolument convergente ne dépend pas de l'ordre de ses 
termes. 

Démuntrons cutte affirmation d’abord pour les séries à tormes non négatifs 
qui, comme nous le savons [IV-1-3]. peuvent ou être convergentes (dunc, on 
particulier, absolument convergentes) ou bien divergentes, 

Ainsi, suit une série convorgente à termes positifs (non négatifs) : 


Us Luztug—... Fun tr... (1) 
Soit s, la sommo de ses n premiers termes, ct s sa sommo. Nous avons évi- 
demmeut : 
in < $. 

En plaçant les termes de la série (4) de la manière qu'on voudra, on ob- 
üendra une autre distribution des termes à laquelle correspondra la série 

vi too bus... Lun... (2) 

composco des mêmes termes qe (1), mais duns un autre ordro, do sorte que cha- 

que termo de la sériv (1) possède un numéro déterminé dans la série {2} ot réci- 

roquoment. Soit 6, la somme do n premiers termes de la sério (2). Pour toute va- 


our do n, on peul trouver un nombre m aussi grand quo possible tel que tuus 
Jes termes entrant dons la somme 0, entrent daus 5, o'est pourquoi 


On & im 
On a ainsi démontré l’exislence du nombre constant s, ne dépendant pas 
de n, tel que pour toutes les valeurs da n, nous avons: 
On 8 


d'où ([IV-1-5j lu convergence do la sério (2). Suit o sa sornme, [1 est évi- 
dent que: 
clim On € LA 
no 
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En transposunt dans les caisonnumonts précédents les séries (1) ot (2) nous 
démontrorons de la même façon que: 


s&0, 
et des Inégalités o<&s, so, il résulte que : 
86. 


Voyons maintenant dos séries ayant des termos quolconques. létant donné 
que par hypothèse la série (1) est ahsolumont convergonte, ln sério à termes 
positifs 


lusl+lusl+...+funlt..=) Junl «3) 
n=i 


converge ct, d'après ce qui a é£ démontré, sa somme s’ ne dépond pas de l'arire 
des termes. D'autro part, les deux séries 


1 a À 
ÿ 7 (un lun), » Z (lun |—un) 
fai net 


(of. (VAT ont égalomont des termes positifs ot convorgent également, car lc 
torme général de chacuno d'elles no dépasse pas | , !, c'est-à-diro le tormo géné- 
ral de la série convergonto (3). 

D'après ce qui a êté démontré, chacune d'elles no dépend pas de l'ordre des 
tormes; leur différenco qui cuincide avec la sommo do la sério (1), ne déponira 
pas non plus do l'ordre des termes, ot c'ost ce qu'il fallait démontrer. 

Gorollaire. Dans une série absolument convergente, on peut grou- 
per les membres de n'importe quelle manière, et les ranger ensuite par grou- 
pes, car si un tel groupement change l'ordre des mombres, la somme do ln 
série n'est pas modifiée. 

Remarque. Si l'on extrait d'une série absolument convorgente uno 
suite quolconquo do termes, la série vbtenuo par ce moyen sera aussi absolumont 
convergento, étant donné qu'on extrait unc suite do termes do la sério (3) qui a dos 
turmos positifs, co qui no change pas, do toute évidence, la convergenco do cettu 
série. En particulier, les séries cumposéos séparémont du termes positifs ot néga- 
tifs d'uno sério convergente seront convorgontes. Nous notorons par s’ la sommo 
do la sério composée des tormes positifs, et par (—s") la somme do la série compo- 
s60 des turmes négatifs. Lorsque # croît indéfinimont, la somme s, des n promiurs 
termes do toute la série contiendra autant de termes que possiblo des doux séries, 
et nous vobtiondrons évidommont à la limite: 


s=lims=s —s", 
1] n'est pas difficile de démontrer que lorsqu'unv sério n'est pas absolumont 
convergento, les sérios composées do ses tormes positifs ot négatifs sont divor- 
es ns par exemple, pour la sério qui n'est pas absolument convergente 
4 , 1 
gt r+ … 
les séries i 
4 ;: 1 
1+ STE kz+ sé. 
et 
4 1 1 


het ere 
a 


TZ 4 #8 
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divergent. La somme des n premiers membres de la première sério tend vers 
(+) ot cello de la seconde sério vers (— oo) pour n croissant indéfiniment. 
En utilisant le ponte déjà indiquéo,Riemann a démontré qu’en changeant d’une 
façon requise l'ordro des termes d’une série non absolument convergonte, on 
pout rondro sa sommo égalo à n'importe quel nombre. Ainsi, la notion de série 
absolument co nto est équivalente à la notion de série dont la sommo ne 
dépend pas de l'ordre des termes. 

Remarquons encore que si, dans une sério convergente quelconque (qui 
n’est pas obligatoirement absolument convergento), nous changeons de place 
un nombre fini do termes, les sommes des n premiers termes =, restoront les 
mêmes pour toutes les valeurs de n suffisamment grandes, c'est-à-dire que la 
convergence do la série ost conservée, ot la somme de la série rostera ce qu'elle 
élait avant. Le raisonnemont ot les résultats précédents demeurent aussi dans lo 
eus où on déplace un nombre infini de termes. 


IV-3-2. Produits de séries absnlument convergentes. Pour multiplier deux 
séries infinies absolument convergentes, on peut appliquer la règle de multipit- 
cation des sommes finies: le produit est égal à la somme de la série que nous obte- 
nons, si chaque terme d'une série est multiplié par chaque terme de la seconde, 
et que l'on additionne les produits obtenus. L'ordre des membres est indifférent, 
car la série ainsi obtenue sera également absolument convergente. 

Soient lus sérios absolument convergontes : ° 


a «) 
O=mvitut... Hunt... 

Etudions d'abord le cas particulior où elles ont toutes doux des termes 
positifs, et lorsque la multiplication s'effcctuo dans l'ordre suivant: 
UV + UD Uovs + Uyus uote ugus +... + 

+ Min + Mount Hunts... (5) 

Démontrons avant tout que la série (5), dont tous les termes sont également 
positifs, convorge, ot ensuito que sa somme $ ost égale à so. 

Nous désignerons par $, la somme do # premiors termes do la sério (5). On 


pout toujours choisir un nombre m aussi grand quo l'on veut pour quo tous les 
tormos, ‘ontrant dans S , ontrent aussi dans le produit des sommes: 


Sn =Utugt Hum Om = vit Va th ce Um 
c'est-à-dire pour que l'on sit 5, < 5,0, c'est-à-dire: 
Sn < 59, (6) 


Car 5m St 0 o, d'où la convergoncs de la série (5) {IV-1-37, 
Soit S rene do le sério (5), nous avons, à partir de l'inégalité (6): 


S= lim Sn « sd. 
Pico 
Etudions à présent le produit s,0,. Pour r donné, on peut évidemment trou- 


vor un nombre m aussi grand quo l'on veut pour que tous los termes onlrant 
dans es sommes s, ot ©, figurent dans la sommo $,, ; nous obtiondrons alors: 


3n0n SSm ES), 
c'est pourquoi, à la limite, pour z —> co 
On I KS. (n 


Cette inégalité, en teuant compte de (0), donne S = 50, ce qu'il fallait 
démontrer. 
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Soiont maintenant des séries (4) absolument convergentes, mais ayant des 
termos quelconques. Les series à termes positifs convergent donc: 
7 luil+lulte+untte.. 
aEtlottes+lonlte.s 
c'est pourquoi, d'après co qui vient d'êtro démontré, la sério 


lusllosl+luatles + tulle +luathvalt + 
a TR aillont tee +lnllanltee 
converge également. 


On voit que la sério (5), composée d'après la règlo précédents, sera absuln- 
ment convergente dans ce cas. Soit maintenant : 


Of Age oo En co 3 Mir AG vos Bmuores 
Dis Vis ones nn cos Dir Dir co, drive se 


respectivement les termes positifs des sérics (4) ot los valours absolnes des termes 
négatifs. Nous savons (remarque de [IV-8-1]), que les séries composées par ces 
termes convergent; supposons que: 

œ © 


co œ 
sm au0'=)) b, =} am) be. (8) 
fu { ni Tmi fem 
Commo on le sait ([IV-3-1]), nous avons: 
Sms'—s", 0m=0'—0". 
On a démontré qu'on peut multiplier entro elles, tormo à terme, Îos séries 
{8} ayant des termes positifs; la samme des produits des séries 
s'0’, s"0", —s'6", —5"g 
contient justement les tormcs qui figurèront dans la sério (5), et souloment oux, 
c'est pourquoi nous avons: 
Semso+s"o"—s'0"—5"g'=(s ns") (0 —0")= 10, 
co qu'il fallait démontrer. 
Exemple. La série 
4 
DS EN En RE PE pre 
cst absolument convergente pour | g | 1, c'est pourquoi: 


er mie RAS +on-i+...) A+tghootq it... )es 
=t+2g +3. +ngn it... 


1V-3-3. Critère de Kummer. Les critères de Cauchy et de d'Alembert do 
convergonce ot de divergence des séries [IV-1-4) sont, malgré lour importance 
pratique, des critères très particuliers, et on ne peut pas les appliquer dans de 
nombreux cas relativement simples. Le critère énoncé ci-dessous a un intérôt 
beaucoup plus général. 

Critère do Kummor. Une série à lermes positifs 


Uituato.stuntes. (8) 


converge s'il existe une sulte de nombres positifs &i, Qap « +: Œns + » «à tels que, à 
partir d'une certaine valeur de n, on ait toujours 


ln ons > a > 0, (to) 
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où @ ext un certain nombre poxitif ne dépendant pas de n; le série (9) diverge, 
si pour les mêmes valeurs de r on a: 


an = —Gny1 € 0, (11) 
Un+1 


œ 
et, eu outre, la suite >> — diverge. 
n 


næl 
Sans limiter la généralité de l'oxposé, nous pouvons considérer quo les condi- 
tions du théorème Sont satisfaites, déjà à partir do n = 1. Supposons d'abord 
quo soit vérifiée la condition (10). Nous en conciurons, en supposant que n = 


=, 2, 4, ... 
jui —Ou2 > Aug, CoUp— Gala D us, ++, Œn-ini— Gnün > ŒUni 


d'où, on additionnant torme à tonne ot on réduisant les termos semblables, nous 
Lr'ouveruns : 
ua... + un) Kat — Qnün < ie 


Nous voyons par Ià que lu sério (9) qui a des termes positifs dont la somuto 
des n premiers termes, à l'exception de #,, resto inférieure au nombre constant 


4 , qui no dépond pas do n, convorge [IV-1-3]. 
Supposons maintenant que la condition (11) est vérifiée. Elle nous donnc: 


1 
Un+1 Gn+s 
Un > { 
an 


c'est-à-dire que lo rapport at n'est pas infériour au rapport corcespundunt des 
n 
termes de la série divorgento: 


| La divergence de la série (9) résultera du Jemmo des séries à termes posi- 
tifs: 
Gomplément au critère do d'Alembort. Si à partir 


d'une certaine valeur de n, le rapport “ ne dépasse pas le rapport correspon- 
n 





v 5 ; 
dant de “1 des termes d'une série convergente 


Un 
œ 
2) vm (12) 
næmi 
da série 
= 
un (13) 
ni 


convergera autsi, St le rapport “BH zeste non inférieur au rapport corres- 
pundant des lermes de la série divergente (12), la série (13) divergera aussi. 


Un 
u 
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Ea effect, soit d’abord: 
Unss Une 
ün < Un 
où la série (12) converge. Nous avons successivement : 
Un D Un. Un Un Ua Lv2 
Tant En? Une CVs" ‘ Tri A 
d'où, en multipliant, nous trouvons : ' 


+ 


Un Un us 
rare ou Une Une 
De l'inégalité précédonto et de la remarque dun paragraphe [1V-1-3] (pour 
k=— #) il résulto la convergence de la série (13). On peut démontrer de façon 


analoguo la divergence’de cetto série dans le cas où “ati >“ et où la série (12) 
divorge. ù . 
IV-3-4. Critère de Gauss. Le critère de Gauss a des applications 
très importantes *. Si dans une série à termes positifs (9): 
uybuete... Hunt, 


le rapport Pan peut être mis sous la forme: 
n4+ 


où p>ictiuni< 4, (44) 


el si À ne dépend pas de n, c'est-à-dire que la grandeur &, reste bornée, alors la 

série (U) converge, si p => 1, et diverge, sip < 1. ‘ 
Remarquons que dans tous les cas où ce critère est applicable, on no pout 

pas utiliser le critère de d'Alcmbort (IV-1-4], On obtiont la formule (14) on 


développant lo rapport = suivant les puissances de 2, c'est-à-diro en déga- 
n+i 


goant les tormos de différents ordres do petitesse par rapport à + , certaîno- 


mont si c'est possible. 
Passons à Ja démonstration ot étudions séparément les cas suivants: 
1)u#1et2) u = 1. Dans le cus 1) nous supposons dans le critère de Kummer 


On = 7, 0t nous réemarquerons quo «, >> 0, et que la sério >+ diverge 
({1V-1-21), Nous avons, évidomment, dens ce cas: 


i in re = li DS D PET 
0 Ce Et LE 


Si u>1, nous aurons à partir d’une cortaine valeur de n: 


an on >a>0, 
Un+i 


“ Il s'agit en fait d'une généralisation du critèro qui a 6té effectivement 
établi par Gauss. 


23—281 


354 CIL. IV. LES SÉRIES, APPLICATIONS AUX CALCULS APPROCHÈS 


où æ ost un nombro positif quelconque, inférieur à p — 1, et la série (8) scra 
convergento. Si p < 1, nous aurons à partir d'une certaine valour do n: 


u, 
An = — Œn4t < 0, 
n+1 


c'est-à-dire que la série (9) sera divergente [IV-3-3]. Dans le cas 2), nous avons: 


Un_ _ {15 1 : On 
Un+3 Fat: 


di Supposons que dans Je critèro de Kummor @, = n In n ot formons la 
rie: 

4 4 2 

Dr-2 nlun (45) 


où l'on pout commencer la sommation à partir d’un nombre ontier positif quel- 
conque n, Li mar les premiers tormes n’influent pas sur la convergence [1V-1-1]. 
Démontrons la divergence de cette série, en utilisant le critèro intégral de Cauchy 
(IV-1-5]. Nous devons démontrer quo l'intégrale diverge: 


æ dx 
sine («> 4). 


Mais nous avons : 


 dz  d(ln 2) dt ” 
{: | ins Mine t = 1n (in 2) =" 


et la fonction In (in x) croît indéfiniment en même temps que z, c'est-à-dire 
quo l'intégrale écrite ci-dessus diverge réellement, 6t c'est pourquoi la 


gério (15) diverge aussi. Formons maintenant la différenco an -#E-— ans 
en utilisant (14): n+i 


cn canin (1458) Inn—(n+-4) la (n HD 





(+) nn + PR (n+4) In (m1) 


nPr1 
re + (it) - ce) 


Lo factour w, resto borné par hypothèse, ot le rapport ET tend vers zéro 


lorsque ñ — co, puisque, par hypothèse, p — 1 >> 0, et 1n n croît plus len- 
temont que n'importe quolle puissanco positive de n (oxemplo 2 du paragraphe 
[[1-3-10j). Si l'on poso si + alors z— 0 ot lu deuxième terme du socond 
membre sora: 
; 4 _\__lutthz) 
(n t{)In (—-)= Ru 


o'ost-à-dire qu'il tendra vors (—1) {[-2-14]. Nous voyuns ainsi que duns le 
cas considéré, la série > _ divergo et que (m--œu) —1 pour 
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n + co, et c'est pourquoi pour des valeurs suffisamment grandes do n, on aura: 


u 
an 7 — En <0, 
+4 

c'est-à-dire que la série (9) sera divorgente [1V-8-8], ce qu'il fatlnit démontrer. 

Les critères de convergence énoncés plus haut peuvent être appliqués 
à des séries ayant des termes quelconques, si l’on remplace «4, par | u, |. Maïs 
dans co cas, ils permottont seulement de dire si la série donnée est absolument 
convergente ou pas. On pourra généralement obtenir à partir d'eux Ja condition 
de conuèrgence absolue, mais pas de divergence, puisque nous savons qu’une série 

out ng pas être absolument convergent ot cependant no pas être divergente 

Five 1. Nous obtenons ainsi: 

Cbmplément au critère do Gauas,. La série 





Uatuah oo Hunts. (17) 
ayant des termes quelconques, pour laquelle 
Un lt On 
ee i+h+e, (18) 
où p>iet] | << A, sera absolument convergente pour hp > 


1. 
I] n'est pas difficile de montror qu'elle divergera pour p << 0. Nous avons, 
en effet, dans cc cas, en considérant que &, est borné: 








RP — 0, A —>1 pour n —> co, 


c'est pourquoi, à partir d'uns certaine valeur do n, d’après la”condition p < U: 


n pa?" 
et 
Un 
| Un+i | SE 


c'est-ü-dire qu'à partir de cette valeur do n, les termes de la série croissent en 
valeur absoluo, et le terme général de la série x, no pout tendro vers zéro pour 
n — 0, c'ost-à-diro que la sério (17) sera divergente. 


1V-9-5, La série hypergéométriquo. Appliquons les considérations généra- 
les précédentes à ce qu'on appelle La série hypergéométrique ou série de Gauss: 


. nm4 4.2, a(a+1)B(B+1) 
F(c, B: Ÿ: a+ fee EE ED a+... + 


+ Œ(@+ 1)... (@+n—1)p(BL4) .. (B-hn—1) m4 09 


nfyy-1)...(Y+nr—1 


Certaines fonctions, que l'on rencontro dans les applicativns, conduisont 
à ces séries. Il est facile, en substituant directement pa nombres a, fi, et y, 
de vérilier, par exemple, les égalités suivantes: 


Fa p. Bi D =itexteit … ++. s 
Fi—m, 6, B; r)æ(i-:z)", 
Pa BB; —z)—1 
ab Bi nt) ges, : 


23* 
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Pour étudier la convergonce de la série (19), formons le rapport du terme 
précédent avec le suivant CE F 


Unes (a+ n) (B+n) 
Un +i)(Yy+n) 
s'est-à-diro que Er More la série (19) converge pour | x | < { et di- 
vergo pour |z|>>1. Seuls restent Los cas où: 1) == 4 ot 2) = = 1. Ro- 
marquons cncoro que pour les valeurs suffisamment grandos de n, les facteurs 
Le + n), (B+n) et (y + n) seront positifs, de sorte que pour z = 1 tous 
es termos de la série ont un même signe pour les valeurs de n suffisam- 
ment grandes, ot pour z= —4{ on obtiont une série À termes altornés pour 
les grandes valours de n. 
Dans le premier cas, nous avons, on développant suivant une formule de 
pro ion (en considérant x suffisammont grand) eten multipliant terme à ter- 
me les séries absolument convergentes obtenues [IV-8-2]: 


Z—>x pour n—>0c, (24) 


Un. (+1) (y+n) (+3) (147) : 
SEE QE (eh) 


=(1+5$) (142) (1—-245-5+..) x 
x(i—8+f hs )napre ttes, 


où la grandeur w,, reste bornée. Ensuite, dans le cas considéré, = He avoir rojoté 
ua uombre suffisammont grand des premiers termes dans la série : 


Po, B,y: Det+ ++ 
+2G+ 1)... (atn1) B(B+1).. Btn—1, 
AIy(Y+1)...(+n—1) 


nous obtiendrons une série ayant des termes de même signe; en appliquant 
le critère de Gauss, nous trouvons que pour : 


y—a—p+1>1, c'est-èdire y—a—$ >0, 
la série est absolument convergente et que pour 
YP—a—f+1<1, c'ost-è-dire y—a—fp<0, 


elle est divergente. 
Dans Ile second cas, pour z—=—4, nous obtenons une série à termes 
ôlternés à partir d'un certain terme: 
_&B ,a(x+1)848+1) 
y on ct , éd 
im at 1)...(a+n—1)6 (B+41)...(B+n—1) 
+(—1} PTS EE NPC Hi 
Nous avons ici, comme avant : 
Un v=a—p+1, on 
nl 
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c'est pourquoi, en appliquant le complément du critèro de Gauss, nous obtenons 


que pour: 
v—a—P+12>1, c'est-à-dire y—a—$ >0, 
il y a convergence et que pour 


y—a—B+1<0, c'est-à-dire y—a—p< —1, 
la série diverge. 
Au cas où: 
v—a—B=—1, 
on peut démontrer que le termo général do la série tend vers unc limite diffé- 
ronte de zéro, c'est-à-dire que la série sora divergente {TV-1-2]. Enfin dans lo cas 


où: 
—1< v—a—$ < 0, 
on peut démontror quo les valeurs absolues des termes de la série tendent vers 
z6r0 pour n > co, en décroissant, c'est-à-dire [IV-1-6] que la série sora conver- 
gente, mais pas absolumont convergente. Nous n'insisterons pas sur la démons- 
tration de ces deux dernières affirmations. 
En appliquant cela au développemont du binômo: 


CARE PEER PSE PUCES m +, 


que l'on obtient à partir de (19) (B == y arbitraire) en remplaçant & par (—m) 
et z par (—z), et qui, comme nous le savons, converge pour | x | << 1 et divergo 
pour {z {>> 1, nous obtiendrons comme e: 


une sério absolument convergonte pour m >>0, si zmm{, 

ume série divergento pour m<0, si zrm-1, 

une série absolument convergente pour m >0, si z=1, 

une sério pas absolument convergente pour —1< m<0, si x=1, 
une série divergente pour m< —1, si x—1, 

une sério devenant polynôme pour mun nombre entier >> 0. 


Nous démontrerons plus loin [1V-8-18] que si la série d’un binôme convorge 
po z mm 4, sa somme sera égale à (1 -+ 1)", c'est-à-dire respectivement 
a ou V. 

Notons que dans co qui précède, nous avons considéré &, f et y différents 
de zéro et d’un nombro positif entior. C’est important pour y puisquo dans le 
cas contraire, les termes de la série perdent leur sens (lo dénominatour 
g'annule), ot sf &« ou B sont nuls ou sont un nombre entier négatif, la séric est 
interrompue et devient une somme finie, 


LV-3-6. Séries doubles. Etudions un tableau rectangulaire des nombres, 
limité en haut et à gauche, mais allant vers l'infini à droite et en bas: 


42 3 .. CETTE 


S D 


(22) 


3 - 
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Il contient une infinité do lignes, dont les numéros sont indiqués par le 
premior indice, ot de colonnes dont les nombres sont donnés par le sccond indice 
do la lettro n. Ainsi, #3, signifie un nombre situ6 à l'intersection do La digne 
t avoc la colonne & du tableau. 

Supposons d'abord que tous les nombres uy, sont positifs, 

Pour définir la notion de somme de tous les nombres du tableau (22), indi- 
quons dans Jo plan de la figure des points de coordonnées entières positivos 
M (1, k) et menons une série de courbes: 


Cao Ca, ..…. Cna .….s 
qui coupent les axes de coordonnées dans le promier quadrant des coordon- 
nées, et qui no sont astreintes qu'à la condition suivante : chaque point M doit 


tombor, pour n suffisamment grand, à l'intérieur de la surface (Ca) limitée par 
la courbe C, et les axes de coordonnées (fig. 157), et la surface (Ch) doit se 





5 ee 
1,9 9 9 0 





LA 





Fig. 157 Fig. 158 


trouver à l'intérieur de (C,4,). Formons la sommo S, de tous les nombres uys, 
correspondant aux points qui so trouvent à l'intérieur do Ja surface (C,). Lorsque 
n croît, cette sommo croîtra de touto évidence, c'est pourquoi deux cas seulemont 
pero se présontor : ou bien 1} la somme S,, reste bornée pour toutes Îles va- 
eurs de à, et 1] existe alors une limite finio: 


IimSsn=, 


#00 


ou bien 2) la somme S, croftra indéfiniment lorsquo n croît. 
Dans le cas 1), on dit que la série double 


2 on (23) 


converge el possède une somme S. Dans le cas 2), la série double (23) est dite 
divergente. 

La somme de la série convergente (23), qui a des termes positifs, ne dépend 
Pas du procédé de sommation, c'est-à-dire du choiz des courbes C,, et peut être 
obtenue également par la sommation de la série en Lignes ou en colonnes: 


c'est-à-dire par le calcul de lu somme do tous les termes do chaque ligne (ou de 
chaquo colonne) du tablonu, et ensuite par l'addition des sommes obtonucs. 
En effet, construisons un autre système quelconquo de courbes Ci, C5, ..., 
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vos Cns <. ayant la même propriété que Ci, Ca, . - + Cns «.. Nous 
noterons par Sn la somme de tous les nombres du tobleau correspondant aux 
points tombant à l'intérieur de la surface (Ch). Pour nñ dunné, on peut toujours 


choisir m aussi grand que l’on veut pour que la surface (Cn) soit à l’intérieur 
de (Ch), et alors: 


Sn<Sm<S, 
c'est-à-diro quo, d’après ce qui précède, il oxisto uno limite finie: 
lims, =S$"<S. 
nœ 
En intorvortissant los rôles des courbes C, et Cn, nous démontrorons de 
mêmo quo: 
£ S<sS", 
ce qui n'est possible qu'à la condition que 
S=sS?, 


On peut obtenir la somme de la série double sr même on pronant pour €, 
des_lignes brisées constituées par des segments de courbes (fig. 158): 


é=const, k=const, 
Nous obtiendrons ainsi une sommation on + carréss : 
Suis (use Ugs + uos) +. Un ant nn tn, nos uns). 
Eu effectuant la sommation en + diagonales », nous obtiondrons : 
Su Russo) + (us uozuss) +. + (tin ue, nat eee uns) 4. sa 
( 
Pour démontrer los formulos (24), notons avant tout que la somme d'un 
nombro quelconque do termes du tableau (22) ost inférieure à S, c'ost pourquoi 


la sommo des termes se trouvant dans n'importe quolle ligne ou n'importe 
uello colonne est toujours inférieure à S également, d'où la convergence de 


chacunt des séries: 
La L. 1 
> UR = 64 À Un=æsse 
mi un { 
Do plus nous avons pour toutes valeurs finies des nombres m ot n: 


m œ 
sta... + im= 2 no ,“a)<S, 


mn (26) 
tte. +s mn (3 ua) <s. 
te 


En cffet, nous étudierous sculement los »# premières lignes du tableau (22). 
En pronant les éléments de p premières colonnes, nous avons, do toute évidencc, 


P mn 
à (5 un) &S. 
1 ti 
D'après la règle d'addition des séries 1[V-1-2], nous avons: 


œ m P m 
Hs ne D (2, us) Jim 23,2 un) <S, 
= ad ami 


puisque l'expression dont on prend lu limite, n'est pas supérioure à S. 
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On démontre de la même façon la deuxième inégalité (26). Les inégalités 
(26) montrent que les deux séries: 


La L._ 3 co œ L.d œ 
F4 AT LÉ = ET: dd 
Ë,Œm)-S are, EG m)-f ae 
convorgont et ont des sommes no dépassant pas S, c'est-à-dire: 


d'<S ot o°<S. 


D'autro part, il est clair que si l'on choisit arbitrairement le système de 
courbos C., tous les termos entrant dans la composition de la sommo S, entre- 
ront dans la composition des deux sommes : 


Sas me + ee + Sons . 
pour m suffisamment grand, c'ost-à-diro que 
SRE te..timeo, Sr<Lsi+... Ham SO 
c'est pourquoi aussi dans ]1a limito 
S=limSs.<o’ et S<La”. 
T+00 


Etant donné que 0° < S ot 0” < S, cela n'est possible qu'à condition que 


l'on ait: 
d'=0"=S, 
cu qu’il fallait démontrer. 
Dans les séries doubles ayant des tormes quolconques, nous ne nous arré- 
terons que sur es sérles absolument convergentes, c'est-à-dire sur les séries pour 
lesquelles la série double, composée de valeurs absoiues 


ù ETS 
» hesi 
converge. 


En appliquant des raisonnoments somblables à coux do [TV-1-7]. on peut 
démontrer qu'il existe pour ces séries aussi une somme: 


er Sh= 2. à, un}= ÿ, à, uh) , (27) 


au n° dépend pas non plus du moyen de sommation, et qui peut, on partioulicr, 
tre obtonue en sommant par lignes et par colonnes. 

Romarque. Beaucoup de Le er des séries simples absolument con- 
vergontes s'étondent aux séries doubles absolument convergentes; en particulier 
Ja remarquo de [1V-1-7): si chaque terme d'une série double ne dépasse pas en va- 
leur absolue le terme d'une série double convergente ayant des termes positifs, 
la sérle donnée est absolument convergente, 

Do même on peut étendre la propriété 2) du paragraphe {IV-1-3]. 


Exemple. 
1. La sério 


1 
2 FF 08) 
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convorgo pour &œ>i, B>> 3, car en sommant en carrés, nous avons: 


5 (1-65, 9 0 1e 





koi 
où À ot B désignent la sommo des séries: 
œ œ 
5» 4 1 
a À 
tt ? ht À 
convergentes pour & =>4, B>>1 [1V-1-5). 
2. La série 
. 1 
Dh (20) 
œ 
4, Aout E+x) 


converge pour & => 2 ot diverge pour & < 2. puisque, en effectuant lo sommation 
on diagonales, nous avons: 
1 


Seth nt) Let (a—5)++ (1-2). 





d'où, en mettant à la placo do (1-< d'abord + , c'est-à-dire le plus petit 
nombre, puis 4, c'est-à-dire le plus grand nombre, nous trouvons: 


4 4 1 4 1 
alger tetir]esn ete +. 


© 
La convergenco de la série > +. pour & > 2 ot sa divergence 
n 


nus! 
pour & < 2 démontrent ce que nous avons dit. 
8. Staet c sont positifs et D— ac << 0, la sérte 
œ 


4 
> CT NI EUX CU (30) 
z P 
; : (aizL2bik<+ck?) 


converge pour 1 et diverge pour 1. 
Soit Rabced à > 0. Etant un. de toute évidence : 
12483 > 2ik, 
en désignant par 4, le plus petit des nombres a et c, par 4, le plus grand des 
nombres a, b et ce, nous avons: 
2A;ik < ai®4 2bik+ ok? < Ao(i+K)2, 
d'où, on nous limitont au cas qui nous intéresse p >> 0, nous obtonons: 
Â 4 1 4 4 

"AP C7) RARES AP < (24;)7 iPkP 
ce pi, d’après les exemples 1 et 2 et la remarquo faito ci-dessus, montre 
qu'il y a convergence pour p > 1 et divergence pour p &1, et dans 


co cas, il faut remarquer que les facteurs — 


4 et Cap no dépendont pas de à 
et de k. 


362 CH. IV. LES SBRILES, APPLICATIONS AUX CALCULS APPROCHRS 


Soit muintenant &<0. En désignant par 4o le plus grand des nombres «, 
<, 1b|, d'après l'inégalité évidente: (V/arÿt + (Vckÿ > 2 V'acik: 


2(b+V/ac) ik & ai?+2bik+ 0h23 € An (i+ 42, 


où b+ Vac> 0, puisque par hypothèse | b | << V/aé. La démonstration so 
‘continue comme dans le cas où b > 0. 


1V-8-7. Séries à termes variables. Séries uniformément convergentes. 
Les formules do Taylor et de Maclaurin donnent dos exemples do sérics dont les 
Lermes dépendont d'une variablo z. Dans la suito de co cours, nous rencontrc- 
rons les séries trigonométriques de la forme suivante: 


D) (antosnr+ 8, sinnz), 
fi 


-dont les termes dépendent non soulement do n, mais de La variablo z, et qui sont 
très importantes. 
Nous nous intérosserons pour l'instant, de façon générale, aux sérios dont 
des tormes sont variables ot qui dépendent d'une variable indépendante x. 
Supposons que nous ayons une suite infinie de fonctions: 


us (2, U2 (x), us (2), +, un (x), (31) 

dôfinics dans l'intervalle (a, b). Composons-on une série: 
us (2) ue (2) us (x) +... un (2) +... (32) 
Elle pout conv pour cartaines valeurs de z sur (a, b) et diverger pour 


d’autres. La somme de n premiors termes sur la série (32) s, (x) est, évidemment, 
fonction de z. En ce qui concerno les valeurs de + pour lesquelles la série 

SE Ne tre pouvous parlor de sa sommo s (x) ot do son reste r,(x) == 5 (x) — 
— #n (@). ors 


s(s)= lim sn (2). (83) 


St la série (32) converge pour tout z de {a, b), c'est-à-dire pour a Sr « b, 
on dit qu'elle converge sur l'intervalle (a, b), 

Si Ja série (32) converge sur l'intervalle (a, b) ot a pour somme s (x), cela vout 
dire que pour chaque valeur donnée dozsur (a, b), en & donnant arbitrairement 
le nombre posilif 8, on pout trouver un nombre # tel que pour toutes les valours 
n > AN, nous ayons | r, (x) {<< e pour n > N, où N dépendra du choix do &. 
11 fautcopendant remarquer que W dépendre, en général, aussi de la valeur choisie 
pour x, c'est-à-dire qu'il pout avoir différentes valeurs pour un & donné mais 
pour des valeurs différentes do + sur l’intecvalle (a, b), et naus lo noterons par 
N (x). SE pour un e positif quelconque donné, on peut trouver un nombre N ne dé- 
pendant pas de x, tel que pour toute valeur de x sur l'intervalle (a, b), soit véri- 


liée l'inégalité 
In (D 1< 8 (84) 
Jour tout n>N, on dit que la série (32) est uniformément conwergente sur 


d'intercalle (a, b). 
Etudions, par oxemplo, la série : 


1 1 1 1 e 
FT GED EE Ep pen + 


dans laquelle z varie dans l'intervalle (0, a), où a est un nombro quelcon- 
que pusitif donné. 
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11 est focile de voir quo l'on peut écrire la sério sous la forme: 


(rh) (rh) (her 
de sorte que dans le cos donné 





Sn (x) rrL # Glim 5n (x) =0, 
Ta (2) = ie . 
et si nous voulons que 
MOIS <e G6) 
il suffit de prendre 
rn> Len (x). (87) 


Si maintenant nous voulons quo l'inégalité (38) soit vérifiéo pour toutes les 
valours de z dans l'intervalle (0, a), à condition quo n > N no dépende pas de la 


valour prise pour z, il suffit do poser W 2 > N (+), car alors l'inégalité (37), 
et avoc vlle Pi (38), seront certainement vérifiées pour toutes les valeurs 
de x de l'intorvalle (0, a) à condition que n => N. La série (35) sera ainsi unifor- 
mémont convergonte dans l'intervalle (0, a). 

Toute série n’est pas uniformément convargonte, puisqu'on no pout pas trou- 
ver pour toute série un nombro W indépendant de x, qui no soit pas infériour 
à tous les W (x) sur l'intervallo (a, b). 1h 

Etudions, par oxemple, dans l'intervalle 0 & z < 4, la série: 

zhz(sz—1)+e3(2—1)+... Hat (z—1) +... (38) 

La somme des n premiers tormes sera : 

£a (z)æe (202) + (28 — xt) 4... Hate 2071), 
c'est-à-dire : 
sn ()=2", 
et, suivant {[1-2-2] 
s(z)=lims(2)=0 pour 0<z<1 
nc 
ot 
rntr)=s(s)—satr=—2 pour 0Kzx< 1. 
Pour x = 4, nous avons, en faisant x = 1 dans (38), la série 
1+0+0+..., 
c'ust-à-dire que: 
sn(a)=i, s(2)=lim s(2=4, rn(s)=6()—5n (2) =0 
fñ—#+00 
pour + = 1 6t pour n quelconques. La série (38) converge dans tout l'intorvaile 


0 <z <1, mais dans cet intervalle la convergence n'est pas uniforme. En 
offet, puisque r, (x) = —2" pour 0 & » < 1, si nous voulons que l'inégalité 
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a 1 rn (a) } << e soit vérifiée, nous devons avoir z' << &, c'est-à-dire nr ]n z 
< la & ou bien, en divisant par un nombre négatif 1n x, nous abtenons: 
ne 


Ainsi, dans cot exemple W (x) — Fe et ne pout pas êtro remplacé par un 


nombre plus petit. 

Lorsque x tend vers 1, In + tend vers zéro, la fonction W (x) croît indé- 
finiment, et il n’est pas possible de trouver une valeur do N telle que l'inéga- 
lité (34) soit vérifiéo pour n > N dans tout l'intervalle (0, 1). Ainsi, bien que lu 
série (38) convorge dans tout l'intervalle (0, 1), ot en particulier pour z= 1, 
cllo convergo de plus en plus lentement quand z tend vers 1; pour calculer avec 
une précision suffisante la sommo de la sério, il faudra prondre d'autant plus de 
termes que z ost plus procho de l'unité. Remarquons cependant que pour x = Î, 
la sério ne compotte qu'un terme. 

Donnons maintenant une définition équivalente de la convergence uniforme. 
Nous avons donné [IV-1-8] la condition nécessaire ot suffisante pour qu'une 
sério convergo. Dans le cas considéré, ello est formulée comme suft: pour que 
la sério (82) soit convergento dans l'intervalle (a, b), pour & positif quelconque 
donné ot z quolconque de (a, b), fl faut et il suffit qu'il existe un nombre W 


tel que: 
lung (2) uns (2) + 0 +unp (a) 1< e (39) 


pour nr => W et p entier positif quelconque. Ce W pour 8 donné pout dépendre 
oncore du choix do x. Si pour e an quelconque donné, il existe un seul et même 
nombre N pour tous les x de (a, b) tel que pour n > N et pour p quelconque 
entier positif, la condition (39) soit vérifiée, on dit que la série (82) converge uni- 
Jormément dans l'intervalle (a, b). 

31 faut montrer quo cette nouvollo définition de la convergence uniforme 
est équivalento à la définition précédente, c'est-à-dire quo si une série converge 
uniformément avec la définition précédente, elle converge uniformément avec 
cotto nouvolle définition, ot Pro ennne Supposons d'abord qu'une série 
converge uniformément avec la délinition précédente, c'est-à-dire que 
{ra (2) | <. 8 pour n > #, où x est une valeur quelconque de l'intervalle (a, b), 
ot où W ne dépend pas de z. Nous avons évidemment : 


Une1 (2) unie (2) +. Æunsp (ae rn (2) —rnsp (2) (40) 
ot, parc conséquent, 


lun+t (2) H-un42 (2) + Hun+p(s) 1<Klrn(z)1+1 rn+p(z)l, 
co qui, pour n > # et, par suite, pour n + p > N, donne: 


Pun+s (2) + une (D +0. +unap (I 28. (41) 


Etant donné l'arbitraire sur le choix de e, nous voyons que lu série converge 
uniformément au sens do la nouvelle définition. Supposons à présent que 
la série converge uniformément au sens do la nouvelle définition, c'est-à-diro 
que Pme 39) est vérifiée pour n > # no dépendant pa de x, pour p 
ontier positif quelconque ot pour z quolconque sur l'intervalle (a, b). La série 
converge donc, et nous pouvons écrire : 


rn (t)= Unes (7) + Unso (x) +... Re lunes (2) uns (x) + ee Hunsp (2), 


ou tenant compte de l'inégalité go pour ae co, nous obtenons à la limite 
[ra (ol < 8 pour n> N, c'est-à-diro quo de la nouvelle définition de la conver- 
enco uniforrae, étant donné l'arbitraire du choix de e, résulte la précédente, ct 
‘équivalonce des deux définitions est démontrée. 
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Remarquons quo dans La première définition de la convergonce uniforme (34), 
nous utilisons r, (x), et nous supposons per là quo la série SE VE La seconde 


définition do la convergence uniforme (39) i 


: ie ) inclut la mème propri e la convor- 
genco d’une série. 


1V-3-8. Suites uniformément convergentes des fonctions. La suite de 


fonctions: 
#1 (2), 522), +, Sn (x), (42) 


que nous avons étudiée ci-dessus, était définie à J’aide do la série (32): #, (x) dé- 
signait la somme des n premiers termes de la série. Mais on peut étudior la 
suite (42) on ollo-même, on considérant qu'elle est donnée, et on peut construire 
à partir d'olle use séris dont la sommo des n promiers termes est le n!°2% tormo 
de la suito s, (x). Les termes de cette série sont définis d'après les formules: 


(= (2), U(2)= 80 (2) — 81 (3), ..., un t)emsn (t)—sn_s(z), ... (43) 


La suite Ga est très souvent Lars à plus simple que le suito (43), 
comme c'était le cas dans les exemples étudiés. 


Nous en arrivons ainsi aux notions do suito convorgente et uniformément 
convergonte des fonctions. 
Si l'on donne la suite de fonctions (42): 


81 (7), So (æ)s ce, Sn (&), ..., 
définies dans l'intervalle (a, b), et si, pour chaque valeur de x dans cet intervalle. 


il existe une limite: 
8 (x)== lim sh (x), (44) 
Nn+00 


on dit que la suite (42) est convergente dans l'intervalle (a, b), et La fonction s{x) 
s'appelle fonction limite de la suite (42). 

Si, de plus, pour un & positif quelcongue donné à l'avance, il existe un 
nombre N ne dépendant pas de x, tel que l'inégalité 


18 (2)—8n (D 1< 8 (45) 


solt vérifiée pour toutes les valeurs n >> N dans tout l'intervalle (a, b}, on dit 
alors que la suite (42) est uniformément convergente dans l'intervalle (a,b). 
On peut remplacer la condition (45) par une condition équivalente: 


Î8m (&)—5n ()1<e (48) 
pour met n>N. 
La condition de convergence uniforme de la suite (42) est équivalente à la 
condition de convergence uniforme de la série: 


_— ua (2) ue (a) un (ste, (47) 


Us (2)=ss (2), ua (2) = 52 (2) — 4 (2), 00 Un (S)= sn (2)— sn 1 (2), 


On peut démontrer l'équivalenco des conditions (45) et (46) en 6tudi ant Ja 
convergence uniforme des suites, exactement de la mêmes façon quo plus haut, 
lorsqu'on & établi l’équivalence dos conditions (35) et (36) pour les sérios infinies. 
Remarquons encore que, de la convergenco uniforme de #, (x) dans l'intervallo 
(a, 0 Den la convergence uniforme dans n'importe quelle 
partie de (a, b). 

La notion de convergence uniforme des suites pout ausei êtro intorprétéo 
géométriquement. Si nous roprésontons graphiquement les fonctions s(x) et 
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#n (z) pour différentes valeurs de #, pour une suite uniformément convergente, 
le plus grand intervalle de l’ordonnéo contenue entre les courbes s,, (x) el s (x) 


Y! k 





g°xG's4t 





à 
20 % #4 geStz)e0(ret) 


(0 
y» Stxlr0 
Fig. 159 Fig. 160 


doit tondre vers zéro, lorsquo n->c pour tous les x de (a, 8): pour une suite 
convergeant non uniformément, cotte condition ne sera pas vérifiée. 


y rfgro salt) 





0 85 4 45 
Fig. 161 


Ce cas ost roprésonté sur les fig. 159 ot 160, tracées pour los oxemples étu- 
diés plus haut“: 





L 
3n (x) TEUCn ên (z)= 2" ; 
Dans le cas de Ja fig. 160, la fonction limite s (x) est représentén graphi- 
quemont par lo segment (0, 1) do l’axo OX, à l'exception du point 1, et par lc point 
isolé de coordonnées (1, 1). 
T1 ost vrai que dans le dernier exemple, la fonction limite # (x) n'est pas dis- 
continuo, Mais il est facilo de donner un exemple de suite convorgonte, dont {a 
fonction limite est continue mais qui cepondant convergo non uniformément. La 


suite (fig. 161), par exemple, a cetto prapriété: 
sn (2) Ts O<z<a). (48) 


* Pour plus do netteté, les fig. 159 et 160 sont construites avec des 
échelles différentes pour + ot y. 
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Nous avons, de toute évidence, pour zx Æ 0: 


nz 4 z 
Tri n 1 
+ 


et pour x —+ co, le premier facteur de droite 1. 0, et le second tend vers + ; 


c'est-à-diro quo s, (x) — 0 pour + :#0. Pour xz—0 il est évidone quo s, (0) = C> 
pour tout n, et, par suite, pour tous leszx de (0, a), où & est un nombre posilif: 


s(x)= lim sn (2)=0. 
Los. 2 
Copondantladifféronce maximale entre les ordonnées descourbos s, (x) ot s (x 
qui, dans le cas étudié, se réduit à l’ordonnée de la courbe s, (x), puisque s (r)= 0, 
sera _ (et correspondra à la valeur x D . Puisqu'olle ne tond pos vers zéro: 


pour n —+ co, la suito (48) no sora pas uniformément convergonte dans l'intorvalle- 
(0, a); on effot, si nous voutons avoir: 


Le) le < 8 
en résolvant par ropport à n l'inégalité du second degré: 
DCE n+zint 
et en considérant que e est suffisamment potit, nous obtiendrons: 
L TA] — 
n>sslt+v 14e = N (x). 


Cette fonction croît indéfinimont pour z > 0, ce qui conditionne la fait 
que la suito ne convorgo pas uniformément, 

Remarquons enfin que les fig. 160 et 161 montrent que la suite z" convorgo 
uniformément dans l'intervalle (0, 4) où q est un nombre positif quelconque, in- 


e AC 2 . Az ; v' 
férieur à l'unité, et que la suitu T=n3zs C0nVOrgo uniformément dans l'intervalle 
{g, a) où 0 << g <a, ce qu'il est facile do montrer par un calcul direct. 

1V-3-9. Propriétés des suites uniformément convergentes. 1. La fonction 
liritte d'une suite de fonctions continues conrergeant uniformément dans l'in- 


tervalle (a, b) est également continue. 
Soit: 


8 (2), 82 (2), +, Sn (&)s 0 
unc suite do fonctivns continues dans l'intervalle (a, b), et soit: 
s(z)= lim 5, (x) 
n+00 
sa fonction limito. 11 nous faut démontrer que, quel que saît e positif, aussi potit 
pa TH veut, donné à l'avance, on peut trouver un nombre ë tol quo l'on ait 
ls(æ+h)—s(rli<e, si |4|<6, {49 
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à condition que les nombres z ot x + 4 soient situés dans l'intervalle (a, b). 
Nous pouvons écrire pour n quelconque : 
As(zih)—s(2)|= 
Ts (s+4)— 50 (24h) + Un (2 +4) —5n (2)] + on (9) —5 (21 
RU (2HR)— sn (24h) 14 s (2) — 80 (2) | + an (2 +) — 0 (2) |. 
D'après la définition de Ja convertines uniforme, nous pouvons choisir 
dans tout l’inte 


ñ assez grand pour que l'on aît, rvalle (a, b), et en particulier pour 
Les valeurs z et x + ñ: 


sn (ti, 1m IS. 


Ayant ainsi choisi n, étant donné la continuité do la fonction s, (x) [1-2-411, 
nous pouvons trouver un nombre 6 tel que l’on ait: 


Ina hs (ic, 8 [A]< 6. 


En comparant toutes ces inégalités, on obtiont l'inégalité (ee 

Si une suite de fonctions convergo non uniformément, la fonction limite 
pout ne pas être continue; la suito z" dans l'intervalle (0, 1) peut servir d'exem- 
pie. 

On ne peut copendsnt affirmer le contraire, ot, pour une suite convergeant 
nou uniformément, la fonction liaite peut être continus, par exemplo, pour la 
suite : 

nz 
Tnt 2° 


2, St 
81 (2), 52(2), +. sn (x), 


est une suite de fonctions continues dans l'intervalle (a, b}, convergeant uni- 
lormément, et (x, À) un intervalle quelconque inclus dans (a, b): 


is sn (x) dz — F s (x) dr (60} 
a a 
ou bien: 
: 8 : 
dim (sn) ee (7 lim sn (a) de. (54) 


S1 les limites d'intégration sont variables, par exemple B=2z, la suite de 
Jonctions : 


(an €) de {n=1, 2,38, ...) (52) 
converge également uniformément dans l'intervalle (a, b). Ce procédé s'appelle 


passage à la limite sous le signe somme. 


Remarquons, avant tout, que d'après la propriété 1) la fonction limite 
s (2 est égalemont continue. Etudions maintenant la différonce : 


642 de (sn (29 den (tu Ge) on Ca ds. 
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En se donnant €, nous pouvons, vu les propriétés do la convergence uniformo, 
trouver un nombro # tel que pour toutes les valours de n > #, dans tout l'in- 
tervalle {a, b}, nous ayons: 


Is(æ)— sn (D1<e, 
c'est pourquoi [JI1-2-2}, (10,) : 


[Vesrte—en to as| & Vis toiim (ordre Vodeme (Ba) <e (0). 
œ @ œ 
Ainsi, nous avons, pour tout intervalle (&, B) compris dans (a, b): 

| Get) az (Fe as|<e (b—a) 


pour n > N. Le deuxième membre de l'inégalité ne dépend pas de & et B ot tend 
vers zéro, si e —+ 0. Etant donné le choix arbitraire de £, nous pouvons énoncer 








Fig. 162 


le résultat de la façon suivante: pour & quelconque positif donné, il existe un W 
ne dépendant pas de & et f, tel que: 


|f # (2 de — (an (a de|<e 


pour ñn >"N. De là résulte directement la formule (50). En supposant quo B = + 
ct en considérant que Y ne dépend pas de B, nous verrons que Ja suite {52) con- 
vorgo unifurraément pour tout z de (a, b). 


Pour des suites convergeant non uniformément, ce théorème peut ne pas 
être vrai. Soit par exemple: 


5n{z)=nxe "5 O<z<1) 


(fig. 162). 11 est facile de démontrer, en traitant séparément les cas où = > 0 
ot x = 0, que pour tout z de l'intervalle (0, 1): 


$n(2}—>0 pour n—>0, 
24—281 
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de sorte qu'ici s (x) => 0. Cetto suite no pou cependant pas ôtro unifor- 
mément convergente, puisque l'ordonnée La plus grande do la courbe y == en (9) 
ou, ce qui rovient au mêmo, la valeur la plus grande de la diflérence s, (x) — 


, croît indéfiniment pour n —æ 00. 





— s (x), que l’on obtient pour x = - Va 
D'autre part, nous avons: 
1 0 at. A nf? _ 1, 1 
Losn ta dem n À, se dx 3° L=7u Ca base 2 


alors que: ? 
LE 8 (+) dx 0. 


4. Si les jonctions de la suite : 
Sa (x), 82%), 0, Sn (%)s 00 
ont des dérivées continues : 
8 (x), 58 (Z)s cc. 5 (2) ee 
dans l'intervalle (a, b}, et que La suite sn (x) converge uniformément vers une 


fonction limite o(x), tandis que la suite s, (x) converge vers une fonction limite 
#(z), alors sn (x) aussi converge uniformément et 


o CES (63 
ou bien di = 
D Sn (7 
lim 7 © = : (54) 
n00 C1 


Co procédé s'nppollo passage à la limite sous le signe de dérivation. 
Soit &« une constante quelconque, z uno valeur variable dans l'intorvalle 
(a. b). D'après la propriété 2), nous avons: 
lim \ dé (2) dz= (fa (x) dz, 
n—co dd 03 
Mais 
ÊA 0 (2) de man (2) 4 (a) > 8 (2) —s (ae 


et c'est pourquoi, la formule précédente donno : 
F (e)—s (a)= (À o (2) dz. 


En différentiant cette égalité et en utilisant les propriétés connues de l’ia- 
tégrale (propriété V11) [111-2-2j, nous avons: 
ds (x) 
ba rép Cd (2), 
ce qu'il fallait démontrer. Il roste À démontrer la convergence uniforme de Ja 
suite s#, (zx). Nous avons: 


x 
in (2) = sn (a) + f s!, (2) de. 


IV-8. COMI/LBMENTS À LA THÉORIE LPS SBRIES 371 


La suite s, (a) converge ot ne contient pas z. La suite “ (z} dz converge 


oniformément d'après la propriété 2}. De 1à résulte la convergence uniforme de 
h Gy puisqu'il résulte directement do la définition de la convergence unifonno 
que la somme de doux suites uniformément convergontes cst aussi une suito 
uniformément convergente. Do plus, toute suite convergente dont les termes 
ue contiennent pas z, comme par oxomple s, (&}), répond à la définition d'une 
suite uniformément convergente. 

Remarquons encorc que nous avons démontré que s, (x) dans tout l’interval- 
le (a. b} converge uniformément en utilisant seulemont la convergence uniforme 
de s, (x) et la convergence de s, (&), ot par suite, lorsqu'on énonce la dernière 
propriélé, il suffit d'exiger la convergence de sh (x) au point x = &, Il en résul- 


te, comme nous l'avons déjà dit, ls convergence uniforme de s, (z) dons tout 
l'intervalle (a, b). 


IV-3-10. Propriétés des séries uniformément convergentes. Si, dans les 
raisonnements précédents, nous considérons s, (x) comme ls s0mme de n premivre 
termes d’une série donnéo: 


Us (x) +u2(a)+...Hun(z) +... 


et s (x) la somme de la série tout entière, nous obtiendrons des propriétés analo- 
quos pour les séries à turmes variablos. 
1. Si les termes de la série 


ua (2) Hu (2) + 0 un (2) +... (95) 


sont des fonctions continues dans l'intervalle (a, b) et la sérié converge unijormt- 
ment, alors sa somme s (x) est une fonction continue dans l'intervalle (a, b). 

2. Si les termes de la série (55) sont des fonctions continues dans L'interval- 
le (a. bet la série converge uniformément, on peut l'intégrer terme à terme entre 
les bornes que l'on veut «, B situées dans l'intervalle (a, b}, c'est-à-dire 


(ts » un (x) dz=ÿ is Un (x) dz. (96) 
Le nai 


St les bornes d'intégration sont variables, par exemple f = x, la série obtenue 
er intégrant chaque terme 


(us (2) de + QE ue (de... + (lun (a) de+…., (57) 


converge uniformément elle aussi dans l'intervalle (a, b). 
8. St la série (55) converge dans l'intervalle (a, b) et ses termes ont des déri- 


vées continues uj (x),...,ur (x), . .., dans l'intervalle (a, b), alors que la 
série formée des dérivées 
u;(z)+us(z)+...+u,(2)+ ..., 


converge uniformément dans l'intervaile (a, b), alors la série donnée converge 
untformément elle aussi et on peut le dériver terme à terme, c'est-à-dire 
L 2 œ 
d _ dun (z) 
HD mE=S "0. (58) 
ani Næi 


24e 
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Lorsqu'on a obtenu ces propositions à partir des théorèmes [1V-3-0], il 
faut considérer quo Les propri£tés indiquées dans les propositions sont valables, 
comme nous lo savons déjà, dans le cas d'un nombre fini de termes. Ainsi, par 
oxemple, si les termes de lo série u, (x) sont des fonctions continues, lex fonctions: 

sn (2) = us (à) + uz (2) +... + un (x) 
sont aussi continues quel que soit n [1-2-10). 


IV-3-11. Critères de convergence uniforme. Envnçone quolques conditions 
suffisantes de convergence uniformo. 


La série de fonctions définies dans l'interralle (a, b}: 
Uy(z)+ua (2) +... un (x)4 


converge uniformément dans l'intervalle (o, b), st l'une des conditions sutrantes 
est vérifiée: 


(A) On peut trouver une sutte de constantes positives 
M 5 Mgr . Mn 
telles que. 
fun(x)| Mn dans Ll'interrnlle (a, b) (59) 
el que la vèrie 


itMot...Ebn+., (60) 


ronverge (critère de Welerstrass). 
(B) Les fonclions un(z) peuvent être mises ous lu forme : 


Un (x) = anvn (x), (61) 
OÙ Gts A, ... Ans .. 80n8 des constantes telles que In sërte 
Gaz... Lan+.…. (52) 


converge; et Les fonctions vi(x), ..., un (x), ... élunt toutes non négatives, 
restent inférieures à un nombre M constant positif et pour toute valeur de + 
dans l'intervalle (a, b) : 
V1 (x) > va (2) >... > mx) >... 0 Ron tn M (63) 

{critère d'Abob. 

Démonstration (A). Puisque }n <érie (80) converge, on peut, pour 
un e donné, trouver un noinbre # tel que pour tout à > 4 ef pour lous les p, 
nous ayons [IV-1-8]: 

Mais EMnszt.. EMnip< e: 

d'après les inégalités (59) et 


lün+t (2) + ce. +unep (1 <Mnes ET: Main < #, 


d'où (1V-3-7] il découle que lu série (55) converge uniformément. 
Démonstration (B). Supposons quo: 


Op On4i onze. Lanep (p=1,2, ...), 
d'où 
np 70j 0 Antk = 0; —05. (4 > 1). 
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Evaluons l'expression: 
Un44 (2) + Ungs (7) +... une p (2) = 
 An410n+1 (2) + AnsaVnse (2) +... Hans pong p (x). 
En remplaçant ici les @,41 per leurs exprossions ok et en réunissant les 
termes ayant des 6, identiques, nous obtiendrons : 
An+sUn4s (2) + An420n42 () + + + angponsp (2) = 
= OiUn44 (5) + (05 — 01) vase (2) +... + (0, — 0,1) Une p (7) = 


= 0j [nes (&)— vn42 (2)] + +01 lnepet (7) vas p (2)] + Gap (x). 


En considérant quo (x) et toutes les différences D — 
sont non négatives par Lopéthèse, nous pouvons écriro: Pts (2) — man (5) 


uns (2) +... +unsp (2) 1 
101 ones (2) —Pn42 Ge +104 | lune ps (2) —Pnep (2)] +106 1 vn4p (2), 
ou, en désignant par o’ la plus grande des valours absolues | of |, [ of |, 
.,s ( Op| 
Un+s (x) + Hunsp (D < 

RO" ones (7) — vase (2) + 0 + [ons ps (6) —Unsp (2)) + one p (2)} 
nous obtenons on simplifiant : 

lunes (2)+ ee +unsp (x) | <O'Un4s (2). (64) 


Do la définition de o4 compte tenu de la convorgenco de la sério (62) il 
résulto quo pour tout & positif donné, il oxiste un W tel que pour à > N et pour 
tout k, nous avons: 


VE ve 
1 I< 7: et donc ©’ < “: 
En considérant encore que, par hypothèse, 0 < z) € M, nous ob- 
tenons d'après (64): ec re 
{üunst() + Hunsp (D I< e 
pe n>N et p quelconque. Puisque # ne dépond pas de x, il en résulte que 


a série (55) converge unilorimémont dans l'intervalle (a, 6). 
Exemples. 4. Les séries 











L. 3 œ 
cos nz sin rz 
D 7 D) 75 P>1) (65) 
nœi fui 
convergent uniformément dans tout l’intorvalle puisque pour tout x, nous avons. 
cos nz 1 sin nz 1 
nP nr! n? << : 
ot quo La sério > _ est convergente pour p => { [1V-1-5] (critère de Weierstrass), 
œ 
2, Si la série D 2h convorge, la série 
næi 
æ 
2 (8e, 


ri 
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converge uniformément dans l'intervalle (0 & z < 1) pourtout £ puisque, en 
supposant ioi quo: 
{ 
On De , 
nous satisfaisons À toutes les conditions du critère d'Abal. 
1V-3-12. Séries entières. Rayon de convergence. Les séries entières 


sont un exemple très important d’application do la théorie des séries à termos 
variables, exposée ci-dessus; il s'ogit des séries de la forme: 


ag—az-haoxt ph... +anet+ ..…., (67) 


qu nous avons déjà rencontrées dans l’étudo de la formule de Maclaurin. L’étu- 
o détaillée des propriétés do ces séries concerne lu théorie des fonctivos d'une 


variablo comploxe, c'est pourquoi nous no démontrerons ici quo les propriétés 
fondamentales. 


Premier théorème d'Abel. Si la série entière (67) converge 


pour la valeur zen Ë, elle ext absolument convergente pour toutes les valeurs 
de x pour lesquelles 


Izt< 161. (68) 


Réciproquoment, si elle diverge pour z== £, elle diverge pour toutes les 
valeurs de x pour lesquelles 


Iz1>1El=r. (69) 
Soit la série: 


dot aËta2t2+... ant +..., 


qui converge ; sachant que le terme général d'une série convorgente tend 
Vers z6ro, c’est-à-dire que 


an£” —> 0 pour n —> oo, 


On peut trouver une constante M telle que pour toutes les valeurs de n, 
nous ayons : 


Lane" | < A, 


Donnons maintenant à z une valeur quelconque vérifiant lu condition (68) 
et supposons que : 
v-fél<s 


Nous avons de toute évidence : 


[ant | = 





anê" B= Fanë" | € F <q", 


c'est-à-dire que le terme général de la aûrie (67), pour la valeur de z considérée, 
ne D a pos en valeur absolue le torme général d’une progression géométrique 
PA ve indéfiniment, c'est pourquoi la série (67) est absolument convergon- 
Le 1-7), 

La seconde pie du théorème est évidente, car, si la sério (67) convergeait 
pour une valour de + vérifiant la condition (69), ello devrait, d'après ce qui vient 
d'être démontré, converger pour tout Ë pour lequel | E } < | +}, ce qui est 
contraire aux hypothèses, 
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Conséquence. Jl existe un nombre KR entièrement défini, que l'on 
appelle rayon de convergence de La série (67) et qui possède les propriétés suivantes: 


la sërle (7) est absolument convergente pour |z|< R, 
la série (67) diverge pour |z|>R. 


En particulier, on peut avoir À = 0, alors la série (67) SM pour 
toutes les valeurs de + différentes de zéro, ou bien À = co, et alors la série (67) 
convorge pour toutes les valeurs de zx. | 

Laissant de côté Jo premior cas, nous étudiorons une valeur pusilivo do 
æ = £ telle que la sério (67) converge. Cette valour existe certainement s'il 
oxiste des valours x 5 0 pour lesquelles la série (67) converge. Si l'on donne 
un accroissement au oibre ë, deux cas seuloment peuvent se présenter: ou 
bien la série (87) restera toujours convergente pour x = E, même lorsque £ 
croît indéfiniment: nous avons alors, de touio évidence, À = oo; ou bien il 
y aura un nombre constant À tol quo pour toutes les valours do E << 4, In série 
(67) converge, mais pour E => 4, la série devient divergente. 

L'oxistence do co nombre À est tout à fait évidento, puisque d’après le 
premier théorème d' Abel, si la série doviont divergente pour une valeur quelcon- 
que de £, elle divergera pour toutes les valours popérienrée: On peut démontrer 
do façon rigoureuse l'oxistenco du nombre 4 en utilisant la théarie des nombres 
icrationnels. 11 est évident que ce nombre 4 sora le rayon de convergence Æ 
de la série (87). 

Démontrons l'existence de À. Divisons les nombres réels en deux classes 
de la façon suivante: mottous dans la première classe tous les nombres négatifs, 
zèro et les nombres positifs £ tols que la série (67) converge pour rl E, 
ut dans Ja deuxième class tous les autres nombres réols. D'après lo théorème 
qui u 616 démontré, tout nombre de La première classo est infériour à tout nombre 

o la seconde clusse, c'est-à-dire que nous avons effectué une coupure dans 
lo domaine des nombres réels, c’est pourquoi il y a ou bien dans la promière 
“lasso un nombre le plus grand, ou bien dans la seconde un nombre le plus petit 
{1-2-16]. 11 n'ost pas difficile de voir que c'est ce nombre qui sora le rayon de 
convergenco À du la série, SE tous les nombres entrent dans la première classe, 
{l faut considérer quo À = co, 


1V-3-13. Deuxième théorème d’Abel. St À est le rayon de convergence de 
la série (67), la série converge non seulement absolument, mais aussi untformément 
dans n'importe quel intervalle (a, b) situé entièrement à l'intérieur d'un inter- 
valle (—A, +R), c'est-à-dire pour lequel 


—R<a<b<R. 


St la série converge également pour zx = Rouz= — R, elle sera également 
unijormément convergente dans un intervalle (a, R) ou (—R, b). 

Rormarquons avant tout que nuus pouvons, sans restroindro la généralité, 
considérer que À = 1, en introduisant à la placo do z uno nouvolle variable 


indépondooto + définio par la formule 
z=Rt, 


après quui la s6rio (67) deviont une série entière par rapport à #, ot l’in- 
tervalle (—R, AR) devient (—1, 1). 

ji Æ == 1, la série (67), d’après la définition du rayon de convergence, 
sera absolument convergente pour toute valour x = £, pour re LE <1 
Etudions maintenant un intorvallo quelconque (a, ÿ situé à l'intérieur de 
{— R, + R), de sorto que 


—1<a<b<1 


876 CH. IV. LES SÉRIES, APPLICATIONS AUX CALCULS APPROCHÉS 


Û ombre quelconque situé à l'intériour de (— 1, 4), muis 
cs Li absolue à 1e Let [b{. Pour tout x de l'intervalle (a, b), 


nous avons: 
Lanz"|< lenë 


ag aËët a+... Hank +... 


rRo 8 tormos no dépondont pas de z, la sério (67), 
S'aprts 1e Perou elsretresse Sonvergu, uniform. ont dans | ne 
C3 


Fe inottans maintonant qua la sériu (87) convorge aussi pour z = 1, c'est-à- 
riÔ 


dire quu la 
ao—+atapt...+an+.., 
converge. En supposant que 


et puisque la sério 


on(z)=2", 


nous pouvons appliquer à la série (67) le critère d'Abel, qui démontrera que 
cette série converge uniformément dans tout l'intervalle (a, {), où a est un nom- 
bro quolconquo supériour à —1. 

., Le cas, où la série (67) convorge pour x = — 1, rovient au cas précédent, 
si l’on remplaco + par (— x). 

Nous noterons la somme de h série (67) par f (x). Elle n'existe, bien enten- 
du, que pour les valeurs de z pour lesquolles la série convorge. Soit À le rayon 
do convergence de la série. En tenant compte de la convergence uniforme de Ja 
sério dans tout l'intervalle (a, &) pour lequel 


—R<a<b<R, (70) 


et de la propriété 1) de [1V-3-10}, on pont affirmer que la somme de la série f (x) 
est une fonction continue dans chacun des intervalles (a. b) indiqués. On dit encore 
quo f(x) est continue dans l'intervalle (—H, +). Nous verrons plus loin 
que cette fonction pas autant do dérivécs que l'on vout à l’intérieur de l’in- 
torvalle (—AR, +R). Si la sério (9 convergo aussi pour z = À, puisqu'elle 
convorge uniformément dans tout l'intervaile (a, A),où a>—A, f (x) ra une 
fonction continue dans cet intervalle, et, en particulier, / (A) sera la limite 
do f (x) lorsque z tend vers À à gauche (1-2-11): 


f(4)= une 1. (74) 


De même pour Îa convergence de lu série pour 2 = — A. 
uv 28T avons vu ci-dessus quo lu dévelnppement du binôme de Newton 
2]. 
mt ot MM) 0 
({+ 2) rret 3] 2x2, ... 


possède un rayon do convergence R = 1, et dans certains cas il convorge pour 
+ +. D’après ce qui viont d'être démontré, ou pout affirmer que sr, par 
exemplo, la sûrie converge pour r = 1, sa somme est alors égale à: 


re 


1V-3-14. Piflérentiation ct intégration d'une série entière. Soit A 
le rayun de convergonce de la série 


ag Hasta? | ... ant + {72) 
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En l’intégrant terme à torme de 0 à z et en la différentiant, nous obtiendrons 
deux autres séries entières : 





art bes +... + amrls., (73) 
@y+ 2aor+ Sasrè+ ...-Lna,z-1l+4.., (74) 


Démontrons qu'elles ont lo mêmo rayon de convorgenco A. Pour cela, il 
faut démontrer qu'alles convergent si | z | << À, ot divergent si [z1>=> A. 

D'après ce qui a 6t6 démontré, la série (72) converge uniformément dans. 
tout l'intervalle (—R,, -+R;), où 0 << A, <R, et d'après la propriété 2) de 
[1V-3-10), on peut l'intégrer terme à tormo dans cot intervalle de O à x, c'est-à- 
dire qu’on pout affirmer que la série (73) converge pour tout x pour lequel | x | <: 
< R et qu'alors la sommo de la sério (73) est égale à: 


(9 #6) de, 


où f(x) est la somme de lu série (72). Montrons maintenant que la série (74) 
converge également si | z | < À. Pronons le même zx, choisissons un nombre £ 
situé entre }z [ ot À, c'est-à-dire quo 


IzI<E<R, (75) 
et supposons que 
gtl< 1. 
Nous obtonons pour les termes de la série (74) l'évaluation 


al 
nan? ET El: 





Pnanxt1|= 


et d'après co qui précède : 





Enanz-1] & nqn-1 . L'anE" }. 


En appliquant à la série D ng""1 Ja critère de d'Alembert, il est facilo do 
démontrer qu'elle converge pour 0 << 9 < {, et par conséquent {1V-1-2]: 
ngn-l—>0 pour n—>0co, (76): 


c'est pourquoi, pour toutes les valours suffisammont grandes do n: 
‘ nant] €] ab" |. ‘ 

Mais d'après (75), la sériv © a, Ë" converge absolumont, c'est pourquoi La 
série (74) convergo absolumont elle aussi pour la valeur de z quo l'on a choisie. 
Ainsi les doux sôries (73) et (74) convergent si | z | << AR, c'est-à-diro que lors- 
qu'on intègre terme à torme ot que l'on différontio une série entière, son 
rayon do convorgonce no peut diminuer. Mais il en résulte directement qu'il 
no qeui pas non plus augmentor, En cffet, sf par cxemplo le rayun de convorgunco 
do la sério (73) était R°, et R° = A, on différontiant la série (73), nous obtiun- 
drions lu série (72), et son rayon do convergonco ne serait pas inférivur à Æ”, 
mais, par hypothèse, {1 ost égal à À, et alors # < R’. Ainsi los séries (73) et (74). 
ont lo même rayon de convergence que la série (72). En différentiant la 
se a encore une fois, nous obtiendrons, d'après co qui a été démontré, ln 

rio entière : 


2e, 32087 + 4-Baz8 +... Ln(n—1)anz-2 LE... 
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avec le même rayon de convergence AR, etc. Nous aurons le même résultat en 
iatégrant encore une fois terme à terme la série (73) de 0 à ». Toutes los séries 
oblenues par différentiation ot intégration terme à tormo de 0 à z convergont 
uniformément dans tout l'intervalle (a, b), pour lequol l'inégalité (70) est vé- 
cifiéo. Ayant on mémoire les propriétés 2) ot 3) de [1V-3-10], nous pouvons 
finulemont énoncer le résultat suivant: 

La sonime de la série entière 


ag—+aszasrè+ ans +... (77) 


dont le rayon de convergence estégal à R, est une fonction continue à l'inté- 
rieur de l'intervalle (—R, +R), c'est-à-dire pour — R<z< +R, 
postédant à l'intérieur de cel intervalle des dérivées de tous ordres. Ces 
dérivées peuvent être obtenues par différentiation lerme à terme de la série (71). 
On peut également procéder à l'intégration succestiue terme à terme de O à x pour 
— R<z< +R par intégration terme à terme de la série (77). La différen- 
tiation et l'intégration terme à terme d'une série entière ne changent pas 
son rayon de convergence. 

Notons quo l'intervalle (—R, A) peut uussi être un intervalle ouvort 
(— ©, + co), autrement dit, tout ce que nous venons d'énoncer est vulable 
pour le css où le rayon de convorgence de la série (77) est égal À oo, 

En supposant quo: 


(= agtasx Hoazzè LL... ant... (78) 
aous obtenons : 
f'(2)= 0 Has ...+nanen-lt 
l'(D = 20 LGasr+...+n(n—1)anxn2+ 
108 (a)=n Lan + (m4 tn. 32onus Le, 
d'où il résulte que pour z=0: 
ag=f (0), f'@) AC = ‘ 


H= TI : = TGT : ... An 


En mettent cos expressions pour 4», di, au, . . a, daus (78), nous obtien- 
Fons : 


ses O4 TO +. O4 (Res <+R, 


c'est-à-dire que le série entière coïncide avec le développement de sa propre 
somme suivant la formule de Maclaurin. ie 
théorie exposée des séries outières s'étond sans peine eux «érivs 


entières do la formo: 
ao+aç(z— a) Has (z— a) #...+an(x—u +... (78) 


Partout la différence (x — a) joucra le rôlo do x. Le rayon de convorgunce R 
de la série (79) s'obtient on imposant que la série converge pour | z — a | < 
et diverge pour | z — a | > À. Si l'on note par / (x) la somme de le sério (79) 
dans l'intervalle 

—R<z:-—-0< A, (80) 
on obtient pour les coefficients a, l'expression : 
f° (a) __ {0 (a) 
11° ” ni 





ao=f(a), «= .., On ... 
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c'est-à-dire que la série (79) coïncide dans l'intervalle (80) avec le développement 
de sa somme en sérle de Taylor. 


Nous reviendrons à la théorie des séries entières dans le troisième tome 
lors de l'oxposé de La théorio des fonctions d'une variable complexe. 
Comme exemple, il est proposé de déduire de la théorie des séries entières 


les développements des fonctions In (1+x), arc g z, arc sin =, on notant 
que: 


x 


dz 
ercwgs=( , 


x  dz 
arc sin =( VS . 


et d'étudier lo champ d'application des développements obtenus. 


Chapitre V 


FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES 


V-1. Dérivées et différentielles de fonctions 


V-1-1. Notions fondamentales. Dans le paragraphe 111-4] consacré 
aux fonctions de deux variables, nous avons commencé l'exposé 
des notions fondamentales concernant ces fonctions. Maintenant 
nous allons nous occuper des fonctions de plusieurs variables et 
plus particulièrement de la notion de limite. 

Nous considérons qu'une fonction f (x, y) est définie dans tout 
le plan ou dans un certain domaine. De telle sorte qu'à chaque 
point (+, y) de ce domaine correspond une valeur définie f (, y). 
Si on n'examine que les points situés à l'intérieur du domaine, 
on dira qu'il ost ouvert. Si l’on tient compte également des frontières, 
on dira quo le domaine ost fermé. 

Do façon analogue, si on introduit dans l'espace un système 
de coordonnées rectiligne et orthogonal OX, OY, OZ, on pourra 
parler du point 4f de d'éspics de coordonnées (x, y, z) an lieu des 
trois nombres (x, y, z). Admettons que la fonction f (x, y, z) esi 
définie dans tout l'espace ou dans uu domaine de l'espace qui peut 
être ouvert ou fermé. Dans les cas les plus simples les limites du 
domaine (il peut y en avoir plusieurs) seront des surfaces. Ainsi 
par exemple les inégalités 


UET<an D<y<bs <z<c: 

définissent un parallélépipède rectangle fermé dont les arêtes 
sont parallèles aux axes de conrdonnées. Les inégalités : 

GTA h<y<by <z<e 
définissent un parallélépipède ouvert. L'inégalité : 

(— a) + (y— 0 + (2e) <r 

définit une sphère fermée de centre,'(a, b, c) et de rayon r. Si on 
supprime lo signe égal et qu'on ne laisse que le signe <<. on obtient 
une sphère ouverte. La notion de limite et de continuité, pour une 


fonction de trois variables, est définie exactement de la même 
façon que celle utilisée [11-4-4} pour une fonction de deux variables. 
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Pour les fonctions f (ri, z2, ..., +.) de plusieurs variables, 
sin > 3, on perd l'aspect géumétrique de l’espace, cepondant même 
dans ce cas, on conserve souvent la terminologie géométrique. La 
suite des nr nombres entiers (21, æ2, . .., æ,) s'appelle un point. 
L'ensemble de tous ces points forme un espace à r dimensions. Les 
domaines d'un tel espace sont définis par des inégalités. Ainsi, par 
oxemple, Îles inégalités 


CT < di C3 T2 da, cr En En € ns 


» 


définissent un parallélépipède à # dimensions. L'inégalité 
n 


à : (zx — a) &r° 


définit une sphère à r dimensions. On appelle voisinage du point 
(ar, a2, . .., æn) l’ensemble des points définis par l'inégalité 
ci-dessus pour une valeur donnée de r ou par les inégalités |z, — ax | < 
<p (k =1,2,...,n), où p est un certain nombre positif, 

Si la fonction f (x, z2, . .., z,) est définie au voisinage du 
point (@, @o, ..., an), On dit que frs, Ze, . .., nr) tend vers 
une limite À lorsque le point M (x, 22, . . ., 2) tend vers lo point 
Mo ai, @2s : .., dn) et on note 
lim FAT La CRE] Tn)= 4, ou encore lim 1(u Tor CEE Tan) = À, 
EAUX MMo 
si pour tout nombre positif donné e il existe un nombre positif n 
sel que | A — f(x, ze, ..., 2) | Ke, si [ay — 7; | << pour 
= 1,2, ..., #, et on considère que le point 4 (x, æ:, ..., 2) 
ne coïncide pas avec le point M, (&, &, ..., a,). Sif (ri, ze, ... 

+1 4) est définie au point M, (a, &, ..., a,), la continuité 
en ce point est définie par l'égalité [cf. J1-44): 
lim f(Zr Ga ..., %n) = (as, az, ..., an). 
D ed 

Les propriétés des fonctions continues dans un domaine fermé 
qui ont été indiquées [J1-4-1] restont valables. 

Comme dans le cas des fonctions d'une variable [I-2-40], les 
affirmations sur la continuité de la somme du produit el du quotient 
des fonctions continues restent valables. En ce qui concerne le 
quotient, elles restent valables lorsque le dénominatour n'est pas 
aul au point (&, &, .... a). 


V:1-2. Le passage à la limite. Arrêtons-nous plus lunguement à la notion 
de limite en s6 bornant au cas d’uno fonction de deux variables. S'il existe une 


limite : 
lim f(z, y) =4, (1) 
x=a 
vb 
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nous dirons qu'il existe une limite par rapport aux deux variables. Nous savons 
que cela &ignilie [1[-4-1] que f (x, y) tend vers la limite 4, ge que soft la 
façon dont Îo point M (x, y) tend vers M, (e, &). En partiou 


lim f(x, b)=A ot lim/(a, y)=A. (è1 
x vb 


ier : 


Dans lo premior cas M (x, # tend vers #o (a b) suivant une droite parlais 
à l'axe OX, et dans le second cas suivant une droîte parallèle à l'axe OY, Notons 
que l'existonce des limites (2) et de leur égalité n'entraînent pas obligatoi- 
roruent l'existence de la limite (4). A titre d'exemple examinons la fonction 


2y 
et posons a =0 ot b-=0. Nous avons: 
+0 
i » 0)=li u = }i 3 t li : 0, 
ee EE QE NE en 
tandis que la limite (1) n'existe pas dans co cas. En effet, posant mtga,nous 
pouvons écrire notre fonction sous la formo: 


1{z, Dar = por sin @ cos a. (3) 


Si le pos M (x, y) tond vers le point A (0, 0) suivant une droite passant par 
l'origine et faisant un angle &; avec l'axe OX, la fonction { y) exprimée 
par la formule (3) reste constante et sa valeur dépend du choix de &,, d'où il 
résulte que la limito (1) n'existe pas dans le cas considéré. Notons que la for- 
mule (3) ne définit pas la fonction au point même Æ (U, 0). 

En plus du passage à Ja limite & on peut encore examiner des limites 
multiples co ondant au passage à la limite d'abord par rapport à x, y restant 
constant ct différent de b, puis en faisant varier y, soit invorsement : 


lin Dire / Ce, y] ou lim (x, y} (4) 


Il peut arriver que les doux limites multiples existent mais sont différentes. 
Ainsi, par oxemple, pour la fonction 


2428 Lys 
EACZ y =" En £ 


on vérifiora facilement quo: 
lim {lim f(x, y)]=1, Lio (liro / (2, y}]= —1, 
x0 y0 vd x0 
Mais on a le théorème: 
Théorème. Sion a une limite par repport aux deux variables (1) ei 
si pour tout x, suffisamment proche, mais différent de a, on a la limite: 
lim f(#, y)=p(x), (5) 
on a une limite multiple (4) égale à À, c'est-à-dire: 
lim (x) 4. (6) 
x+#0 
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Il résulte de l'uxistance de la limite (1) {11-4-3) que pour tout & positif 
donné il existo n positif tel que 


14A—f(z, v)1<e lorsque ]z—al<n et |y—b|<n, (7) 
de plus, (x, y) est différent de (a, b). Donnons-nous x différent de «à tel quo l'on 


ait | x — a | <n. En tenant compte de (5) et on passant dans l'inégalité {7) à la 
limite par rapport à y, nous obtenons: 


lA—@(z)l<e lorsque |r—al<n et z+e, 


d'où. étant donné l’arbitrairo sur e, un obtient l'égalité (6). 

Remarque. De la même facon, si nous supposons qu'il existe Ja limite 
{0 ‘L que pour tout y suffisammont proche do b et différent de b, il exist une 
iraite : 


lim f(x, y) = ty), 
x 


alors il existe uno deuxième limite multiple (4) égale à À, c'est-à-dire : 
vb 


Si la limito (1) existe et si elle est égale à / (a, b), c'ost-à-diro si A = / (a, b), 
la fonction f (zx, y) est continue au point (a, b), ou, cumume un dit. elle est cun- 
tinuo par rapport aux deux variables au point (r, b). Et d’après (2): 


lim /(z, b=f(a, b), lim (a, y)=f(a, b), 
x Fm d 


c'est-à-dire que la fonction est continue par rapport à chaque variable prise 
isolément au point (a, b) comme nous l'avons déh montré [11-4-11, Par contre, 
la continuité par rapport à chacune des variables n'entraînu pas la continuité 
ar rapport aux doux variables. En effct, délinissons la fonction par la furmu- 
e (3) on dohors de l'origine des coordonnées et posons que f(0,0)=0, Comme nous 
l'avons déjà dit, nous avons 


lim f(x, 0)=0 et lim /(0, y)=0, 
xt yû 


c'est-à-dire que la fonction est continue par rapport à chacune des variables 
au point (0, 0). Mais elle n'est pas continue par rapport aux deux varfables, 
car, comme nous l'avons déjà vu, il n'oxiste pas de limite définio do / (x, y) 
lorsque M (x, y) tend vors Mo Se }. 

Si f (x y} a dans un certain domaino contonant le point (x, y) des dérivées 
partiollos, on a comme on l'a déjà montré ([11-4-2] 


f(x+ 4x, y+4v)— f(x, p)=i.(z+ 04, y+Ay) 4z+ 1) (x, y+014y) Ay 
(0< 0 et 8, < 1). 
Supposons que les dérivées partiolles soient bornées dansledomaine considéré, 


c'est-à-dire que leur valeur absoluc ne soit pas plus grande qu'un certain nombre #f. 
La formule devient alors: 


1f{z+ 87, y +8y)—1(z y) I<AM(GAzi+l ay), 


. : second membre de cotte inégalité tend vers zéro lorsque Az + 0 ot Ay + 0, 
‘0 . 


lim f(2+ Az, y+4y)=7(2, y} 
8x0 
ây=0 
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c'est-à-dire si / (x, y) a des dérivées partielles bornées dans un certain domaine, 
elle est continue à l'intérieur de ce domaine. 

La fonction (3) avec la condition supplémontaire f (0, 0) = 0 est nullo 
sur tout l'axe OX at sur tout l'axe OU Y, ainsi qu'au point M, fo. 0) elle a, évi- 
demment, des dérivées partielles nulles. Aux autres points elle possède aussi 
des dérivées partiviles: 

; Dry 23 — zy3 

1 LL Ps peur , LA (2, y) (224798 JE" 
c'est-à-dire qu'elle a des dérivées partiolles dans tout le plan. Cepondant nous 
avons déjà vu qu'elle n'est pas continuo au point (0, 0). Ceci s'explique par le 
fait que los dérivées partiolles peuvent Dréndre des valeurs aussi grandes qu’on 
veut en valeur absolue lorsque lo point (7, y) tend vers l'origine des coordonnées. 


V-1-3. Dérivées partielles et différentielle totale du premier 
vrdre, En [11-4-2] nous avons introduit la notion de dérivées par. 
tielles ot de différentielle totalo d'une fonction de deux variables. 
Ces notions peuvent être généralisées au cas de fonctions d'un nombre 
quelconque de variables. Par exemple, oxaminons la fonction de 
quatre variables 

w=f(z2, y, 2, t). 
La dérivée partielle de cette fonclion par rapport à r sera la Jimite 


Lim 1h, y,3, LE y, 5, t) ; 
li 0 8 
si ello existe et pour désigner celte dérivée partielle on utilise les 
rymboles : 
fx(z, y, 3,t) soit uw r0 , soit u ; 
De façon analogue on définit les dérivées particlles par rapport aux 
autres variables. 
On appelle différentielle totale de la fonction la somme de ses 
différentielles partielles : 
du à ;: ko 
dv=— dr kg du +3, dz +3 dt 
où dx, dy, ds, dt sont les différenticlles des variables indépendantes 
(grandeurs arbitraires ne dépendant pas de x, y, 2, 1). 
La différentielle ost la partie principale de l'accroissement 
de la function : È 


Aw= f(x dx, y+ dy, 2442, t+dt)— f(x, y, z, t), 
à savoir [cf. 11-4-2j: 
do = do + e, dx re dytesdzdl-e dt, 


OÙ €, 82, Es, 2, tondent vers zéro en même Lomps que dx, dy, dz, dt, 
et en supposant que la fonction 1 a des dérivées partielles continues 
dans un certain domaine contenant le point (x, y, z, t). 
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De la mème façon on peut généraliser la règle de différentiation 
des fonctions de fonction. Supposons par exemple que z, y et z ne 
soient pas des variables indépendantes, mais des fonctions de la va- 
riable indépendante t. La fonction w dépendra dans ce cas de t 
aussi bien directement que par l'intermédiaire de z, y, z et Ja 
dérivée totale de w par rapport à { s'écrira: 


du ôw , êw dr , Gw dy do dz 
HT e ty at d (8) 


Nous ne nous arrêterons pas à la démonstration de cette règle, 
car c'est la répétition pure et simple de co qui a déjà été exposé 
[1]-4-3]. Si les variables x, y, z dépendent en plus de t d'autres 


variables indépendantes, il faut remplacer = ; a & dans le second 


membre de l'équation (8) par les dérivées partielles 5 + # $ = . Dans 


ce cas la fonction w, elle aussi, dépendra en plus de t des autres 
variables indépendantes et dans le premier membre de (8) il faudra 


également remplacer _ par a. Mais cette dérivée partielle est 


différente de la dérivée partielle Le qui est dans le second membre 


de (8) et est calculée seulement dans le cas où w dépend directement 
do €. Pour la distinguer des autres, on représente parfois cette 
dérivée partielle entre parenthèses. De sorte que dans le cas considéré 
l'équation (8) devient: 


êw _{ 8&w Bw 8x , Ow ôy , dw 8z 
F=(%)+æ T'Y NH VE (9) 


Dans le cas d’une fonction d’une seule variable nous avons vu 
que L'expression de sa différentielle du premier ordre ne dépend pas 
du choir de la variable indépendante [11-1-6]. Montrons que cette 
propriété reste vraie dans le cas d'une fonction de plusieurs variables. 

Examinons, pour fixer les idées, le cas d'une fonction de deux 
variables 


z=@(z, y). 


Supposons que z et y sont des fonctions des variables indépendantes 
u et v. D’après la règle de différentiation des fonctions de fonction, 
nous avons 


où Os dej 0e y ds _ de de, 05 y 
Do = 0e du toy du" do 6 do | Oy à” 
Le différentielle totale de la fonction est par définition: 
ô3 êz 
d=— du+ dv. 


25—281 
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En sepurtant les expressions des dérivées partielles, il vient: 

_ 0z [ z êz 02 / y ôy 
Mais les expressions placées entre’ parenthèses sunt les différentielles 
totales de x et y, et nous pouvons écrire: 


ÿz ôz 
dz = + dy, 


c'est-à-dire que la différentielle d'une fonction de fonction s'écrit 
de la même façon que dans le cas où les variables sont indépendantes. 
Cette propriété permet de généraliser la règle d'obtention de la 
différonticlle d'une somme ou d’un produit au cas de fonctions 
de plusieurs variables: 
v du—u dv 


d(ubv)=du+ dr, d(uv)=vdu+u dv, dE = : 


où u et v sont des fonctions de plusieurs variables indépendantes. 
En effet, en utilisant la propriété que nous venons de démontrer 
nous pouvons écrire par exemple : 


d(uo) = 280 qu + 72 do = v du +u de. 


V-1-4. Fonctions homogènes. Donnons la définition d'une fonc- 
tion homogène de plusieurs variables: une fonction de plusieurs 
variables est appelée fonction homogène de ces variables de degré m, 
st en mullipliant ces variables par une grandeur arbitraire t La fonction 
se irouve multipliée par {", autrement dit, si l'identité 


[Gz, ty)=t"1 (x, y) ou f(tz, ty, tz)=1" f(x, y, 2) (10) 


est vériiée pour toutes les valeurs admissibles des variables x, y, 2, t. 
Le nombre m peut être tout nombre réel fixé. Si, par exemple, 
m = _ alors 4 = VE et t doit être positif. Supposons que {an 
fonction f (r, y) exprime un volume quelconque. quezet y soient 
les longueurs de lignes quelconques et que dans l'expression de Ja 
fonction en plus de ces longueurs, figurent des nombres abstraits. 
La multiplication de z et y par t (nombre positif) revient à réduire 
l'échelle de £ fois (pour { > { ou bien à l'augmenter pour £ < 1) 
et il est évident que dans ces conditions la fonction / (x, y) expri- 
mant le volume doit être multipliée par t, c'est-à-dire que, dans 
le cas considéré, la fonction / (x, y) est une fonction homogène du 
troisième degré. Ainsi, par exemple, le volume d'un cône s'exprime 
au moyen du rayon de sa base x et de sa hauteur y par la 


formule v = SAP. Cette fonction sera homogène du troisième 
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degré pour tous les x, y et { réels, de même que tout polynôme homo- 

gène du troisième degré enx ot y, c’est-à-dire un polynôme dontchaque 

terme est'tel quo la somme des exposants dexet y soit égale à trois: 
fe, y)= ar + bay + cry + a. 

Les fractions 


2 |-y$ 2, _z+y 
+ AH  AFR 


sont des fonctions homogènes de degré respectivement égal à 1, 0 
et (—1). Notons que f(x, y) = V2 + y, où le radical est supposé 
arithmétique, sera une fonction homogène du premier degré pour 
tous x et y réels et pour tout £ => 0. En effet 


VE += VER, 
et les deux radicaux sont supposés positifs. 


En différentiant l'identité (40) par rapport à t et en appliquant 
la règle de différentiation des fonctions composées, on obtient 


tfu (u, D) + yfr (u, v) =mtm"1f (æ, ÿh 
où wus=tx ot v={iy. En posant t—1, on obtient : 
fax, y) + vive, y) = mf (2, y), (11) 
ce qui exprime le théorème d'Euler sur les fonctions 
homogènes : 

La somme des produits des dérivées partielles d'une fonction homogène 
par les variables correspondantes est égale au produit de la fonction 
elle-même par son degré d'homogénéité. 

Au cours de la démonstration, nous supposons, évidemment, 
que la fonction f (x, y) possède des dérivées continues partielles 


pour les valeurs correspondantes des variables que nous avons uti- 
lisées dans cette opération. 


Si m = 0, en posant dans l'identité (10) : — 1, nous obtenons : 
1Œn=f(t À) où f@y2=f(1 4,2), 


c'est-à-dire qu'une fonction homogène de degré zéro est une fonction des 
rapports de toutes les variables, sauf l'une d'entre elles, envers ceite 
dernière variable. Souvent, on nomme la fonction homogène de degré 
zéro tout simplement fonction homogène. 


V-1-5. Les dérivées partielles d'ordre supérieur. Les dérivées 
partielles d'une fonction de plusieurs variables sont à leur tour des 
fonctions des mêmes varisbles dont nous pouvons calculer les déri- 
vées partielles. De la sorte nous obtonons des dérivées partielles du 


25° 


388 CH. V. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


second ordre de la fonction initiale qui seront elles-mêmes des fonc- 
tions des mêmes variables et dont la dérivation nous permettra 
d'obtenir les dérivées partielles du troisième ordre de la fonction 
initiale, etc. Ainsi, par exemple, dans le cas d'une fonction de deux 
variables u = f(x, y), en dérivant chacune des dérivées par- 
tielles = et = encore une fois par rapport à x et à y, nous obtenons 


quatre dérivées secondes que l'on note: 


fa (e, y) feu (ze, y) fx (2, y) fin(z, y), 


soit : 
fer v) (zu) fr v) f(x, y) 
êzs ? Ôz8y * ôyôz os 
soit onfin : 


ôtu ô2u tu dîu 
"8x5 * Orôy ' oyér ' op 
Les dérivées fx, (x, y) et f. (x, y) ne diffèrent que par l'ordre 
des dérivations. Dans le premier cas la dérivation s'effectuera 
d'abord par rapport à z puis par rapport à y, tandis que cet ordre 
est inversé dans le second cas. Montrons que ces deux dérivées 
gont identiques, c'est-à-dire que Le résultat d'une dérivation ne dépend 
pas de l'ordre de dérivation. 
Composons l'expression : 
o=f(z+h,y+k)—-f(r+hv)—1f( v+ 4) +1 (2 y). 
En posant : 
plz y)=f(c+h, y)— f(x y}, 
on peut mettre & sous la forme: 
o=tf(c+hy+k)—1(z y+k)—fG+h, y)—1(, v= 
=p(r, y+)— (a y). 
En appliquant deux fois la formule de Lagrange [11-3-7], nous 
obtenons: 
= kpu(z, y+Bk)= Elfes + h, y +01) — fu (x, y + ik) = 
= khf (+ 03h, y +014). 
Les symboles 6, quel que soit leur indice, désignent des nombres 
compris entre 0 et 1. On désigne per f, (x + h, y + 6,k) la dérivée 
partielle de f (x, y) par rapport à y, lorsque z devient x + h et y 
devient y + 6,4. Des notations identiques sont utilisées pour les 


autres dérivées partielles. 
De la même façon, en posant: 


va yv)= fe y+)—f(2 ph 
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oz peut écrire: 
o={f(r+h,y+k)— fat h pie y+4)—1( le 
=p(rz+h,y)—%(x y)= he (z+ 03h, y) = À 
=h{f(z+ 08h, y+k)— fa + 0h, y=hkfa (x +0, y +016). 
En comparant les deux expressions obtenues pour w, nous avons: 


hkfix (+ 6h, y + 04k) = hkfzy (z+ 63h, y + 8,k), 
soit : 
Pas (æ + 02h, y + ik) = fau (x + Oh, y + Ok). 


En supposant la continuité des dérivées secondes et en faisant tendre 
h ot k vors zéro, on obtient : 


Lux (2, V)= feu (2, y). 
Ce raisonnement nous conduit au théorème suivant: 


Théorème. Si f(x, y) a dans un domaine quelconque des 
dérivées continues fi (x, y} et fx, (x, y), en tous les points de ce domaine 
ces dérivées sont égales. 


Éxaminons maintenant deux dérivées du troisième ordre: 


faut, y) et fyxa(z, y), 
qui ne différent que par l'ordre de dérivation. En tenant compte 
de ce que, comme nous venons de le démontrer, le résultat de 
deux dérivations successives ne dépend pas de l’ordre des dérivations, 
on peut écrire: 
_ of. v) 8, (x y) 
fau (&s Y) me Sp ps —aux(r, y)= 
= fyex (2 y)= {re (x, y) 

c'est-à-dire que dans ce cas aussi le résultat d'une dérivation 
ne dépend pas de l'ordre des dérivations. On peut étendre sans 
aucune difficulté cotte propriété aux dérivées de n'importe quel 
ordre et à des fonctions quel que soit le nombre de variables et nous 
pouvons énoncer le théorème général: le résultat de la dérivation 
ne dépend pas de l'ordre dans lequel on effectue les opérations. 

Notons que pour démontrer ce théorème nous avons utilisé en 
plus de l'existence des dérivées leur continuité dans un certain domaine. 

Dans la suite nous supposerons toujours la continuité des déri- 
vées dont nous aurons à parler, et en vertu du théorème démontré 
pour les dérivées d'ordre supérieur, il suffit seulement d'indiquer 
l’ordre r de la dérivée, les variables par rapport auxquelles on dérive 
et le nombre de dérivations par rapport à chacune des variables. 
Ainsi, par exemple, dans le cas d'une fonction w = f (x, y, z, t) 
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on utilise Îles notations: 


67 (>, Y, % t} . 8"w e 
82% 8ÿp où 60" 7 on où as (2+6+y+6=n), 


qui montrent quo la dérivée considérée est da nfèm®e vrère et quo 
l'on dérive & fois par rapport à x, 8 fois par rapport à y, + fois par 
rapport à z, et 6 fois par rapport à £. - 


V--6. Les différentielles d'ordre supérieur. La différentielle 
Wtale du d'une fonction de plusieurs variables est à-son tour une 
fonction des mêmes variables et nous pouvons définir la différen- 
tiolle totale de cette dernière fonction. De la sorte nous obtiendrons 
la différentielle du deuxième ordre d’u de la fonction initiate u qui 
sera elle-mêmo fonction des mêmes variables, et sa différentielle 
totale sera ja différentielle du troisième ordre dx de la fonction 
initiale uw, otc. 

Examinons plus en détail le cas de la fonction u = f(x, y) 
do deux variables x et y et supposons que les variables + et y sont 
dés variables indépendantes. Par définition: 


__ ôf (x, v) ô1 (&_ y) 
RUE VAE GS VNUT HE dy. {12) 
En calculant du nous tiendrons corapto de ce que les différen- 
tielles dx et dy des variables indépendantes doivent être considérées 


commo des conslantes, et par conséquent on peut les sortir de sous 
le signe de diffécentiation : 


= alPitE. n ô (x, w 
= dr a UC d'+ay- ae y _ 
à 
=dz.[2 1er 1) gr + PC Bay] + 


Oz y 
dtf{z. y) d3f (x, y) _ 
+dy [ dy 9x dr + êy dy] 1 


8 


En calculant éxactement de la même façon du, il viont: 
af (x, 95 (x, 
du =D dus + 8 PL EL dut dy + ” 
9° Li LU 
13 Ed dx dy + ne D ds. 


Ces expressions de d'u et d'u nous conduisent à La formule sym- 
bolique sulvante pour une différentielle de n'importe quel ordre: 


d'u (de + du)" f. (13) 
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Cette formule s'explique de la façon suivante: il faut élever à la 
puissance r l'expression entre parenthèses en utilisant Ja formule 
du binôme de Newton, après quoi il faut considérer les exposants 


de = et 7: comme indicateurs de l'ordre de dérivations par rapport 


à x ot à y de la fonction f. 

Nous avons vérifié la formule (13) pour n égal à 4, 2 et 3. Pour 
la démontrer complètement, il faut utiliser la méthode habituelle 
de passage de » à (2 + 1). Supposons quela formule (13) soit valable 
pour une certaine valeur do n. Calculons la différentiolle d'ordre 
(r + 4): 

8 (à 


dti ed (du) = 2 ur 4 2 dy = (a+ dy) d'u, 


où par le symbolo 
(Hér+gu) 
5z ou 7} 
nous désignons généralement : 
"e: Pi À 
dx + à dy. 


En tenant compte de ce que pour d’u nous avons supposé que 
la formule (13) est vérifiée, nous pouvons écrire: 


d'y = (Z dz++ dy) Ce 8 | +0 
(Rata), 


c'est-à-dire que la formule est démontrée aussi pour d"*!u. 

La formule (13) peut être facilement généralisée au cas d'une 
fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes. Nous 
savons [V-1-3] que la formule (13) n'est pas valable uniquement 
dans le cas où x et y sont des variables indépendantes. Maïs pour 
obtenir l'expression de du il est indispensable de considérer que dx 
et dy sont des constantes et la formule (13) n'est valable que dans 
les cas où l'on peut considérer dx et dy comme des constantes, 

Cela sera vrai si x ot y sont des variables indépendantes. Suppo- 
sons maintenant quexet ysoient des fonctions linéaires de variables 
indépendantes z et #: 


z=az+bt+e, y=az+hit+e, 


où les coefficients et les termes indépendants sont des constantes. 
Nous avons alors pour dx et dy les expressions: 


dz—=adz+bdt, dy=a dz+bhdt. 
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Mais dz et dt qui sont des différentielles de variables indépendantes 
sont constantes, par suite on peut considérer que dx et dy sont cons- 
tants, c'est pourquoi on peut affirmer que la formule symbolique (13) 
est vraie aussi bien lorsque x et y sont des variables indépendantes que 
lorsqu'ils sont des fonctions linéaires (polynêmes entiers de 1t" degré) 
de variables indépendantes. 

Si dx et dy ne peuvent pas être considérés comme constants, la 
formule (13) ne sera plus vraie. Examinons l'expression de d°u dans 
ce cas général aussi. En calculant : 


d (2e Z) de) et d (LE y) dy) 


nous ne pouvons plus extraire dx et dy de la différentielle comme 
nous l'avons fait ci-dessus, mais nous devons appliquer Ja formule 
de différentiation d'un produit [V-1-3]. 

Nous obtenons de cette façon: 


due drd 2e D + ayae m4. #16 D aix + UE  Ry. 


La somme des deux premiers termes du second membre de cette 
égalité nous donne l'expression que nous avons obtenue ci-dessus 
pour du et finalement nous obtenons: 


"7 ôf E y) diz+ 9{(z, y) y, (14) 


c'est-à-dire que dans le cas général considéré l'expression de d’u 
contient des termes complémentaires dépendant de dx et de d°y. 


V-1-7, Fonctions implicites. Donnons maintenant les règles 
de dérivhtion des fonctions implicites. Nous supposerons que les 
équations écrites définissent effectivement une certaine fonction 
ayant dés dérivées correspondantes. Nous le démontrerons sous 
certaines conditions [V-1-9]. Si y est une fonction implicite de z: 


F(z, y)=0, (15) 
la dérivée première y’ de cette équation, comme on sait, est définic 
par l'équation [11-4-3]: 

Frs, y)+ Fi, y)y=0. (16) 
L'équation (16) a été obtenue en supposant dans l'égalité (15) 
que y est une fonction de z et en dérivant les deux parties de cette 


équation! par rapport à x. En faisant de même avec (16) nous ob- 
tiendrons une équation définissant la dérivée seconde y”: 


Pas (ae) + 2Fay (2 Vu + Fos (a y + Fa y)y=0. (17) 
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En dérivant encore une fois par rapport à x on obtient une éque- 
tion définissant la dérivée troisième y”, etc. 

Notons que dans les équations ainsi obtenues le coefficient des 
dérivées cherchées de La fonction implicite sora toujours le même, 
à savoir F, (x, y}, c'est pourquoi si pour certaines valeurs de x et 
de y vérifiant l'équation (15) ce coefficient n'est pas nul, le procédé 
indiqué ci-dessus donnera des valeurs définies des dérivées de n'im- 
porte quel ordre de la fonction implicite. Ce faisant on suppose 
évidemment l'existence de dérivées partielles du premier membro 
de l'équation (15). 

Examinons maintenant une équation de trois variables: 


O ( VA 3)= 0. 


Une telle équation définit z comme fonction implicite des variables 
indépendantes x et y et si on remplace z justement par cette fonction 
de x et y dans le premier membre de cette équation, celui-ci deviendra 
identiquement nul. De sorte qu'en dérivant le premier membre de 
cette équation par rapport aux variables indépendantes x et y, 
en supposant que z est fonction de x et y, nous devons obtenir 0: 


Oz, y, 2) + Or y, 7): = 0, 
Dix, y, 3)+ D: (2, 2)zy= 0. 


On peut obtenir à partir de ces équations les dérivées partielles 
du premier ordre z, et z;. En dérivant la première des relations 
écrites encore une fois par rapport à x, nous obtiendrons une équation 
définissant la dérivée partielle z5:, etc. Dans toutes les équations 
obtonues le coefficient de la dérivée cherchée sera ®, (z, y, 2). 
Examinons maintenant lo système d'équations: 


p(z,y,2)=0, p(r y, z)= 0. (171) 


Nous considérerons que ce système définit yetz comme des fonctions 
implicites de x. En dérivant les deux équations du système par 
rapport à x, en supposant que y et z sont des fonctions de z, nous 
obtenons un système d'équations du premier degré pour définir 
les dérivées y’ et z’ de y et z par rapport à zx: 


Ps (x, y, 2)+qu(x, ps 2)-y' + Qu, y, 2)ez = 0, 

Ye, y, 2)+ box, y, z)y + Wie, y, 2)-7° = 0. 
En dérivant encore une fois ces relations par rapport à z, nous 
obtenons un système d’équations qui définit les dérivées secondes 


y" ot z”. En dérivant encore une fois par rapport à x, nous obtenons 
un système d'équations définissant y” et 2”, etc. 
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Les dérivées du nième ordre y"” et 2 seront obtenues à partie 
d'un système du type: 


y (z, v, 2)-y) + qi (x, y, 2) + 40, 
Vu (2, y 2) y) Hp (x, y, z):2 + B=0, 


où 4 et B sont des expressions qui ne contiennent quo des dérivées 
d'ordre inférieur à n. Un tel systèmo ne donnera une solution définie 
uaique, comme il est bien connu en algèbre élémentaire, que si 
Ja condition 


Du (es Vs 2) be (es, y, 2) — rx, y, 2) bi (x, y, 3) #0 
est vériliée. 

Pour toutes les valeurs de x, y et z vérifiant le système (17,) 
et qui vérifient aussi celte condition, le procédé exposé ci-dessus 
donnera des valeurs bien définies des dérivées. 

Si on à un système de m équations avec (m + #) variables, il 
définit en général m variables comme fonctions implicites des n 
variables restantes, et les dérivées de ces fonctions'implicites peuvent 
être obtenues grâce au procédé exposé ci-dessus : dérivation successive 
des équations par rapport aux variables indépondantes. 


V-1-8. Exomple. Examinons à titre d'exemple l'équation : 
az? 4 by? Los=4, (18) 


qui définit z en tant que fonction de x et de y. En dérivant par rapport à 
æ et y, uous obtonons : 


ax l-cr.2, =0 (18) 
et 
by res-3,,=0, (19:) 
d'où 
, _ Lez e by 
HS RTS 


Ea dérivant la relation (19) par rapport à x et y ct colle (19) par rap- 
port à y, on ubtient : 


ahezS l-ezrsæ0, 2,2, Hesse, =0, 
bhor+ez2a=0, 





d'où : ee 
a?x 
Lez? ae i 
£ SES. c3z2 = acz3 + a?r2 
= — — rm 
x cz cz c2zS 
RL OL E 
C2 z c2z3 


; b Leg bcs+ Dtya 
VO es cz 


V-1. DÉRIVEES PT DIFRÉRENTIELLES DB PONCTIONS 895 


Montrons maintenant un autro moyon de calculer les dérivées partielles 
en utilisant la différentielle totalo d'une fonction. Démontrons avant out 
un théorème auxiliaire. Supposons que nous ayons pu obtenir, d'une façon ou 
d'une, autre, l'expression de la différentielle totalo ds d'une fonction de deux 
variables indépendantes + ot y sous la formo: 


ds p dr+-q dy. 
D'autre part nous savons que: 


d3=2, dx Lz, dy. 
En comparant ces deux formules, i] vient : 
pdz ho dy=z. de+s, dy. 


Mais dr et dy, qui sont des différentiolles do variables indépondantes. sant. 
des grandeurs arbitraires. En supposant que dr = 1 et dy = 0, ou bien que 
dx = 0 et dy — 1, on obtiont: 


pes, OÙ gx. 


D'où st la différentielle totale d'une fonction + des deux variables indépen- 
dantes x et y peut être mise sous la forme: 


dz= p dx+ q dy, 
on a p = 7% et q = 2. 
Ce théorème est valable pour une fonction d'un nombre quelconque do 
variables indépendantes. On peut montrer exactement de la même façon que 
si la difjérentielle du deuxième ordre peut être mise sous la forme: 


2 œ r dx8 + 2s dx dy +t dy?, 


= ze = PR t= £14. 
2Phévenans metntonant à l'excraple considéré. Au licu do définir les dérivées 
du premier membre de la reletion (18) par rapport à z et y, calculons sa diffé- 
rontiello on tonant compte de ce quo l'expression de la première différentielle 
no dépond pas du choix dos variablos indépendantes [V-1-3] : 


az de + by dy |-es di =0, (20) 
d'où : 


az by 
di= Se. de dy, 


at donc en vertu du théorème que nous avons démontré: 
; az by 


qe et d'u 5 . 

Caïculons maintonant la différenticlle du premier membre do la relation 
(20) en tonant compto de ce quo dx ot dy doivent être considérés comme dos 
constantes : 


a dr? + b dy?+e d23 tcz dz = 0, 
soit : 


a ba Dm — gr D. Que 
dites ——— der dy 3 ds LL. cz dx & dy 








4 faz by 2 
—— (Set) 
3 +atzs dzt—2 abzy dd _ be + by? dy?, 


a333 c2z3 cizS 
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et par suite: 


acz3 + aîxt c ebzy bez:3+ by3 
TT ES A GR 


Do la sorte, en caloulant La différenticlle d’un ordre quelconque, nous 
obtenons toutes les dérivées partielles de l’ordre correspondant, 


V-1-9, Existence des fonctions implicites, Nos raisunnements avaient un 
caractère formel. Nous avons supposé dans tous los cas qu'une équation ou un 
système d'équations définissent de façon implicite une certaine fonction ayant 
une dérivée. Maintenant démontrons le théorème fondamental d'existence des 
fonctions implicites. 

Examinons l'équation 

F (2, y}=0 (21) 


et indiquons les conditions pour lesquelles elle définit de façon unique y en 
tant que fonction continue b x ayant uno dérivée. . 
Théorème. Soit x me rpety = yo une solution de (21), c'est-à-dire que: 


F(Zor vo) =0; (22) 


supposons que F (zx, y) et ses dérivées partielles du premier ordre par rapport 
àzety sont des fonctionscontinues pour toutes les valeurs de x et de y suffisamment 
proches de +0 et yo et supposons enfin que la dérivée partielle Fy (x, y) ne soit pas 
nulle pour x == x0 et yæ yes. Dans ces conditions il existe une fonction définie 
L (x), pour tout x suffisamment proche de zo, qui vérifie l'équation (21), qui soit 
continue, possède une dérivée et vérifie la condition ÿ (zo) = ye. 

Supposons pour fixer les idéos que Fy (x, y) > 0 pour z = z0, ÿ æ Ye 
Comme nous avons supposé que cotie dérivée est continue, elle sera positive pour 
toutes valeurs z ot y suffisamment voisines de z, et de y», c'est-à-dire qu'il 
existe un nombre positif £ tel quo F (x, y) et ses dérivées partielles sont conti- 


nues ot que 
File n >0 (23) 
pour tout z et y satisfaisant aux conditions: 
Iz—%I<E |y—yol <<. (24) 


De plus, la fonction F (20, y) d'une variable y devient nullo pour y = ÿo 
(22), et c'est une fonction croissante de y dans l'intervalle (yes — &, yo + { 

en. vertu de (23) et de (24). De sorte quo les nombres F (&or vo—i) et F (ze, vo + Î 

seront de signe différent, le premier sera négatif tandis que le second sera posi- 
tif. En tenant compte de le continuité de F (x, y) nous pouvons affirmor [11-4-1] 
quo F (x, ÿo — À) sera he @ et F (x, vs + 1) Sora positif pour tout zx suffisam- 
ment proche de z,, c'est-à-dire qu’il existe un nombre positif /, tel que: 


F(z yo—1D<O0 et F(z yat) >0 (25) 
our [z—zf < 4: Désignons par m le plus petit des deux nombres: { et 4. 
p 


n tenant compto de (24) ot de (25), nous pouvons aflirmer que les inégali 
(23) et (25) sont vérifiées si z ot y véritient les inégalités: 


Ix—zol<m |yvol<i. (26) 

Si nous prenons un + quelconque situé dans l'intervalle (zo — m, ze + m), 
c'est-à-dire vérifiant la première des inéquations (26), F (z, y) on tant que fonc- 
tion de y sera, en vertu de (23), uns fonction croissante dans l'intervalle (vo — 4, 
o + D et, en vortu de (25), sera de sigao contraire aux extrémités de cet 
atervalle., Par suite, ello devicndre nulle pour une valour déterminée unique de y 
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daas cet intervalle. En particulier, si z = zo, d'après (22) cotte valeur y sera 
y = Ye. Nous avons démontré de la sorte l'existence sur l'intervalle (2, — m, 
Ze + m) d'une fonction définie y (x) qui est solution de l'équation (21) et satis- 
fait la condition y (z) = va. Autrement dit, il résulte des considérations 
ci-dessus que pour tout z donné dans l'intervalle fre — m, z + m), l'équation 
(21) a uue soule racine dans l'intervalle (y, — À, vo + D). | 

Montrons maintenant que la fonction obtenue g (x) sera continue pour x = 
23. En effet, pour tout e donné petit et positif F (20, yo — €) et F (zo, Vo + 
d a) seront de signe contrairo [cf (25}} et par conséquent il existera un n posi- 
tif tol que F (z, vo — e)et F (2: vo + Le nt a ce ne 1z— 201 < 
< n, aûtrement dit, pour | + — zo | << n la racino de (21), c'est-à-dire la valeur 
de là fonction trouvée y (x), vérifie la condition | y — yo | << €, ce qui prouve 
la continuité de y {z) pour zx ze. ; , 

Prouvons maintenant l'existonce de la dérivée y’ (x) pour z = zo. Soit 
Az ce 2 — z0 0t soit Ay = y — y, l'eccroissement correspondant de y. Il en 
résulte que s = z9 + Az et y = yo + Ay vérifient l'équation (21), v'est-à-diro 
que F (ze + Az, Vo + Av) =0, et d'après (22) on peut écrire: 


F(t0+A%, vo-+8y)—F (ro, vo) = 0. 
En tenant compte de La continuité des dérivées partielles, on pout écrire 
cette égalité ainsi [1[-4-2): 
LP, (mor Vo) + 21] Az + (F5, (2or vo) + 82] Au =0, (27) 


où & etes-#0 si Az et Ay->0et où nousavons désigné par F, ot F, : 

los Le 4 des dérivées partielles pour z = PA y ie go) la Pvo (So vo) 

que nous avons démontrée ci-dessus fl résulto quo Ay —+ 0, si Az -+ 0. 
L'équation (27) nous donne: 


ây _ Fo (#0 vo es. 

Az Fi, Eo Lo) +e2 ” 
en passant à la limite lorsque Az —> 0 nous obtenons: 
Fee (zo vo) 


Nous avons démontré la continuité et l'existence de la dérivée de la fonc- 
tion y (x) seulement pour z = 2,. Si nous prenons uno autre valeur quelconque 
de & prise dans l'intorvalle (9 — m, x + m) ct la valeur correspondante de y 
dans l'intervalle (ve — ?, yo + 1), valeur qui cst racine de J'équation (21), tou- 
tes les conditions do notre théorème sont vérifiées pour ce couplo de valeurs 
z, ÿ, ot d'après co qui a été démontré y (x) sera continue et aura une dérivée 
nour la valeur choisio de x dans l'intervalle déjà mentionné. 

De la même façon que ci-dessus on pout formuler et démontrer le théorème 
d'existence de la fonction implicite 3 (x, y) définie par l'équation: 


Oz, y, 2)=0. 
Examinons maintenant le système: 
ps, ve 1)—=0, Ÿ(z, 1 3) =0, (28) 


définissant y et : comme fonctions de z. 
Dans ce cas on a Je théorème: 


Théorème. Soitz= ze, ÿ = Yo z = 29 une solution du système (28), 
supposons que Œ (2,y,2), % (x, y, z) et leurs dérivées partielles du premier ordre 





v'(zo)= — 
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sont des fonctions continues de (x, y, z) pour toutes les valeurs de ces variables 
suffisamment proches de (x, Yo, Zo) et supposons que l'expression 


Py Cr vs 2) Pi (as y, 2) — pre 1 2) pm y 2) 


ne soit pas nulle pour x x, y © yo, z = z9. Alors pour loute valeur de x suf- 
fisamment proche de x il existe un système défint de deur fonctions y (z) et 3 (x) 
vérifiant les équations (28) continues, ayant des dérivées du premier ordre ct 
salisfatsant à la condition y (xo) = fo 2 (to) = %0. 

Nous ne nous arrêterons pas à La démonstration de ce théorème. Au tome 111 
nous étudiorons lo cas général d'an nombre quelconque de fonctions à un nombre 
quelconquo de variables. 


V-1-10. Courbes dans l'espace et surfaces. Commençons par 
indiquer certains faits connus en géométrie analytique. Soit un 
espace à trois dimensions rapporté à des axes rectilignes perpendicu- 
laires OX, OY, OZ, de sorte que chaque point est déterminé par 
les coordonnées x, y, z. Soit a, b, c un ensemble ordonné de nombres 
dont l'un au moins est différent de zéro. Il lui correspond deux 
directions opposées dans l'espace dont Les cosinus directeurs (los 
cosinus des angles formés par ces directions avec les axes OX, OY, 
OZ) sont proportionnels aux nombres (a, b, c). 

Los cosinus mentionnés s'expriment par les formules 


cos a —= 


a b 
ever PE : 


€ 
Mars ES 


Le choix du signe du radical (supérieur ou inférieur) détermine 
l'une des deux directions opposées. 

Soient deux ensembles ordonnés de trois nombres (a, b, c) ct 
(a, b1, 1). L'égalité 


aa + bb, + cc; =0 
exprime {a condition d'orthogonalité des directions qui lour corres- 
pondent. 
On sait en géométrie analytique qu'à toute équation de trois 
variables : 
Fr, y, 2) =0, (29) 
ou sous forme explicite : 


z= f(x, y) (30) 


correspond en général une surface dans l’espace rapparté à des. axes 
de coordonnées normaux OX, OY, OZ. 

Une ligne dans l’espace peut être considérée comme l'intersection 
de deux surfaces et par suite peut être définie par l'ensemble des 
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deux équations: 
Fi(z, y, 2)=0, PFefx y z)=0. (31) 


Autrement on peut définir uno courbe sous forme paramétrique au 
moyen des équations: 


æz=q(t), y=ÿ(t), z=0o(t). (32) 


La longueur de l'arc d’une courbe, de même que dans lo cas d'une 
courbe plane, est définie commo la Jimite de la longucuc des seg- 
ments des lignes brisées inscrites dans cet arc lorsque chacun 
de ces segments tend vers zéro. Des raisonnements que nous ne repro- 
duirons pas, car ils sont absolument analogues à ceux que nous 
avons faits [111-338] dans le cas d’une courbe plane, montrent que 
la longueur d'un tel arc s'exprime au moyen d’une intégrale définio 


s= se V' (x) + (dy) + (dzÿt = ne V q()+ 4 (6) +0" (1) à, 
(33) 


où f, et £, sont les valeurs du paramètre { qui correspondent aux 
extrémités M1 et M: de l'arc et la différentielle de l'arc s'écrit : 


ds =} (dx) + (dy)* + (dz)*. (34) 


Si c'est la longueur de l'arc s de la courbe qui joue le rôle du 
paramètre ?, en prenant pour origine un point bion défini de la courbe, 
on peut montrer, de la même façon que dans le cas de la courbe plane 


171-5-1], que les dérivées — ; & ; ë sont égales aux cosinus directeurs 


de la tangente à la courbe, c’est-à-dire qu'ils sont égaux aux cosinus 
des angles formés par la direction positive de cette tangente avec 
les axes de coordonnées. D'après (82) et (33), nous obtenons pour 
ces cosinus les formules: 


cos G = : (#) | 
+ Vo EG) +#70)+0 710) | 
cosf = {) (35) 


+ V0 +VP26+07) 
& (6) 


TV nivo tort 


en choisissant le signe du radical en conformité avec la direction 
de la tangentce. 

Ci-dessus nous avons supposé que les fonctions (32) ont des dé- 
rivées continues dont l’une au moins n'est pas nulle. 
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De la sorte, les cosinus directeurs de la tangente à la courbe au 
point (x, y, 2) sont proportionnels à œ@’ (f), 4” (£), w’ (£) ou à dx, 
dy, dz, et l'équation de la tangente pout être mise sous la forme: 

X—s _Y=y _ Z—: 








dx dj à (36,) 
soit : 
X—z _Y—y _Z—: 
op’ {#) — Ÿ’ {e) — ru (t) L (36) 


Introduisons maintenant une notion nouvello: la notion de plan 
tangent à une surface: 
F(x, y, 2)=0. (37) 


Soit M, (To, Yo+ Zo) un point quelconque de cette surface et L une 
ligne (32) de la surface passant par le point HM,, aussi bien que pour 
un certain £{ = f nous avons zo = 9 (fe), Yo = (ti), Zo = © (ts). 
Supposons que la fonction (37) possède au point M, et à son voisi- 
nage des dérivées partielles continues par rapport à x, y et z dont 
l'une au moins est différente de zéro. Que les fonctions (32) aient 
Le propriété analogue pour £ = {4 au voisinage de cette valeur éga- 
ement. 

Comme L est sur la surface (37), en rapportant (32) dans le pre- 
mier membre de l'équation (37), nous obtiendrons l'égalité par 
rapport à {. En dérivant cette égalité par rapport à £, nous aurons 


Fee, y, 2)9"(t)+ Fox, y, 2) Ÿ'(E)+ Fix, y, z)o’(t)=0, 
où il faut substituer à x, y, z les fonctions (32), et au point M, 
Pa(xo, Yor Zo) ® (to) + Fy (Go, Yos 20) D’ (to) + Fs (to, Yo Zo) ©’ (to) == 0. 


Nous avons vu que ®° (to), 4° (to), ©’ (4) sont proportionnels aux 
cosinus directeurs de la tangente à la ligne Z au point M, et l'éga- 
lité (33) montre que la tangente à toute ligne L située sur la surface 
(37) et passant par le point 4, est perpendiculaire à une certaine 
direction déterminée ne dépendant pas du choix de Z, dont les 
cosinus directeurs sont proportionnels aux nombres F, (to, Yo, 20), 
Fy (Zos Vos Zo)r F2 (Zo, Yo, 20). Nous voyons de la sorte que los 
tangentes au point M, à toutes les lignes situées sur la surface et 
passant par Îo point M, sont sur un seul et même plan. Cette 
surface s'appelle plan tangent à la surfaco (37) au point M4. 
Elle passe, évidemment, par le point 4,. Soit 


A(X—2) + B(Y—y)+C(Z—20)=0 (39) 
l'équation de ce plan. On sait de la géométrie analytique 


que les coefficients À, B, C doivent être proportionnels aux cosinus 
directours de la normale à cette surface, c'est-à-dire que dans le 
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cas présent, ils sont proportionnels à F, (ro, Yo, 2), Fy (Zos Yos ); 
Fr (Go; Vos 20): par la suite, au lieu du point M (to, Yo, Zo) nous 
emploierons la notation générale du point M (x, y, 2). Ainsi, 4, B 
ct C doivent être proportionnels à F;(z, y, z), Fix, y, 2), 
Fi (æ, y, 2) et, par conséquent, l'équation du plan tangent à la surface 
peut être mise finalement sous la forme: 


Fr es y, 2)(X—x)+ Fix, y, 2) —y)+ 
+ F2 (x, y, z)(Z2—2)=0, (40) 
où X, Y, Z sont les coordonnées du point courant du plan tan- 
gent et zx, y, z sont les coordonnées du point de contact M. 
La normale au plan tangent passant par le point de contact 
M s'appelle normale à la surface. Ses cosinus directours sont pro- 
portionnels, comme nous venons de le voir, aux dérivées partielles 


Fxte, y, 2), Fix, y, 2), F2 (x, y, 2) et, par conséquent, l'équation 
de la normale sera: 


Fi (se Y 2) Æ F,,(& ÿ 2) ER F, (2, WE) (41) 


Si la surface est donnée par une équation explicite: 2=f (x, y), 
l'équation (37) sera de la forme : 
F(z. ÿs 2)=f(x, y)—z=0, 
et, par conséquent, 
F;(z, y, 2)=fx (y), Fils, y, z)=fy(z, y}, Fix, Y, #)== — 1. 
En désignant, comme d'habitude, les dérivées partielles /: (x, y) 


et f, (x, y) par les symboles p et qg, on obtient l'équation du plan 
tangent 


P(X—z)+q(Y—-y)—(Z—2)=0 (42) 
et de la normale à la surface 
Z—2 Y—y = Z—32 





(43) 
Pour l'ellipsoïde 
am y 22 
rartortor=i 
l'équation du plan tangent en un certain point do celui-ci (z, y, z) sera: 
2z 
a+ o-p+ 220, 
soit : 
zX yY , xZ à y? , z? 
at ton ar ton tor 
26—281 
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Le second membro de cetto équation est égalo à l'unité car les coordonnées 
du pois de contact (x, y, z) doivent vérifier l'équation de l'ellipsoïde ot en 
fin de compte l'équation du plan tangont sera: 


zX yY , 22 
tete t 


V-2. Formule de Taylor, maxima et minima d’une 
fonction de plusieurs variables 


V-2-1. Généralisation de la formule de Taylor au cas d’uue fonction 
de plusieurs variables indépendantes. Pour simplifier les notations 
limitons-nous au cas d’une fonction f (x, y) de deux variables indé- 
pendantes. La formule de Taylor donne le développement de 
(a+ h, b +) en série de puissances de À cet 4 qui sont les accrois- 
sements des variables indépendantes [IV-2-2]. Introduisons uno 
nouvelle variable indépendante t en posant : 


æ=a+tht, y=b+kt. {i) 


Nous obtenons de la sorte une fonction d'une variable indépen- 
dante f: 


p(t)=f(, y)=f(a+ht, b+kt), 
avec : 


p(0)=f(a, b) et p(i)=f(a+h, b+k). (2) 


En utilisant la formule do Maclaurin avec le reste de Lagran- 
ge, on a (IV-2-2): 


p(epo)+0+E0,.. Lao, 
+ PSE (0 << 0 < 1). (3) 


Exprimons maintenant les dérivées g(®) (0) et q{"*1) (6) au moyen 
de la fonction f (x, y). Il résulte de (1) que x et y sont des fonctions 
linéaires d’une variable indépendante f et 


dr=hdt, dy=kt. 


Nous pouvons donc utiliser la formule symbolique pour définir 
la différontielle de n'importe quel ordre de la fonction œ (t) (V-1-8]: 


Pete (de+ du)" fe = (rte) fe y) dr, 
d'où 


pr) (= 20 - (» + +)? 16, y). 
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Pour £ = 0 nous avons x = a et y = b, pour £ — 8 nous avons 
z=a+6h et y = b + 6k, d'où: 


pt) (0) = (x + +)" 16, D=(n + ke) 1(e, y} [== Ù 


qtr+1) (6) = (4 +4 +) 1e +0h, b+0k). 


En portant ces expressions dans la formule (3) et en tenant compte 
de (2), on obtient finalement la formule de l'aylor: 


F4 b+R)=f (a, d)+ (à EE) fa, + 


te) Pre +... +L (a +es) "10, + 


4 ô ô \in+1) 
+po (+) rea+0n, b+0). (4) 


En remplaçant dans cette formule à par x et b par y et en 
désignant les accroissements k et X des variables indépendan- 
tes par dx et dy, et l'accroissement de la fonction, c'est-à-dire 
fe + dx, y + dy) — f(x, y), par Af(x, y), on peut mottre la 
formule sous la forme: 


Af( y)=df(x, +04. En + 


dnNf(z, y) 
+[ +1)! 1. ge 


Le second membre de cette formule contient les différentielles des 
différents ordres de la fonction f (x, y) et dans le reste on a in- 
diqué les valeurs des variables indépendantes qu'il faut introduire 
dans les dérivées du (2 + ee ordre qui figurent dans ce terme. 
Comme dans les cas d'une fonction d'une variable indépendante, 
la formule de Maclaurin qui donne le développement de la fonction 
1 (x, y) en série de puissances de x, y s'obtient à partir de la formule 
de Taylor (4) si on pose: 


a=0, b=0; h=zx, k=y. 


En obtenant la formule (4) nous avons supposé que la fonction 
Î (&, y) avait des dérivées partielles continues jusqu'à l'ordre (n+1) 
dans un certain domaine ouvert contenant le segment de droite 


28» 
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joignant les points (cu b) et (a + k, b + k). Lorsque £ varie de 0 
à 4, le point variable + = a + ht, y — b + kt décrit co segment. 
Pour n = 0 on obtient la formule des accroissements finis: 


fla+h, b+k)—f(a, b)=hfa(e+0h, b+0k)+kfè(a+ 0h, b+ 04). 
Il en résulte comme en [11-3-7] que si dans un certain domaine, les 


dérivées partielles du premier ordre sont partout nulles, la fonction 
est constante à l'intérieur de ce domaine. 


V-2-2. Conditions nécessaires d'existence des maxima et minima 
d'une fonction. Supposons que la fonction f (x, y) est continue au point 
(a, b) et dans son voisinage. Comme dans le cas d'une variable 
indépendante nous dirons que £a fonction f (x, y) de deux variables 
indépendantes atteint un maximum au point (a, b), si la valeur de 
Î (a, b) n'est pas plus petite que les valeurs de la fonction aux points 
voisins, c'ost-à-dire: 


Af=f(a+h, b+k)—f(a b)<0, (5) 


pour tout h et k suffisamment petits en valeur absolue. 
De la même façon nous dirons que La fonction f (x, y) atteint 
un minimum pour x =aet y = b, si 
Af=f(a+h, b+Kk)—f(a, b)>0 (51) 
pour toutes Les valeurs h et k suffisamment petiles en valeur absolue. 
Ainsi, soit x = a, y = b les valeurs des variables indépendantes 
pour lesquelles la fonction f (x, y) atteint le maximum ou le mini- 
mum. Examinons la fonction f(x, b) de la variable indépendante x: 
par définition, elle doit atteindre Je maximum ou le minimum pour 
z = a, c'est pourquoi sa dérivée par rapport à x pour z = a doit 
êtro nulle ou bien elle ne doit pas exister {11-3-2]. A l'aide d'un 
raisonnement identique on vérifiera que la fonction dérivée f (a, y) 
par rapport à y doit être nulle ou ne pas exister au point y = b. 
Ainsi nous obtenons la condition nécessaire d'existence d’un maxi- 
mum ou d'un minimum: La fonction f (x, y) de deux variables indé- 
pendantes peut passer par un marimum ou un minimum seulement 
pour les valeurs de x et y pour lesquelles les dérivées partielles du premier 


ordre 1@9 et es) sont nulles ou n'existent pas. 


En faisant varior seulement x ou y on peut affirmer, selon [11-3-2], 
que lorsqu'il existe des dérivées du second ordre, la condition né- 


2 
cessaire pour qu’ilexiste un maximum est Er <Oct “En < 0, 


et la condition nécessaire pour qu'il y ait ur minimum est PE >90 
f(x 
et en > 0. 
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Les raisonnements précédents restent valables dans le cas d'une 
fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes. 
Nous pouvons alors énoncer la règle: 

Une jonction de plusteurs variables indépendantes passe par un 
mazimum ou un minimum seulement pour les valeurs des variables 
indépendantes pour lesquelles les dérivées partielles du premier ordre 
sont nulles ou n'existent pas. Dans la suite nous nous limiterons à 
l'étude du cas où les dérivées indiquées existent. 

La différentielle du premier ordre est égale à la somme des pro- 
duits des dérivées partielles par rapport aux variables indépendantes 
par les différentielles des variables indépendantes correspondantes 
[V-1-3]), et nous pouvons dire que pour Les valeurs des variables indé- 
pendantes pour lesquelles la fonction a un maximum ou un minimum, 
sa différentielle du premier ordre doit être nulle, Cette formulation 
de la condition nécessaire est commode car l'expression do la diffé- 
rentielle du premier ordre ne dépend pas du choix des variables 
{V-1-31. En apnulant les dérivées partielles du premier ordre, nous 
obtenons un système d'équations à partir duquel on détermine 
les valeurs des variables indépendantes pour lesquelles la fonction 
peut passer par un maximum ou un minimum. Pour résoudre com- 
plètement cette question il faut encore examiner les valeurs obtenues 
pour décider si la fonction passe effectivement, pour ces valeurs 
des variables indépendantes, par un maximum ou un minimum, 
et si oui, s'il s'agit d’un maximum ou d’un minimum. Au paragraphe 
suivant nous montrerons comment on effectue cette recherche dans 
le cas de deux variables indépendantes. 


V-2-3. Etude du maximum et du minimum d'une fonction de 
deux variables indépendantes. Soit le système d'équations : 


of (ze y) ôf (x, y) 
6z] =0, 7 =0, (6) 


exprimant les conditions nécessaires pour maximum ou minimum, 
nous donne les valeurs x — «a et y — b à étudicr. Supposons 
que f (x, y) a des dérivées partielles continues jusqu'au deuxième 
ordre au point (a, b) et au voisinage de ce point. 

D'après Ja formule de Taylor (4) pour #7 = 2 nous avons: 


fa+h, b+H=f(a, 0)+-G 8 4 ME 4 


1 ré (2, y) af (x, y) &1f (x, y) 
+ [se 2 SEE + GE 


Le 
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Ea tenant compte de ce que x = & et y = b sont solutions du 
système (6), nous pouvons écrire cette égalité sous la forme: 


Af=f(e+h, b4+#)—f(0, D = 2 

1 1 0 (: v) 1 (2, y) f (2, y) 

=+ [En +2 TE bn + LE Le . (7) 
Posons : 


r=VRER, hercosa k=rsina. 


Pour des valeurs absolues petites de À et X, r sera petit et ré- 
ciproquement, et les conditions h ct k—>0 d’une part et r->0 d'autre 
part sont équivalentes. 

La formule (7) peut alors s'écrire: 


2 
Af = [ÉLE:2 cost a+ 2 ED cos a sin a+ 


D1f (Er 9) 
+5 sin? &@ . (8) 
7 Late 


En tenant compte de la continuité des dérivées du second ordre 
et en considérant que » et k, ou, ce qui revient au même, r sont des 
infiniment petits, nous pouvons affirmer que les dérivées dans le 
second membre de la formule (8), calculées pour les valeurs de a+ 8h, 
b + 64 qui diffèrent d’un infiniment petit de & et b, diffèrent elles- 
mêmes d’un infinimont petit des nombres 

#f (a, b) of (a, b) _ &f (a, b) 
Dai A Gao PB» as Ci 
c'est pourquoi on peut remplacer dans le terme entre crochets de (8) 
les coefficients des cos? &«, cos & sin & et sin* & respectivement par 


Au, 2B+e, C+es, 

où e,, 2, e, deviennent des grandeurs infiniment petites en même 
temps que À et À (ou que r). 

On peut alors écrire la formule (8) sous la forme: 

Af= [4 cos! a + 2 sin @ cos a + C'sint &+ €), (9) 
où 
e— 8, C0? a + 28, cos « sin & + es Sin & 

est un infiniment petit en même temps que = et À (ou que r). 

De la définition du maximum et du minimum il résulte que si 
le second membre de (9), pour toutes les valeurs suffisamment petites 


de r, est négatif, les valeurs x = a et y = b définissent un maximum 
de la fonction f (x, y) : s'il est positif, on a un minimum de la fonction; 
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si enfin pour les valeurs de r arbitrairement potitos le sscond membro 
de (9) peut être aussi bien négatif que positif, il n’y a ni maximum, 
ni minimum correspondant au point = a, y = b. 
Lorsqu'on examine le signe du second membre de l'égalité (9), 
on peut rencontrer les quatre cas suivants: 
I. Si le trinôme 
À cos* a + 2B sin « cos «+ C sin? « (10) 


n'est jamais nul quelle que soit la valeur de &, en tant que fonction 
continue de & il conserve un signe constant ([11-2-3]. Supposons qu'il 
est positif. Dans l'intervalle (0, 2x) cette fonction continue passe 
par sa valeur la plus petite (positive) rm. Etant donné la périodicité 
de cos «& et de sin &, cotte valeur la plus petite de m aura lieu pour 
toute valeur de &. La grandeur | & | pour toutes les valeurs suffi. 
samment petites de r est plus petite que m, et alors le signe du second 
membre de l'égalité (9) est défini par le signe du trinôme(10), c'est-à- 
dire qu’il sera positif et dans ce cas nous aurons un minimum. 

II. Supposons maintenant que le trinôme (10) ne soit jamais nul, 
quelle que soit la valeur de & et qu’il soit toujours négatif. Supposons 
que m est la plus petite valeur (négative) de ce trinômo dans l'in- 
tervalle (0, 2x) de variation de &. La grandeur | e | pour des valeurs 
suffisamment petites de r est plus petite que m, alors le second membre 
de l'égalité (9) sera toujours négatif, c'est-à-dire que dans ce cas 
nous aurons un maximum. 

III. Supposons ensuite que le trinôme (10) change de signe, que 
pour & =&4, il soit positif et égal à +m, et que pour « = «, il est 
négatif et égal à —m2. Pour toutes les valeurs suffisamment petites 
de r, | e | sera plus petit que m; ot m2. Pour de telles valeurs de r 
et pour & = «, ou a: le second membre de l'égalité (9) aura un signe 
défini par le signe du trinôme (10), c'est-à-dire qu'il sera positif 
pour & = «, et négatif pour « = «2. De la sorte que dans le cas 
considéré le second membre de l'égalité (9) peut être aussi bien 
positif que négatif pour des valeurs arbitrairement petites de r, 
c'est-à-dire que dans ce cas nous n’aurons ni maximum, ni minimum. 

IV. Supposons enfin que le trinôme (10) qui conserve un signe 
constant puisse s'annuler pour certaines valeurs de «&. Dans ce cas, 
sans examiner davantage le signe de &, nous ne pouvons tirer aucune 
conclusion quant au signe du second membre de l'égalité (9), et ce 
cas reste douteux dans notre étude. 

Ainsi tout a été réduit à l'examen du signe du trinôme (10) lors- 
que «& varie et nous indiquerons des critères simples permettant de 
vérifier auquel des quatre cas nous avons affaire. 

a) Supposons tout d'abord que À 5 0. Mettons le trinôme (10) 
sous la forme: 


(4 cos a+B sin D + (AC —B?) sin? œ . (11) 
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Si AC — B? est positif, le numérateur de la fraction écrile est 
la somme de deux termes positifs qui ne peuvent pas s’annuler 
simultanément. En effet, le second terme s'annule seulement si 
sin & — 0, mais alors cos & — + 1 et le premier terme devient 4? =£ 0. 
De sorte que dans le cas considéré le signe de 41) est le même que 
celui de À ot, par suite, pour À => 0 nous aurons le cas (I), c'est-à- 
dire un minimum et pour À < 0 on a le cas (II), c'est-à-dire un 
maximum. 

b) Supposons encore que À = 0, mais que AC —B soit négatif. 
Le numérateur de la fraction (41) scra positif si sin & = 0 et négatif 


pour cotg & = — 2 , C'est pourquoi dans les conditions indiquées 


nous aurons le cas (IIT), c’est-à-dire qu’on n'aura ni maximum ni 
minimum. 

c) Si pour 4 0 nous avons AC — B? = 0, le numérateur 
de Ia fraction (11) se réduit au premier terme et, étant toujours 
positif, devient aul pour cotg « = —7, c'est-à-dire que dans 
ces conditions nous avons le cas douteux (IV). 

d) Supposons maintenant que À = 0 mais que B #4 0, le trin6- 
me (10) peut alors s'écrire: sin « (2B cos & + C'sin à). Pour les 
valeurs de & proches de zéro, l'expression entre parenthèses garde 
un signe constant identique à celui de B et le terme sin & a un signe 
différent suivant que «& est plus grand ou plus petit que zéro, c'est- 
à-diro qu'on a le cas (T{I) où il n'y a ni maximum ni minimum. 

e) Supposons enfin que À — B = 0. Alors le trinôme (10) se 
réduit au seul terme C sin? & et, par conséquent, peut s'annuler 
Sans changer de signe, c'est-à-dire qu'on a le cas douteux. 

En tenant compte de ce que dans le cas d on a AC — Bt < 0 
et dans le cas e nous avons AC — B? — 0, on peut énoncer la règle 
suivante: pour obtenir les mazima et les minima à l'intérieur d'un 
domaine en supposant que la fonction f (x, y) y soit continue et possède 
des dérivées continues du second ordre, il faut écrire Les dérivées partielles 
fx (x, y) et fi (x, y) et résoudre le système d'équations: 


fe, y)=0, fu(æ, y)=0. 
Soit x=a, y = b une solution quelconque de ce système. En posant: 


f(a, bd) &f{a, b) o%f (a, b) 
êai = À, da db =B, de 


on détermine la solution d'après le schéma suivant: 





0 


cas 
douteux 
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V-2-4, Exomples. 1. Examinons uno surface z = f(x, y). L'équation du 
plan tangent sera [V-t-10): 


P(X—z)+q(—y)—(Z—:)=0, 


où p et g représentent les dérivées partielles fx (x, y) et fu (x, y). 

Si pour certaines valeurs z = a et y © b le fonction z passe par un maxinium 
ou un minimum, le point correspondant est un sommet de la surface : en un tel 
point le plan tangent doit être parallèle au plan XŸ, c'est-à-dire que les 
dérivées partielles p ot g doivent s'annuler ot la surface doit être située d'un 
côté du plan tangent, uu voisinage du point de contact (fig. 163). Mais il 





Fig. 163 


peut arriver quo p et gs'annulent en un certain point, c'est-à-diro que lo plan 
tangont soit parallèle au plan X YŸ mais la surface au voisinago de co point est 
gitu6a des ue côtés du plan tangent, ot dans co cas pour des valeurs 
définies de z ot do y la fonction z ne passera ni par un maximum ni par un 
Indiquons oncoro une éventualité qui peut avoir lieu dans le cas que nous 
avons appelé douteux au p aphe précédent. Supposons que pour x = 4, 
= lo plan tangont est parallèle au plan X Y et la surface est située d'un côté 
du plan tangont mais a on commun avec lui une ligne passant par le point 
de contact. Dans ce cas la différence: 


f@a+h, b+%)—1f (a, b), 


no changeant pas de signe pour dos valeurs absolues de À et k suffisammont 

Dettes, Jours s'anaulst, bien que À ou & no soient pas nuls, Il est facilo de 

réaliser co cas, on s'imaginant par exemplo un cylindre.dont l'axo ost parallèle 

au plan XY. Dans ce cas on dit aussi quo la fonction f (x, y) a un maximum ou 
un minimum pour z=4a ot y = 6 [V-2-2]. 

La surface 
z2 y? 
TT À 


est un paraboloïde hyperbolique. En annulant les dérivées partielles de : par 
rapport à et à y on obtient x = y = 0, et le plan tangent à la surface 
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à l'origine des coordonnées coïncidera avec ls plan XY. Considérons les dérivées 
partielles du second ordre: 


ê?z 1 ô2z 0 
"623 at roy  ” 
d3z = 1 
[05 hi! 

par conséquont, nous avons: 





1 
AC— Ba —ÿy < 0, 


c'est-à-dire que pour x = y = 0 la fonction £ n'a ni maximum ni minimum 
et au voisinage de l'origine dos coordonnées la surface est disposée de part et 
d'autre du plan tangent (fig. 164). 

2. Sur une surface on se donne n points #1 («, bn) (6 m1,2,... a: 
On cherche point M tel que la somme des produits des nombres positifs donnés 
m4 par le carré des distances du point 4f aux points M, suit minimum. Soit (x, y) 
los coordonnfos du point # cherché. La somme considérée sera : 


n 
wæ 2 QE ant + 81. 
En annulant les dérivéos partielles wx et wy, il viont: 


Mas +7 +... À-Mnün mabs+ mabrr + Mnôn 
Le = . 12 
mitmate+mn *  Ÿ mt mat... + Mn au 
On pout facilomont vérifier que dans le cus considéré À ot AC — 8? seront 
positifs ot quo, par conséquent, un minimum w correspondra offectivement aux 
valeurs trouvées do z ot y. Ce minimum ost la valeur la plus petito de w dans 
lo plon (x, y) car w + + lorsqu'on éloigne indéfiniment le point (x, y). 
Si les points Æf; sont dos points metériels de masse my, a formule (12) 
définit les Coordonnées du centre de gravité pour le système des points Mi. 


Y-2-5. Remarques supplémentaires sur Ja recherche des minima ct des 
muaxima d'une fonction. raisonnements précédonts peuvent se généraliser 
au cas d'un plus grand nombre de variables indépondantos. Soit une fonction 
de trois variables indépondantes } (x, y, z). Pour trouver les valeurs des varia- 
bles indépendantes pour losquelles cotte fonction passe par un maximum ou un 
minimum, nous dovons résoudre un système do trois équations avec trois incon- 
aucs {V-2-2]: 

feu z)=0 fi(my:)=0, ff; y 2)=0. (43) 


Soit ze a, £ == b, z= c une dos solutions du système. Exposons brièvement 
le moyen d'étudier ces valeurs. La formule de Taylor nous donne l'accroisso- 
mont d'uno fonction sous forme d'une sommo de polynômes homogènes dévelop- 
pés suivant les puissances des accroissemonts des variablos indépendantes : 


8j (a, b, c) &f(a, b,c) ,, êf(a, b,c) 
SR ae Te 


+7 (et DSP 500,8, 94.4 


1 ô â 4 \(n+1) 
+ (te 49 jco+0p, 5408, 640) (O8 < 1). 


(44) 
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Los valeurs x = a, y = b, z = c vérilient les équations (13). Par suite: 
of (a, b, c) of (a, b, c) ‘ôf (a, b, €) 
PERD ie ds Cm 


Si l’ensemble des termes du second ordre par rapport à à, k, { 


4 à ê ê \(2) 


s'annulo seulement pour h = k = ! = 0, lo signe du second membre do (14) 
pour h, k, ! suffisamment potits on valeur absolue est le même quo celui de (15), 
ot si co signo est (+) , f (a, b, c) est un minimum de la fonction f (x, y, 2), si 
c'est (—), nous avons un maximum. Si l'expression (15) pout avoir des signes 
différents, f (a, b, c) n’est ni un maximum, ni un um de la fonction. 
Si enfin l'expression (15), sans changer de signe, s’annulo pour certaines valeurs 
de À, k, L différontes de À = k = l = 0, on a le cas douteux et ik faut étudier 
ie Ro membre de (44) des termes qui ont un degré supériour à deux 
en À, et LE. 

Éffectuons l'examon complet de co cas douteux dans l’oxemplo particulier 
de deux variables indépendantes: 


uma —2sy + y + y, 
Les valeurs z = y = 0 rendent nulles les dérivées partiolles = ot Fe . Do plus, 
nous avons: 
2 
A du 2, B ou du 


0 le0 "62 dy mp2 Cr) 2 
ye0 v=0 yæ=0 
AC—Bt=0, 


c'ost-à-diro quo nous sommes dans lo cas doutoux, Une particularité caracté- 
ristique de ce cas ost quo l’ensomblo des termes du second degré dans l'expression 
do la fonction w est un carré parfait ct nous pouvons écrire 


u=(z—y)+(29+ y). 


Pour z = y = O0, u devient nul. Pour examiner le signe do u pour x ct y 
voisins de zéro, introduisons Les coordonnées polaires: 


Z=rCcOSA, yæmrsin«. 
En romplaçant x ot y par icurs valeurs, il vient: 
usa r2 [(cos &— sin a)2+ r (cos? &+-sin a)]. 
Pour touto valcur deæ dans l'intervalle (0, 2x), différente de + ot do >. 
cos a — sin & 5 0, 
ct pour toute valeur de & on peut chofsir un r, positif tel quo pour r < ro l'ox- 
pression entre crochets soit positive. Si a+ , l'expression restera positivo, 


anais pour ao elle deviont négative et, par conséquent, pour z = y = 0 


la fonction w n'aura ni maximum ni minimum. 
Examinons maintenant ja fonction: 


u=(y— 22} 256. 
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11 est facilo do vérifier que pour x = y = 0 les dérivées partielles 5 CEA 


s’annulent ot quo nous sommes dans lo cas douteux. En prenant z arbitrairement 
petit ot on posant y = x? on voit que la fonction u devient (—25) et son signe 
dépendra de celui ER z, c'est-à-dire que pour x = y = 0 la fonction ne passera 
ni par un maximum nf par un minimum. Iptroduisaent les coordonnées polaires 
nous obtonons: 
ur? (sin? &—2r cos? & sin & + r® cost & —r5 cos$ &), 


et on voit que pour touto valour de & y compris & <= 0 et n, on peut trouver un ro 
positif tel que # => 0 pour r < ro, c'est-à-diro que sur toute demi-droite issuo 


y, 





Fig. 165 Fig. 166 


de ut Lo le fonction usoit positive au voisinage de l’origine. Cependant cela 
n'entraine pas que l'origine soit un minimum où u= 0 car on no peut pas trouver 
un r qui soit {e même pour toutes les valeurs de «. 

Nous avons tracé Ja courbe {y — 22}? -— 26 0 [11-5-7], et nous avons vu 
qu'elle a un point de rebroussement du deuxième ordre à l'orgiao et que le 
press inembro de cette équation est négatif au voisinage de l'origine pour 
os points situés dans la région hachurée de la fig. 465 qui so trouve ontre les 
doux branches do la courbe. 


V-2-6. La plus grande et la plus petite valour d’une fonction. Li Fear 
ue l’on veuillo chercher la valeur le plus grande d'une fonction f (x, y) donnée 
ans un certain domaine. La méthode exposéo Lena nous pormot de trouver 

tous les maxima à l'intérieur de ce domaine, c’est-à-dire les points du domaine 

où la fonction n'est pas moins grande qu'aux points voisins. Pour trouver la plus 
graudo valour de la fonction il faut tenir compte des valours de la fonction auz 
limites (contours) du domaine considéré et cumparor ses maxima situés À l'inté. 
rieur du domaino avec ses valeurs sur les contours. La plus grande de toutes 
ces valours sera cello la plus grande de la fonction dans le domaine donné. 

On abtient de façon analoguo La plus petite valeur de la fonction dans le domaine. 

Pour expliciter ces notions nous allons traiter un exomple. 

y Dans le plan on se donne le triangle OAB (fig, 168) formé par les axes OX, 

et la droite 


z+y—1=0, (16) 
On ceut trouver le point de ce triangle pour lequel la somme des carrés des 
distances du point aux sommets du triangle soit la plus petite. 
En tonant compte do co que les sommets À ot B ont pour courdonnées (1, 0) 
et (0, {), nous pouvons écrire cette sommo des carrés des distances du point 
variable (z, y) aux sommots du triangle: 


Bee 228 +242 (21) + (y —1)3. 
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En sanulant les dérivées partielles du promier ordre, nous obtonons z = 
= y = 17, ot il est facile de montroc que La valour correspondante de la fonction 
z æ 4/4 est Jo minimum. Examinons maintenant les valours de z sur le contour 
du triangle. Pour examiner La valeur de = sur le côté O4 il suffit do poser y = Ù 
dans l'expression de z: 


2=220+ (21), 


ot x vario dans l'intervalle (0, 1). En faisant comme en [I1-3-4}, on voit que la 
plus potite valeur de z sur OA ost S/sau point C pour lequel z=1/s. De même, 
sur OB s passera par la plus potite valeur 6/; au point D pour lequol y = 1/3. 
Pour examiner les valours de x sur le côté AB il suffit de poser y = 1 —x dans 
l'oxpression (16) do =: 


2=9234+3(z—1)1, 


et x varie dens l’intorvalle (0, 1). Dans ce cas la valeur minimum de 3 sera 5 
et so trouve au point Æ pour lequel x = ÿ : 1/2. Nous obtonons ainsi la tablo 
a fonction : 


dos valeurs les plus petites possibles de 





On voit sur cotte table que la plus petite valeur z = 4/, sera atteinte 
au point (1/351/s). Le problème posé pout être égaloment résolu pour tout 
trianglo et lo point chorché est lo centre de gravité du triangle. 


V-2-7. Minima et maxima relatifs. Jusqu'à présent nous oxa- 
minions les maxima et les minima d’une fonction en supposant que 
les variables dont dépendait la fonction étaient indépendantes. Dans 
de tols cas les maxima et les minima sont dits absolus. Passons main- 
tonant à l'examen du cas où les variables dont dépend Ja fonction 
sont liées par certaines relations. Dans de tels cas les maxima et les 
minima sont dits relatifs. 

Cherchons les maxima et les minima do la fonction: 


Ê(@ss Dar ce Zms Tmtss +++ Tmin) 
de (m + n) variables +, qui sont liées par » relations: 


Pi (Zu Las ces Lms Tmhiy cos Tmtn) = 0 (17) 
(i=1,2,...,n) 


Dans la suite pour abréger les notations nous n'écrirons pas les 
arguments des fonctions. En résolvant les x relations (17) relatives 
à n variables, par exemple: 


Tm+is Tmt2s .….) Tm+ne 
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nous les exprimerons au moyen des m variables indépendantes 
Lio Toy ve Tm: 


on portant ces expressions dans la fonction f, nous obtenons une 
fonction de m variables indépendantes, c’est-à-dire qu’on est ramené 
à chercher des maxima et des minima absolus. Mais une telle solution 
du système (17) est souvent difficile et parfois même impraticable, 
et nous indiquerons un autre moyen: celui des multiplicateurs de 
Lagrange. 

Supposons qu'en un point M (x, za, . . ., Æm+n) la fonction f 
passe par un maximum ou un minimum relatif. En supposant l'exis- 
tence de dérivées au point M, on peut affirmer que la différentielle 
totale de f doit s’annuler au point M [V-2-2]: 


D --d=0. (18) 
smi 


D'autre part, en différentiant (17), on obtient au point M les nr 
égalités suivantes: 


min 


D FL ds = 0 (i=1,2,...,n). 
sui 


Muitiplions ces équations par des coefficients qui sont pour l'ins- 
tant indéterminés : 


LTR LR ….. An 


et los additionnons terme à termeentre elles et avec la relation (18): 


mn 


ô 
3. (+ Meta +. an SE) dem 0. (19) 


Définissons ces nr multiplicateurs de façon à ce que les coefficients 
des n différentielles 


dEm+ts dtmtzs +++, Étmtn 


des variables dépendantes soient nuls, c'est-à-dire que nous allons 
obtenir les A4, À», . .., An à partir de nr égalités: 


L+ A SP + à +... += (20) 
(s=m+1, m+2,...,m+n). 
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Alors, dans le premier membre de la relation (19), il ne restera 
que des termes contenant les différentielles des variables indé- 
pendantes: 


dr, de2, ….s Ttmy 





c'est-à-dire : 
2, (or + + iQ) de 0. (25) 


Mais les différontiellos dz;, dr», . .., dx, des variables indé- 
pendantes sont des grandeurs arbitraires. En égalant l’une d'elles 
à 1 et les autres à O, il résulte de l'égalité (24) que tous les coeffi- 
cients de cette égalité doivent être nuls [V-1-8], c'est-à-dire que: 


+ M + +. ne (s=1,2,...,m). (22) 


Il faut tenir compte du fait que dans toutes les formules précédentes 
depuis (18), les variables x, sont remplacées par les coordonnées 
du point M où, par hypothèse, f passe par un maximum ou un mini- 
mum relatif. En particulier, cela concerne les équations (20) à 
partir desquelles on doit déterminer A4, A2, . .., Âne 

De sorte que les équations (22), (20) et (17) expriment la condition 
nécessaire pour qu'au point (2, Ze, . « ., Zm+n) ON Soit en un 
maximum ou un minimum relatif. 

Les équations (22), (20) et (17) nous fournissent (m + 2n) équations 
pour déterminer (m + n) variables x, et n multiplicateurs M. 

On voit, d'après le système (22) et (20), que pour obtenir Les valeurs 
des variables x, pour lesquelles la fonction f passe par un maximum 
ou un minimum relatifs, il faut annuler les dérivées partielles par 
rapport à tous les x, de la fonction © déjinie par la relation: 


D= f+ Aitpi + AaPo + + + + AnQns 


en considérant que dx, À2, .... À Sont constants et leur adjoindre 
les n équations de liaison (17). 

Au paragraphe suivant, nous exposerons brièvement le problème 
des conditions suffisantes. 

Notons que lors de l'obtention de la règle indiquée, nous avons 
supposé non seulement l'existence do dérivées des fonctions f et qs, 
mais aussi Ja possibilité do déterminer les multiplicateurs A4, Az, . .. 
... À à partir de l'équation (20). C'est pourquoi la règle indiquée 
peut ne pas donner certaines valeurs de (x, æ2, ..., Zm+4n) pour 
lesquelles on a un maximum ou un minimum relatif. Nous allons 
expliquer maintenant plus en détail cette circonstance dans les 
cas les plus simples et nous perfectionnerons la théorie. 
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V-2-8. Remarques complémentaires. Soit à cherchor les maxima et minime 
relatifs d'une fonction f (z, y) avec une condition supplémentairo: 


P (2, ÿ) =0, (23) 


et supposons, par exemple, quo l'on passe par le maximum relatif au point 
(zo, vo) ot que p (xo, yo) = 0. Supposons que œ (x, y) a des dérivées partielles 
<ontinues du premier ordro au point (x, y) et à son voisinage et quo de plus: 


Puo (Fo, Vo) = 0. (24) 

Alors l'équation (23) définit do façon unique au voisinage de x = x, la fonction 
y = © (x) continue, ainsi quo sa dérivée continue ot tello que y, = & (2) 
V-1-7). En portant (d == @ (z) dans La fonction / (z, y), on peut afirmaor que 
a fonction f {r, © (x)] d'uno variablo x doit pee par un maximum pour z = 


= x Ct. par suite, que sa différentiolle totale par rapport à + duit s'annuler 
pour >= 2x5, C'ost-à-diro: 


120 vo) + f;, (zo, vo) ©° (ro) =0. 


En portant y = & (z) dans (23) ot en différentiant par rapport à z on obtient 
au point (ze, vo) [11-4-8]: 


Pro (70 Vo) + qi, (x, vo) ©° (xo) =0. 


En mullipliant cotte équation par À et on J'ajoutant torme à terme à la précé- 
dente, il viont : 


Use FE) + Ugo APS) 0° (70) = 0. 


En culculant À à partir do la condition 4, +Apyo=0, ce qui est possiblo, d'a- 
près (24), nous aurons fr, +-Apxe== 0, c'est-à-dire qu'on a les deux équations: 


Lot = 0: fo AP = 0, (25) 


auxquelles il faut ajouter l'équation p (x0, ve) = 0, co qui justifie la méthode 
des Taultiplicatours. Si la candition (34 u'ost pas satisfaite, c'est-à-dire ai 


Po (zo, vo) =0 mais si px (xo, vo) s£ 0, on pout répéter tous Jos raisonnements 
précédents en Intervertissant los rôles do z et do y. Si au point (20, yo) nous avons: 


Po (x0» vo) =0 et Pro (%o yo) =0, (26) 


mous no parons pas prouvor quo Je point (x, yo) peut ëêtro obtenu au moyon 
do la môthodo des multiplicatours. 

Les égalilés (26) montrent quo le point (x, Yo) est un point squier de 
la courbe (28) [11-5-7]. Donnons maintenant un exemplo d'un problème pour 
Aoquel les conditions (25) sont vérifiées au minimum relatif. 

Cherchons la distance minimum entre le puit (—1, 0) et les points situés 
sur la parabole semi-cubique y3 — 23 = 0 (v. fig. 87) [1(-5-7]. Ainsi on cherche 
le minimum de la fonction f = (z + 1)°+y% avec comme condition p = y? — 
—%# = 0. {l est évident par la géométrie que le minimum est atteint au point 
(0, 0) situé sue la parabole semi-cubiquo ot étant un point singulier. La méthode 
des multiplicateurs nous donne les deux équations: 


2(724.1)—3à2 0, 2y+24y =0. 


En faisant z = 0, y == O la première équation donne une égalité absurde 
2 = 0 et la deuxième est vérifiée pour tout À. Dans ce cas, la méthode des mul- 
tiplicateurs ne nous donnera pas lo point (0, 0) où on a un minimum rslatif. 
De façon analogue, on peut montrer que si au point (zo, Yo, 30) la fonction 
Passo par un maximum ou un minimum avec une condition complémentaire 
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# (x, y, 2) = 0 et si l’une au moins des dérivées particlles du premier ordre de 
Ci 


fonction q n’est pas nulle au point (xo, yo. 20), ce point pout tro obtonu au 
moyen des multiplicateurs. 


Des raisonnemonts analogues s'appliquent aux cas plus généraux, mais 

il faut tenir compte du théorème. des fonctions implicites pour les systèmes 

d'équations dont nous avons parlé [V-1-7]. Supposons par exemple que Îa fonc- 

tion / (x, pv, di passe par un maximum relatif au point (ro, vo, 40) avoc deux con- 
ditions complémentaires : 

Pan D=0  Y(x y: 3)=0, (27 


avec les hypothèses habituellos d'existonce ot de continuité dos dérivées et 
si nous avons: 


Puo (Fos Vor 20) Pro (Ts Vor 20)—Pz, (os Vos 20) Di, (70e Vos 20) 0. (28) 


Alors Les équations (27) définissent de façon unique les fonctions : y = &, (x) 
ct 2 — ©Q2 (x) telles que yo = où {zo) et 3, = &2 (Xo). En portant ces fonctions 
dans la fonction /, on obtient une fonction de x seulement qui passe par un maxi- 
num pour z== x d'où il résulto: 


fo (or vo. 20) + fu, (zo Vor 20) @i (z0) + /2,(x0, vo, 20) 05 (x0) = 0. 


En portant ces fonctions dans (27) et en dérivant par rapport à z au point 
(os vor 20), on obtient : 


Pro + Pro (ro) + pros (co) = 0, hi, + pui (xo) + ÿ5,03 (x0)=0. 
Multiplions ces équations par À, et À, ct ajoutons-los à la précédento, il vient: 
(ro + Mo + labre) + FAP Abo) + rot MP + h2bro) = 0. (28) 
En tenant compto do (28), on pout affirmer qu'à partir des deux équativns: 


Lo FT MPL0t Mb = 0 fi + MPr tas = 0 (30) 
nous pouvons obtenir À, et 22 ot l'équation (29) nous amèno alors à l'égalité: 
ro ME 0 + Mare = 0 (31) 


co qui justifio l'application de la méthode des multiplicatours dans le cas 
considéré. IL faut ajouter aux équations (30) ot (31): 


F(xo, vo, 202=0 et (20, Vo, z0)= 0. 


Au liou de la condition (28) on pourrait imposer une condition analogue 
cn dérivant par rapport à x, ot yo ou æs et so au lieu de y, et #9. Mais si en 
plus do l’oxpression qui figure dans le premier membre do {28) les deux autres 
exprussions analogues obtenues on dérivant par por à zo OÙ Yo OÙ à o 
ot z, sont nulles, on no pout plus justifier la méthode des multiplicatours pour 
Lo point (20, Yo, #9). On pout montrer que dans tous les cas qui scront examinés 
au paragraphe suivant, on ne pourra pas se trouver dans une telle situation. 
Ainsi dans l’exemple 1, on a une condition complémentaire (32) et dans le pre- 
mier mombre de cette condition l’un au moins des nombres 4, B, C n'est pas 
nul. Si C +2 0, par exemple, la dérivée du premicr membre de (32) par rapport 
à z ost égalo à C et, par suite, olle est non nulle on tout point (z, y, s). Ceci mon- 
tre que dans le cas considéré, toute réponse doit être obtonue par Ja méthodo des 
multiplicateurs. 

onnons mâintonant quelques indications sur les conditions suffisantes 
concernant les maxima et les minima relatifs, en nous limitant av cas où nousavons 
deux variables indépendantes. Nous cherchons les maxima ot les minima rela- 
tifs do La fonction j (r, y, z) avec la condition complémentaire q (x, y, £) = 
æ 0. Formons la fonction ® = f + Ap. Supposons qu'en annulant ses dérivées 
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premières par rapport à z, y ot 3 et en tenant compte de la condition supplé- 
mentaire, nous ayons obtonu z = +0, y = ÿo. z2 = 20 ot À = À Nous devons 
oxaminer los valeurs obtenues des variables, c'est-à-dire déterminer le signo 
do la différenco f(x, v. s) — f (zo, ÿos 30) pour tout (x, y, =) suffisamment 
Pro ne (to: Vo Zo) ot vérifiant la condition œ (x, y, z) = 0. Introduisons 
ja fonction: 


Pz vs 2) f(x, ve 2) Hop (x, y, 2). 


De la condition œ (x, y, z) = 0 il résulte quo l’on peut examiner la différenco 
Ve, y, 2) — ÿ (zo Vo. 29) au lieu de f(z, y, 2) — f (zo, yor zo). Les déri- 
vécs particlles du premior ordre de la fonction 4 (+, y, s) au point (+. Yo. 30) 
sont nulles par hypothèses. En développant La dernière différence en série de 
Taylor et en se limitant aux termes ayant des dérivées secondes, on obtient une 


équation du typo [V-2-5}: 
Ps Vs 2) — (Sos Vos 2) ay1dz? + appt Hagsdzt + 
+ 2ay2dz dy + 20ssdx ds + 2ansdy ds +... 


où on a désigné par ag les valeurs correspandantes des dérivées partiolles du 
second ordre de Îa fonction 1p (x, y, £) au point (xo, ÿo, ze) et par dr. dy, d2 


les accrolssements des variables. Supposons quo @zo (ze Ya 20) # 0, do sorto 
qe la condition donne z = © (x, y) et 20 = © (rx Yo). T résulte de la con- 
on quo: 


Pre y, 2) dep (x, y, 2) du+ pi (x, y, 2) 3 =0. 
En faisant z = 20, y = Yo, 3 = 20, on exprime dz on fonction do dz et de dy: 
Pro (T0 Vor 20) Po (zo, vo. 20) 
— P2o (fo, Vor 20) … [TA (xo, Yo, 20) 
. mnnlssant dz par sa valeur dans le développement ct en regroupant, il 
vient: 


d= d= dy. 


DZ: Vs 2) — (to, vo, 20) = À dr3+-2B dx dy +C dy +. 


On pout maintenant utiliser los résultats de Nr à Ainsi, par exemple, si 
AC— 810 ot À => 0, au point (xs yo. zo) la fonction f (x, y, z) passe 
ar un minimum relatif. 11 résulte des raisonnements exposés au paragrsphe 
ÎV-28] que pour justifier la règle indiquée, il suffit dessupposor que les fonc- 
tions LE y, 2) ot o (x, y, =) ont au point {xo, Yo, zo) ct dans son voisinage 
des dérivées continues jusqu'au second ordre. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur le problème des conditions suf- 
fisantes du maximum et du minimum relatifs. Co qui a 6t6 essentiel dans les 
raisonnemonts précédonts, c'est la substitution à f{z, y, z) — / (20, Vos 20) 
de la différence 1 (x, y, z) — 4% (zos vo. 20) dont les dérivées premières sont 
nulles au point (ro, Yo. 20), ainsi que le fait que Ja différentielle 4z do la varia- 
ble liée est définie par une équation du promier degré en dx, dy, différentielles 
des variables indépendantes. On pout oxamincer de façon ne les conditions 
suffisantes pour un nombro quelconque de variables et de liaisons. 


V-2-9. Exemples. 1, On cherche la plus courte distance du poin£ (a, b, c) 

à le surface 
Az+By+C:+D=0. (32) 
+ Lo carré de la distanco du point donné (a, 2, c) au point courant (x, y, z) 


| Pme (5— 024 (y— D} 4 (2—0)?. (33) 
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Dans le cas put les coordonnées (+, y, s) doivent vérifivr l'équntiun (32) 
Ju point doit se trouver sur la surface). Cherchons le minimum de l'expression 
33) avec la condition (32). On formo la fonctian : 


DP=(z—0)+(y—b}+(2—0)7+ A (Az By + Cr + D). 
Eu annulant ses dérivées partielles par rapport à +, y, z, nous obtenons: 


zma—+aa, y=b-Àa, sec. (84) 


En portant ces valeurs dans (32) on peut obtenir À,: 
2(4a+Bb+Ce D) = 
Me RER (85) 
Nous avons obtenu l’uniquo solution, et comme une valeur minimum doit 


exister, les valours obtenues des variables doivent lui correspondre. En portant 


les vuleurs (34) dans (33), on obtient l'expression du carré de la distance du 
point à la surface: 


= M (45423409, 


où À, est défini par la formule (35). 
2. Développer un nombre positif donné a suivant trois composantes posili- 
ves x, y. *, telles®que l'expression : 
zny"zP (36) 
soit la plus grande possible (m, n, p sont des numbres positifs dunnés). 
Cherchons le maximum de (36) avec comme condition complémentaire : 


2+y+i=e. (37) 
Au lieu du maximura de (36) on pout chercher le maximum de son Jegarithme : 
mlaxtanlny=pilnz. 


Formons la fonction : 
D=minztalny+pinzrki(z- y kz—a). 
En annulant ses dérivées partiolles : 


pm ms us 
Land EUR y= M ? “ En , 


et la relation (37) nous donne : 
Um ZHÈLe : 


c'est-à-dire : 


Se = in — 3 1?" 
m+n+p mkn4p" m+n-p 


ot les valuurs obtenues des variables sont des nombres positifs. On pout montrer 
por los conditions imposées (36) on doit avoir un maximum, et l'unicité 
e la solution montre, commo pour l'oxomplo 4, quo les valours trouvées des 
variables donnent la valour maximum à l'expression (36). 
Les formules (38) montrent quo pour résoudre lo problème, il faut diviser a 
en trois parties proportionnelles aux exposants m, n ot p. 
Nous allons maintenant examiner dans les deux exemples suivants Îles 
conditions suffisantes par la méthode exposée au paragraphe précédent. 
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T= 


(38) 
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3. Un conducteur de longueur I, se divise à l'une de ses extrémités en k con- 
ducteurs de longueur là (s = 1, 2, ..., k) et l'intensité du courant dans les 
différentes parties du conducleur est lo, ts. . 
1. On se demande quelle section go, Gt 
ga il faut donner aux difjérentes parties du 
conducteur afin qu'avec La différence de poten- 
tiel & donné pour les ctreuits (l, h), (l, 
1)... (lo, Eh 0n consomme le plus pelite 
quantité de matière première V pour cons- 
truire le cireuit (Lig. 187). 

Soit c la résistunce du fil dont la longuour 
et la section sont égales à l'unité (résistivité). 

La fonction Ÿ des variablos go, qe. . .,qn 
donton cherche Ja plus potite valeur sera : 


Va= logo+ hit... + ligne 
En tenant compte do la différonco de potentiol donné Z, on peut écrire k 
rolations 





Fig. 167 


=cf-oio, His\_pe =1, : 
a=c(e +4) E=0 (s=1,2,...,4). (39) 


Formons la fonction : : 
bio , lt 
Dædlogol Hnte int D 2 [e (24e) —e]. 
CET 


En annulant les dérivées partiolles de ® par rapport à Go, gi.» 9h UN 
obtient : 


0 Qu Hate 4 An m0, 





AÔ) 
£ ( 
Le MES 0 0 (5=1,2,...,4). 
8 
La condition (59) nous donne : 

lis _ io __ lin _E _ loto. 

A A M € 
en désignant par © Ja valour commune de ces rapports, on pout écrire : 

qe (em1,2,...,4), oi. (41) 


L'équation (40) nous donne : 
7. ts 
he cui 
En portant cos expressions dos À, dans la première des équations (49), il 
vient: 





qB=e 9 (UM, 4 Mia ee. +R) 


Vo + at Fu) 
RE EC 
€ 40 


soit : 
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d'où finalement: 


o ex 
go = + Loto V0 ua ER). 


En portant cette valeur de 9, dans les rolations (41), nous obtenons pour 
Ge ar ces Qh: 


= late” loto " 
mr (+ to (+ Hate. +1 5) ea 


De sorte que les conditions nécessaires pour quo l'on ait un maximum et 
un minimum de V nous donnent un syslème unique de valeurs positives pour 
or is. + Qui Mais pour des raisons physiques il est. évident que pour un 
choix donné des sections on doit avoir la plus petite quantité de matfère pre- 
mière, ot on peut affirmer quo les valeurs obtenues de Qo, gr Gas + + +» h NOUS 
donnent des solutions du problème. 


Chapitre VI 


NOMBRES COMPLEXES, FONDEMENTS 
DE L'ALGÈBRE SUPÉRIEURE 
ET INTÉGRATION DES FONCTIONS 


VI-1. Les nombres complexes 

VL-1-1. Los nombres complexes. Si un 58 limile aux souls nombres 
récls, on sait qu'il n'est pas toujours possible d'extraire la racine 
d'un nombre; la racine de degré pair d'un nombre négatif n’existo 
pas dans le domaine des nombres réels. C'est pourquoi uno équation 
du second degré à cocfficicnts réels n'a pas toujours de racines réclles. 
Ceci conduit, naturellement, à une généralisation de la notion de 
nombre, à l'introduction de nouveaux nombres, d'une espêco plus 
générale et dont les nombres réels présentent un cas particulier. 
Il est important de définir ces nombres et les opérations qu’on peut 
leur faire subir de sorte que toutes les règles principales connues 
pour les nombres réels restent valables pour les nouveaux nombres. 
C'est une chose possible, comme nous le verrons par Ja suite. 

En plus de l'impossibilité d'extraire des racines, des considéra- 
tions géométriques simples conduisent à une généralisation naturelle 
do la notion de nombres. Nous utiliserons ces considérations géomé- 
triques comme fil directeur pour généraliser la notion de nombre. 

Nous savons que tout nombre réel peut être roprésenté graphi- 
quoment sur un axe donné OX, soil comme un segment sur cet axe, 
soit comme un point de cet axe, si on convient de placer l'origine 
de tous les segments à l’origine des coordonnées; inversement, on 
peut associer à tout segment ou à tout point de l’uxe OX un nombre 
récl défini. 

Si maintenant, au lieu de ne considérer que l'axe OX, nous exa- 
minerons le plan tout entier rapporté aux axes de coordonnées OX, 
OY, généralisant Ja notion de nombre, nous pourrons associer à 
chaque vecteur ou à-chaque point du plan un certain nombre que 
nous appollerons complexe. 

Si on convient do ne pas distinguor les vecteurs de même longueur 
ot de direction identique, un peut associer un nombre réel non seule- 
mont à tout voctour de l'axe OX mais, plus généralement, à tout 
vecteur parallèle à OX. En particulier, au vecteur dont lo sens coïncide 
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avec Ja direction positive de l’axo OX et de longueur unité corres- 
pond le nombre réel unité. 

Associonslesymbolei appelé unité imaginaire au vecteur de longueur 
unité dont la direction coïncide avec la direction positive dol'axeOY. 


—> 
Tout vecteur MN du plan peut être représenté comme somme de 


deux vecteurs MP et PN parallèles aux 
axes do coordonnées (fig. 168). On fait 


correspondre au vecteur MP  parallè- 
Je à l'axe OX un nombre réel a. Et faisons 


—> 

correspondre au vecteur PN parallèle à l'axo 
OY le symbole bf, où b est un nombre réel 
dont la valeur absolue est égale à la lon- 





Fig. 168 


—+ 
gueur du vecteur PN ot qui sera positif si la 


direction de PN coïncide avec la direction positive de l'axe OY ‘et 
négatif s’il est opposé à La direction positive de l'axe OY. De sorte 


—}> 
qu'il est logique d'associer au vecteur MN le nombre complexe 
a + bi. 


Notons que le signe (+) dans l'expression a + bi n'est pas un signo 
d'opération. Il faut considérer cette expression comme un symbole 
unique servant à désigner le nombre complexe. Nous roviendrons 
à l'examen de ce signe après avoir défini l'addition des nombres 
complexes. 
Les nombres réels a et b représentent évidemment les grandeurs 
— 


des projections du vecteur MN sur los axes de coordonnées. 


ES 
Traçons à partir de l'origine des coordonnées le vecteur OÀ 
(fig. 168) ayant même longueur et même orientation que le vecteur 


—> 
MN. L'extrémité À de ce vecteur aura pour coordonnées (a, b) 
et on peut associor au point À le même nombre complexe a + bi 


> —}> 
qu'aux vecteurs MN et OA. 

Ainsi, à chaque vecteur du plan (à chaque point du plan) correspond 
un nombre complere a + bi. Les nombres réels a et b sont égaux aux 
projections du vecleur considéré sur les axes de coordonnées (aux coor- 
données du point considéré). 

Œn donnant dans l'expression a + bi toutes les valeurs réclles 
possibles aux symboles a et b, nous obtiendrons un ensemble de 
nombres complexes; on dira que a est la partie réelle et que bi est 
la partie imaginaire du nombre complexe. 
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Dans le cas particulier d'un vecteur parallèle à l'axe OX le 
nombre complexe coïncide avec sa partio réelle: 


a+0i=a. (1) 

De sorte quo le nombre réel a est un cas particulier de nombre 
complexe. 

La notion d'égalité de deux nombres complexes découle de l'in- 
terprétation géométrique. Doux vecteurs sont dits égaux s’ils ont 
mêmes longueurs et même orientation, c'est-à-dire s'ils ont des 
projections identiques sur les axes de coordonnées, c'est pourquoi 
on dira que deux nombres complexes sont égaux si, el seulement si, 
leurs parties réelles sont égales ainsi que leurs parties imaginaires, 
c'est-à-dire que la condition d'égalité de deux nombres complexes 


Gitbiè=a24-bt sera équivalente à a;=ma2, bib. (2) 
En particulier, 
a—+bi=0 ost équivalent à a=0, b=—0. 


Au lieu de définir le vecteur MN par ses projections a et b sur 
les axes do coordonnées, on peut le définir par deux autres grandeurs, 


> 
à savoir, la longueur r et l'angle @, que forme la direction de MN 
avec la direction positive do l'axe OX (fig. 168). Si nous considérons que 
le nombre complexe a + bi correspond au point de coordonnées 
(a, b), alors r et p seront les coordonnées polaires de ce point. On sait 
qu'on a alors les relations 


a=rcos®, b=rsing, r=Va+ht, 








; b à) 
CPE 7» Mob 7 me: À p=arctge. (3) 


Le nombre positif r est {e module et œ l'argument du nombre 
complexe a + bi. L'argument n'est défini qu'à un multiple de 


—}> 
2n près, car tout vecteur MN coïncidera avec lui-même si on le fait 
tournor un nombre quelconque do fois autour du point 47 dans un sens 
ou dans l'autre. Dans le cas où r = 0 le nombre complexo est nul 
et son argument est complèloment indéterminé. La condition pour 
que deux nombres complexes soient égaux est évidemment que leurs 
modules soient égaux ei que leurs arguments ne diffèrent que d’un 
multiple entler de 2n. 

Un nombre entier a un argumont égal à 24x, s’il est positif, et 
égal à (24 + 1) x s'il est négatif, dE est un entier quelconque. 
Si la partie réelle d’un nombre complexe est nulle, il est de la forme bt 
et on dit qu'il est imaginaire pur. Le vecteur qui correspond à un 
tel nombre est un vecteur parallèle à l'axe OY ot l'argument d'un 
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nombre imaginaire pur bi est égal à (5 + 2kn , S b>0eù 


(3x/2 + 2kn), si b < 0. 
Lo module d'un nombre réel est égal à sa valeur absolue. Pour 
représenter le module du nombre & + bi on l'écrit entre deux traits 


verticaux : 
la+bi]=y a+ ba. 


Dans ce qui suit nous désignerons souvont un nombre complexe 
au moyen d'une lettre. Si & est un nombre complexe, on désignera 
son modulo par | & |. En lenant compte do l'expression (3) pour a 
el © on peut écrire l'expression d'un nombre comploxe au moyen 
de son module et de son argument sous la forme : 


r'(cos @ + i sin q). 


Dans ce cas on dit que le nombre complexe a été mis sous forme 
trigonométrique. 


VI-1-2. Addition et soustraction de nombres complexes. La somme 
de vecteurs est égale an vectour qui ferme le polygone formé 
par les vecteurs composants. Si on tient compto de co que la projec- 
tion du vocteur qui fermo le polygone est égale à la somme des pro- 
jections des vecteurs composants, on a La définition suivante de l'ad- 
dition des nombres complexes: 


(a+ bit) + (G2+ bai) +... + (an + bai) = 
=(a-tao+ ... Han) + (bi + beat... +ihn)i. (4) 


On voit sans difficulté que la somme de nombres complexes ne dépend 
pas de l'ordre des composantes (commutativité) et que los composantes 
peuvent ôtro regroupées (associativité) car les sommes de nombres 
réels a, et b, jouissent do ces propriétés. 

Nous avons déjà vu que le nombre complexe a + Of est identique 
au nombre réel 4. De mêmo le nombre 0 + bi pout se mettre simple- 
ment sous la formo bi (nombre imaginaire pur). En utilisant la dé- 
finition de l'addition nous pouvons dire que le nombre complexe 
a + bi est la somme du nombre réel a et du nombre imaginaire pur 
bi, c'est-à-dice que a + bi = (a + Ot) + (0 + b£). 

La soustraction se définit comme l'opération inverse de l'addition, 
c'est-à-dire que la différence 


2+ yl= (as + bal) — (aa +- ba) 
est_définie à partir de la condition : 


(z+yi) + (02+ bai) = ai + bit, 
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soit en tonant compte de (4) et de (2): x + à = &; y + be = bi, 
c'est-à-diro que x = @ — @>, y — bi — b> ot en fin de compte 
on trouve la relation : 

(a+ bré) — (Ga + dal) = (ai — ae) + (D, — Le) 1. (5) 


La soustraction d'un nombre complexe (a + bei), ainsi que nous 
l'avons vu, est équivalente à l'addition des nombres complexes 





Fig. 169 Fig. 170 


(& + bii) et (— @ — bat). Ceci correspond à ce qui suit : La soustrac- 
{lon de vecteurs se réduit à l'addition d'un vecteur avec un vecteur de 
longueur égale et opposé à celui que l'on veut retrancher. 


Examinons le vecteur 424; dont l'origine est au point 4, auquel 
correspond le nombre complexe a: + b;i et dont l'oxtrémité est 
au point À, auquel correspond le nombre complexe & + bi. Ce 


vecteur représente évidemment la différence du vecteur OÂ: et O4, 
(fig. 169) et par suile on peut lui faire correspondre lo nombre com- 


plexe 
(a — 42) + (b, _— b;) é, 


égal à la différence des nombres comploxes correspondant à son 
extrémité et à son origine. 

Etablissons maintenant les propriétés du module de la somme 
et de Ia différence de deux nombres complexes. En tenant compte 
de ce que lo modulc d'un nombre complexe est égal à la longueur 
du vecteur qui lui correspond et de ce qu’un côté du triangle est 
plus potit que la somme de deux autres, nous obtenons (fig. 170) 


loitosl<lol+|læl, 


et on n'aura l'égalité que lorsque los vecteurs correspondant aux 
nombres complexes «; et &: ont mômo orientation, c'est-à-dire lors- 
que Iles argumonts de ces nombres sont égaux ou ne diffèrent que d'un 
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multiple entier de 27. La propriété que nous venons d'établir reste 
vraie dans le cas d'un nombre quelconque de composantes: 


lait a+... +on|<lol+|oel+...+lanl, 


c'est-à-dire que le module d'une somme est plus petit ou égal à La somme 
des modules des termes, et l'égalité n'a lieu que dans le cas où les argu- 
ments des lermes sont égaux ou ne diffèrent que d'un multiple entier 
de 2n. 

En tenant compte de ce que le côté du triangle est plus grand 
que la différence des deux autres côtés, on a 


lai+al>la]—|l, 


c'est-à-dire que le module d'une somme de deux termes est plus grand 
ou égal à la différence des modules de ces deux termes. On aura l'égalité 
soulement lorsque les vecteurs associés seront d'oriontation opposée. 

La soustraction de vecteurs et do nombres complexes rovient, 
comme nous l'avons déjà vu, à une addition, et nous aurons pour 
le modulo de la différence de deux nombres complexes, comme 
pour le module de la somme, les relations (fig. 170): 


lœul—{al<|as—-cel <]a|+|cel. 


VI-1-3. Multiplication de nombres complexes. Nous définirons 
Je produit de deux nombres complexes de la même façon que lo 
produit de deux nombres réels: le produit est considéré comme un 
nombre formé d'un multiplicande alors quo le multiplicateur est 
pris pour unité. Le vecteur correspondant au nombre complexe 
de module r et d’argument  pout être obtenu à partir du wecteur 
unité dont la longueur cst égale à l’unité et dont la direction coïu- 
cide avec la direction positive de l'axe OX en l’allongeant der fois et 
en le faisant tourner dans le sens positif de l'angle ®. 


Lo produit d'un certain vecteur a, par le vecteur a& sora le vecteur 
272 
obtenu en appliquant au vecteur a, l'allongement indiqué ci-dessus 


et Ja rotation à l’aide desquels Je vecteur œ peut être obtonu à partir 
du vectour unité; à ce dernier correspond alors, évidemment, une 
unité réelle. j 


Si (r1. po'et (r2, p2) sont les modules ct les arguments des nombres 


complexes qui correspondent aux vecteurs a, et de au produit de 
ces deux vecteurs correspondra un nombre complexe de modulo 
rire 6t d’argument (q; + q2). Nous vobtenons ainsi la définition 
suivante du produit de deux nombres complexes : 

Le produit de deux nombres complexes est un nombre complexe 
tel que son module soit égal au produit des modules des facteurs et son 
argument à la somme de leurs arguments. 
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De sorte que si le nombre complexe est donné sous forme tri- 
gonométrique, on a 
ra (cos ms + à sin gi) re (coS pe + à sin 2) = 
=rir2 [cos (+2) +tsin(pi+@2)l. (6) 


Donnons maintenant la règlo de formation du produit dans le 
cas où les nombres complexes ne sont pas donnés sous forme trigo- 


nométrique : 
(as + bit) (ae + bai) = x + yi. 


En sc sorvant de Ja notation utilisée ci-dessus pour Jes mo- 
dules et les arguments des facteurs, on peut écrire: 


Qy=73C08 Pis di=ri8inPy Uo=r2C08 Pr, Dr ra Sin Pr: 
d'après la définition du produit (6): 
T=P2C08(Q+ Pal, y rire sin (Pi + pr), 
d’où 
T= rire (CUS Pi COS Pa — sin Ps Sin P2) — 
= li COS Qi” a COS Pa — ri SN Pire Sn Po = Arte — Diber 
y = rire (Sin @, cos P2+ cos p, sin p2) = ri Sin Qi 2 C08 Po + 
À: ri 008 ee r2 sin Pr = bitz + aide, 
ut finalement nous obtenons : 


(a + Lai) (a2 + bai) = (@s@2 — bid2) + (bia2 + a1b2) L. (7) 


Si b, = b, = 0, les facteurs sont des nombres réols a, et a et 
le produit s0 réduit au produit aa, de ces deux nombres. Si & = 43 = 
= 0 et si bj — be = 4, l'égalité (7) nous donne 


di 1, 


c'est-à-dire que Ze carré de l'unité imaginaire est égal à (—1). 
En calculant successivement les puissances entières positives de i, 
il vient: 


m1, (Bi, 41, 51, 6— —4,... 


et en général pour tout 4 positif entier : 
is —1, AH, patte — — 1, its 


= —i. 


La règle de multiplication définie par l'égalité (7) peut être for- 
muléce de la manière suivante: Zes nombres complexes peuvent être 
mullipliés comme des polynômes sous forme littérale en posant i®=—1. 

Si «& est le nombre complexe a + bi, on appellera complexe 
conjugué de « le nombre a — bi et on le désignera par &. D'après 
la formule (3) on a: 

[aœ|?= a? + 03. 
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Mas il résulte de (7) que: 
(a-+ bi) (a— li) =a+ 8, 
el, par conséquent, 
[at = (a+ bi) (a— 0) = aa, 
c'est-à-dire que le produit de deux nombres conjugués complexes est 


égal au carré du module de chacun d'eux. 
Donnons encorc des formules évidentes : 


ata=2%, a—a—Ui. (8) 


Il résulte des formules (4) et (7) que l'addition et la multiplication 
des nombres complexes sont commutatives, c'est-à-dire que l'ordre 
des termes ou facteurs n'influe pas sur le résultat. 11 est également 
facile de vérifier que les règles d'’associativité ct de distributivité 
sont valables, elles s'expriment par les formules: 

(ut) +as= cit (ot as) (œiG2) as = @ (arcs), 
(a+) B = ap + ap. 
Nous laisserons au lecteur le sain de vérifier qne ces formules sont 
vraies. 

Notons enfin que le produit de plusieurs facteurs aura un module 
égal au produit des modules des facteurs et un argument égal à la somme 
des arguments des facteurs. De sorte que le produit de nombres complexes 
sera nul si, et seulement si, l'un des facteurs au moins est nul. 


VL-1-4. Division des nombres complexes, La division des nombres 
complexes so définit comme l'opération inverse de la multiplication. 
De sorte que si (r:, qu) et (rs, @2) sont les modules el les arguments 
du dividende et du diviseur, il est facile do voir que la division 
a un résultat défini, si le diviseur n'est pas nul, et que le module 
du quotient sera ri/r, et son argument sera (p, — 2). En écrivant 
Ja division sous forme de fraction, on peut écrire: 

r t sin r : 
Een œ 1 [COS (qu— ps) + sin (qu—q)l. (9) 

Ainsi, le module du quotient est égal au quotient des modules du 
dividende et du diviseur, et l'argument du quotient est égal à la différ 
rence des arguments du dividende et du diviseur. Si r; = 0, la formu- 
lo (9) n’a plus de sens. 

Si le dividende et le diviseur sont donnés non pas sous forme 
trigonométrique, mais sous la forme a + bi et a; + bi, nous 
obtiondrons, si nous exprimons Îles modules et les arguments par 
@, @, Di, 02 dans la formule (9), l'expression suivante pour lo quo- 


tient : 
a bit _ GA» + babe ba — Gba . 
CET Rele CT SET LT: mi 
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que l'on peut obtenir directement, si l'on considère i comme un 
terme irrationnel et si l'on multiplic le numérateur et le dénominateur 
par le nombre complexe, conjugué du dénominateur, de façon à éli- 
miner i du dénominateur: 


aitbit (a+ bit) (az —bgt) __ (ayez + bybz) + (b1a2 — o1b2) t 
G2+ bai af Foi a} + 5j ' 
ot finalement : 


a+ bi 2 Q02-+ bibs ba, — a be A 
me et To oo ot (10) 


Nous avons déjà indiqué {VI-1-31, quo les lois de commutativité, 
d'associalivité et de distributivité restent vraies pour l'addition 
et la multiplication des nombres complexes, c'est pourquoi, dans 
les expressions contenant des nombres complexes, toutes les trans- 
formations qui découlent de ces lois et que l’on utilise pour 
les nombres réels restent valables. Par exemple la mise en facteurs, 
l'ouverture des parenthèses, Ja formule du binômo do Nowton dans 
le cas d’un exposant positif entier, les formules des progressions, elc. 

Notons encore une propriété importante des expressions contenant 
des nombres complexes, liés par les signes des quatre opérations 
élémontaires. T1 résulte directement des formules (4), (5), (7) et (10) 
que si dans une somme, une différence, un produil et un quotient, nous 
remplaçons tous les nombres par leurs conjugués, les résultats des opé- 
rations sont également remplacés par leurs conjugués. 

Ainsi par exemple, si nous remplaçons dans la formule (7), b, ot 
b; por (—b;) et (—b:) nous obtiendrons: 


(tr — Drë) (az — bot) = (@102— bible) — (bras + asib2) i. 


Cette propriélé sera, bien entendu, valable pour toute expression 
contenant des nombres complexes liés par les signes des quatre opérations 
élémentaires. 


VI-1-5. Puissance d’un nombre complexe. Si nous appliquons 

Ja formule (6) dans le cas de n facteurs égaux, nous obtenons la règle 

permettant d'élever un nombre complexe à une puissance positive 
entière: 

ir (cos p + i sin @)}" = r" (cos 2 + i sin y), (11) 


c'est-à-dire que pour élever un nombre complexe à une puissance entière 
positive, il faut élever son module à cette puissance et multiplier son argu- 
ment par l'exposant de la puissance. 

En supposant que dans la formule (11) r = 1, nous obtenons 
la formule de Moivre 


(cos @ + £ sin p)" = cos np + i sin ny. (12) 
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Exemples. 1. Si nous développons le premier membro de l'égalité 
SUKS près la formule du binémede Nowlon, et si nous égalons les parties réelles 
6t imaginafcos d'après la condition (2), nous obtiendrons des expressions pour 
cos nœ ot sin nœ en fonction des puissances do cos @ ot de sin o *: 


cos np=cos" p—( 2 )cas"-3 q sin? p+ 
+7) cost-tg sind +... 4+(—1)4 (23 ) cosn-2à pains p+ 


ñ 
_4)2 sinr Re 
REZ ie y (n cst pair) «3) 
(—1) © ncosqsint-1q {(n est impair); 


sinng=(?)cos-1 psinp—( 3 ) cos"-3 g sins p+ (5 ) cost-$ q sins ç— 


— + (— 1 (Gags ) cos" sinditt p4 


n—2 
7 (—1) © neossia"-t y (n est pair) 
+ Li + NV al 
(—1) ? sin (n est impuir). 


En particulier, pour n = 3, la formulc (12) aura, après ouverture des paren- 
thèses, ln forme: : 


cosS q+ 31 cos? p ain p— 3 cus q sin? p— 2 sin$ q = cos 3p4-1 sin 3p, 
d’où 
cos 39 = cos p— 3 cos p sin? p, sin 39 =8 cos? p sin p—sins p. 
2. Faisons la somme des expressions : 
An=1+r cos p— rè cos 2p —... Hrit-lcos (n—1) y, 
Ba=rsinp+r?sin2p-| ...+7"-1 sin {n—1) p. 


Supposons que : 
zx=r (cos + { sin @) 


ct formons le nombro complexe : 
An+Dnt=1+7r(cosg Li sin p)+ 7? (cos 2p+-i sin 29)+...:#+ 

+rt-L ]cos (n— 1) q-+i sin (n—1) y]. 
Utilisons l'égalité ({1) ot la formule do la somme d'une progression géométri- 


quo: 

Os dm 4— 7" {cos p—+ 1 sin q)" 
mien... ssl ras crism— 

AntBni=itzrsi... 3 TZ TT 4=r(Gosp+ising 


_ {tr cos ng)—ir" sin nq 


7 (Ar cos p)—ir sin y 








* Nous désignons par le symbole (n}te nombre de combinaisons de n 


élémonts pris m à m, c'est-à-dire: 
()= n(n—1)...(n—mt#s) n! 
m, 


423...m mi(n—m)l" 
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Si nous multiplions le numérateur et le dénominateur de la dernière fraction 
par la panier (T— r cos p) + ir sin y. conjuguée complexe du dénominateur, 
nous obticndrons: 

Ant Bni ss [Ur cosng)— ir" sin np) [(1 — r cos p)+-1r sin p] + 
A on (—r cos p}*+ 7? sin? p 
= Ur" cos nq}) (1—7r cos p) +-r"+#1 sin p sin np î 
r2— 2r c08p+1 
+4 —r" Cos ng) r sin g—(f—r cos ) r sin np = 
r2— Or cos +1 
= nr cos (nr — 1) p—r" cos np—r cos p +1 
r3— 2r COS p+ 1 Le 
de F1 sin (n—1) p—r" sin rp-+r sin ç ! 
—2rcosp+1 ° 
Si nous égalisons les parties réolles ot imaginaires d'après la condition (2), nous 
aurons : 
An=t+ronsp+r2cos2p+... |-mM-1cos(n—1)p= 
rM#1 cos (n— 1) p—r" cos np—r cos p+41 
= 
r3—2r cos p +1 , 
Bn=r sinp+r?ein 2p+...+m-1sin{(n—1)p= 
_ +3 sin (n— 1) p—r" sin n+r sin p 
Fu r9— Or cos p+1 
En considérant que la valour absolue du nombre téol r est inférieuru à 1, 


ot on faisant croître n indéfinimont, nous obtiendrons à la limito de la somme 
des séries infinics: 


1—r cos 
r2—2r cos p+1’ 

r sin p 
r3— êr cos p+ 1" 
Dans los expressions do 4, et de 2, faisons r = 1, nous obtiendrons alors: 


44 cosp H-cos 2p-+.. cos (n—1) ç = 501) P— cos np—cosp+i _ 


& (1 — cos y) 


1+rcosp+r2 cos 2p+...— 
(44) 
r sin p+r3 sin 2 +... 


: 1 . 4 
2 sin À sin (r-+) p+2 sin & 


RS 





4sin À 
sin (n-3) p+sin + sin “+ cos re 
ES  # = 9 : (45) 
2 sin TZ sin 
Nous obtiendrons de mêrao: 
sin . sin BDs 2 ? 
sin p+sin2p+...+sin(m—1)e= q + (15) 


sin 2 
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V1-1-6. Extraction de racine d'un nombre complexe. On appelle 
racine nième d'un nombre complexe un nombre complexe dont la 
puissance n est égale au nombre sous le signe du radical. 

Ainsi, l'égalité 


Ÿ r (cos p-+ i sin p) = p (cos + i sin 1) 


est équivalente à l'égalité 
p" (cos nb + 5 sin rx) = r (cos p + à sin œ). 
Mais les modules de nombres complexes égaux doivent ôtre égaux, 


ct jes arguments ne peuvent différer que d'un multiplo entier do 2x, 
c'est-à-dire que 


pr, nÿ=@+2kn, 


p-+ 2kn 
n 


p=Yr, = 


+ 


LA 
où V rest la valeur arithmétique de la racine et £ un nombre entier 
quelconque. Nous obtenons ainsi : 


Vrosprising)=#r (cos + i sin ELÈEX ) , (16) 
c'est-à-dire que pour extraire la racine d'un nombre complexe, il faut 
extraire la racine de son module et diviser l'argument par l'exposent. 

Dans la formule (16), le nombre 4 peul prendre toutes les valours 
ontières possibles; on peut cependant démontrer qu'il n’y aura que 
n Sr différentes de la racine, ot qu'elles correspondront aux 
valeurs : 


k=0, 1,2,...,(n—1). (17) 

Pour démontrer cela, remarquons que les seconds membres dans 

la formule (16) seront différents pour les deux valeurs k = k, et 

k = k2, alors que les arguments ass et PIE ne différeront 

pas d’un multiple entier de 2x, et ils seront identiques, si les 
arguments en question diffèrent d'un multiple entier de 2x. 


Mais Ja différence (k; — k;) de deux nombres de la série (17) 
sora ioféricure en valeur absolue à n, c'est pourquoi la différence 


DH2kan _ D+2kan _ ki On 
n n n 


ue peut pas être un multiple entier de 2x, c'est-à-dire qu'à x valeurs 
k de la série (17) correspondent #7 valeurs distinctes de la racine. 
28—281 
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Soit maintenant #, un nombre entier (positif ou négatif) qui 
ne figure pas dans la somme (17). Nous pouvons le mettre sous la 
forme : 

ki=qn+k, 


où g est un nombre entier, et k, un des nombres de Ia série (17), 
c'est pourquoi: 
Le = RHIRE + 27, 


c'est-à-dire qu’à la valeur k, correspond la même valeur de la racine 
qu’à la valeur #, figurant dans la série (17). Ainsi, La racine nième 
d'un nombre complexe possède n valeurs différentes. 

Un cas particulier fait exception à cette règle. C'est le cas où 
le nombre sous le signe du radical est égal à zéro, c'est-à-dire où 
A me Dans ce cas, toutes les valeurs indiquées plus haut sont égales 

zéro. 


Exemples. {. Déterminons toutes les valeurs de Ÿf. Lo modulo de 4 
est égal à 1, et son argument à 5 . c'est pourquol : 
a 
se x “ Muse 
Vi =V cos F+isin = cos —#— + 





+ 2kn 
Hisin—5— (k=0, 1, 2). 


Nous obtenons les trois valeurs suivantes pour Pi: 


ys5 CE ER TS 


3 4 
cos iso +, cos EE tisin 
cos LtisinS= —1. 


2. Etudions toutes los valours de ÿ/1, c'est-à-dire toutes les solutions du 
binôme : 
200 4, 
Lo modulo do 4 est égal à 1, et l’argumont à zéro, c'est pourquoi: 


2kn 
n 





VTT = 60301 8n0 = cos + sin (k=0,1,2,...,n—1) 


Désignons par la lottre e la valeur de cette racine que l'on obtient pour # = 


= ne 


2 2x 
e=0c0s +: sin ——. 
D'après ln formule de Moivre: 
x 2ka .. 2kn 
Eh cos hisin— , 
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c'est-à-dire que 1outcs los racines de l'équation z" = 4 sont de la formo: 
eù  (k=0, 1, 2,...,n-—1), 


et on doit alors considérer que a° = 1. 
Etudions maintenant le binôme do la furme: 


#0, 
Introduisons à la place do z une nouvelle inconnue u, en supposant que 
zsuÿa, 


où Ÿ/ a est une valeur do la racine ntè"* dez. En substituant l'expression de # 
dans l'équation donnée, nous obtiondrons pour « l'équation: 


un= 1. 


D'où l'un vait que toutes les racines de l'équation, s" = à peuvent être 
mises sous La forme: 


Wah  (k=0, 1, 2,...,n—1), 
où a est une des n valeurs de cotte racine, et où &* prend toutes les valeurs do 
la racino n° de 1. 


VI-1-7. Fonction exponentielle. Nous avons étudié précédem- 
ment la fonction exponentielle e*, dans le cas d'un exposant réel x. 
Etendons maintenant la notion de fonction exponentielle au cas 
d'un exposant complexe quelconque. La fonction e*, avec un expo- 
sant réel, peut être présentée sous forme d’uno série [IV-2-4]: 


2 
Emt+ Et... 


Définissons par une série analogue une fonction exponentielle 
d'exposant purement imaginaire, c'est-à-dire supposons que : 


(1 3 
et GE 
Si nous séparons les termes réels des termes imaginaires, nous aurons: 
1 y , vu 
(rt) + 
s (Vu, y _w? 
+i (++...) , 
d'où, nous rappelant les développements on série de cos y et de 
sin y [IV-2-5}, nous avons: 
el cosy+isiny. (18) 


Cette formule définit la fonction exponentielle d'un exposant 
imaginaire pur. Si nous remplaçons y ‘par (—y): 

evi=cosy—{siny de (19) 

28° 
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et si nous résolvons (18) et (19) par rapport à cos y et sin y, nous 
obtiendrons les formules d'Euler, qui expriment les fonctions tri- 
gonométriques au moyen de fonctions exponentielles d'exposant 
imaginaire pur: 


VS ui 1 e-vi 
cosy=- Het siny =... (20) 


2 L 
La formule (18) donne la nouvelle forme exponentielle d'un nombre 

complexe ayant un module r et un argument : 

r(cos g+.i sin p) = revi. 


Définissons une fonction exponentielle d'exposant complexe quel- 
congue x + yi par la formule: 
et = eV = € (cos y + à sin y), (24) 


c'est-à-dire quo le module du nombre e*+vi sera considéré comme égal 
à ex, et l'argument égal à y. 

Il est facile d'étendre au cas des exposants complexes la règle 
d'addition des exposants de la multiplication. Soit z = x + yi 
et 2 = 2 “+ yil: 


ee 6" (cos y + i sin y)-e*1 {cos ya + À sin 1), 


ou, si nous oo ia la règle de multiplication des nombres com- 
plexes 1V]-1-3], 


+651 = ct [COS (y +1) 4- à sin (y + ys)]. 
Mais l'expression qui se trouve dans le second membre de cette 
égalilé cest, par définition (21): 
ete Hutui, c'est-à-dire e?ta1, 
La règle de soustraction des exposants lors de la division 


ee . = ci?! 
1 


peut être directement vérifiée, si l'on multiplie le quotient par le 
diviseur. 
Dans le cas où r cest un entier positif, nous aurons: 


(e) =ee ... ee", 
n fois 


Si nous utilisons les formules d'Euler, naus pourrons exprimec 
a quello puissance positive entière do sin mp ot do cos @, ainsi 
que le produit do ces puissances, sous la forme d'une somme do termes ne 
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contenant que la premièro puissanco du sinus ou du cosinus dos arcs 
multiples: 


Die —Piym PL a —Diim 
sin qe. COS" P = LE : (22) 


Si nous développons les seconds membres de ces égalités d'après la 
formule du binôme de Newton, en les multipliant et en ramenant les 
fonctions exponentielles dans los développements obtenus à des fonctions 
tri nnon rique, selou les formules (18) et (19), nous obtenons l'expression 
recherchée. 


Exemples. 1. 
{Vite wi et 4e29i 8 46201 ei 


Se Te Ps ee LU ee 
cost 6 16 + 160 liot 16 | 16 
{ Céte LME S 1 ei 6201 | 3 


2 2 2 B 
Â 4 
+ z c08 2p+—+ cos 4. 


8 
as 
8 
i (Ne via (ei 67913 
4 0 dd ,Gre 
sint p cost p _ | 
(e°91— e2!j3 (Ve) 
ee 


Pi 0601 ge 80i + 80614 Bo Di ge TS 
a TA 


= 


= _. cos Pr cos 397 cos 5p—r cos 74. 


Remarquons ici que toute puissance ontièro do cos @ el toute puissance paire 
do sin q sont des fonctions pairos de , c'est-à-dire qu'eiles no changent pas 
de valeur lorsqu'on remplace q par (—), ot l'expression de ces fonctions pai- 
ros do ne contiendra quo les cosinus des arcs multiples. Si donc uno fonction 
est une fonction impairs de q, c'ost-à-dire si cette fonction change do signe 
lorsqu'on remplace f par (—). commv cela so fora par oxemple dans lo cas d’une 
puissance impairo de sin p, lo développement de cette fonctiun no contiendra 
que les sinus des ares multiples, et iln'y aura certainemont pas de terne libre 

ans ce développement. Nous étudicrons cela plus en détail dans l'exposé des 
séries trigonométriques. 


VI-1-8. Fonctions trigonométriques et hyperholiques. Nous 
n'avons jusqu'ici étudié les fonctions trigonométriques que dans 
le cas d’un argument réel. Définissons les fonctions trigonométriques, 
pl argument complexe quelconque z, au moyen des formules 

‘Euler: 


eti as e”zi 


ettte-zi : 
COS ZE ge à SR 2 — » 
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les expressions des seconds membres ayant alors pour z complexe 
quelconque un sens, que l’on a indiqué [V1-1-7]. 

Il est facile, en utilisant ces formules et los propriétés fonda- 
mentales d’une fonction exponentielle, de vérifier l'exactitude des 
formules de trigonamétrie dans le cas d'un argument complexe. 


Nous proposons au lecteur, comme exercice, de démontrer, par 
exemple, les relations: 


sin?z-+cosz= 1, 
sin (z2+-2;) = sin s cos z, + cos z sin z4, 
cos (2 25) = COS z CO £, — Sin z sin z4. 


Les fonctions tg z et cotg z sont définies par les formnles: 


sinz A1 etf—e-at 41 esti_4 
Rime Er rer nr DENT PT WEP D 
ett-he-zi D Oestt11 
_ cosz eziLe-zi ezi-L4 
De nt Tnt rer nt rer de 


Introduisons mairtenant les fonctions hyperboliques. Lo sinus 
et le cosinus hyperboliques se définissent selon les formules: 


sintz e?—e"t ete”? 
shz= <= ZT — chz=cosize—5—, 





h sh z ete"? ett 1 
re chz per pi 

_ chz et Lez eat { 
cthz== = 24 ° 


11 est facile, on utilisant cos formules, de vérifier, par exemple, 
les relations suivantes: 
chiz— sh°z—1, 
sh(a + z)=sh2;chz + chz sh 2, 
ch({z + z)=ch z ch 2 + sh z sh 22, (23) 
sh2z2—2shzchz, ch2z=ch°2+ sh, 
2thz _ 1-+sthtz 
th 2 + Cth2z= Tahr 
Nous avons donc introduit une trigonométrie hyperbolique avec 
des formules analogues aux formules de la trigonométrio du cercle 
babituello. Si nous remplaçons dans les formules de la trigonométrie 


ordinaire sin z par à shz, et cos 3 par ch z, nous obticndrons les 
formules correspondantes de la trigonométrie hyperbolique. Ce fait 
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découle directement des formules qui définissent les fonctions 
hyperholiques. 

En utilisant cette indication, il est facile d'obtenir les formules 
suivantes de réduction d'une somme de fonctions hyperboliques 
à la forme logarithmique: 


shz,+shz =2 shAŸ% ch A2 ,) 
shz—sh2=2 9h08 ch HE x 

(24) 
cb a+chz,= 20h #8 ch ci lets 108 
chz—ch 3= 2 sh HE sh HT. 


Etudions maintenant les fonctions hyperboliques pour des 
valeurs réelles de l'argument: 





ee" + 
shr=< F 4 chr= te, 
ex 41 ex +1 
thi= "at cthz:== 4 


La courbe de la fonction y = chx est une chaînette [I1-5-9], 
dont nous ferons l'étude plus en détail [VI-1-9]. Les courbes des 
fonctions ch zx, shz, thx, cth x sont représentées sur la fig. 171. 

Si nous dérivons directement, nous obtiendrons pour les 
dérivées les expressions suivantes: 


ie =tchz, see =sh>x, 
dthz __ 1 dcthz 4 





“de Ur" ME 

De ]Jà, nous obtenons la table d'intégrales : 
shrdr=chz+0€, 
chrär=shz+C, 





ch2z 


\ dz =thz+cC, 





\ es = —cthz+C. 


L'appellation elle-même de « fonctions hyperboliques » est la 
conséquence de ce quo Îles fonctions ch t ét sh { jouent, dans la repré- 
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sentation paramétrique de Ll'hyper- 
bole équilatère 
ay at, 
le même rôle quo Jes fonctions cos £ 
et sint pour le cercle 
z® + y? = a2. 
La représentation paramétrique du 
cercle est : 
æ=acost, y=usint, 
et pour une hyperbole équilatère 
æ=acht, y=asht, 





comme il est facile de le constater à 
l'aide de la relation : 
Fig. 171 cht—shit= 1. 


La valeur géométrique du paramètro £{ dans les deux cas, pour 
le cercle et pour l'hyperbole, est identique. Si nous désignons par S 






4 
Lé 
[LA 
C es 
Fig. 172 Fig. 173 


l'aire du secteur AOM (fig. 172) ct par S, l'aire du cercle tout entier 
(So = Aa), nous aurons: 


op, 
t=an 
Admettons maintenant que S désigno l'aire d'un secteur analogue 
de l'hyperbole équilatère (fig. 173). Nous avons: 


S=surf, OMN—suri. AMN = Fay (ya 


= 4 (À V z— a dx. 
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En caiculant l'intégrale d’après la formule de {111-1-7}, nous trou- 
vons: 


See VA Va atin (x + VRP) 


=+atin (£+ V Fi) : 





Fig, 174 


Si maintenant nous supposons, on désignant à nouveau par $, 
l'aire du cercle, que: 


tn ie In (£+7/5#—1) » 





novs trouvervns sans peine que : 


1_Z 2? 
at st 





d'où, en additionnant torme à terme et en multipliant par 5 : 


x=g(e+e)=acht, 


y=Y xt at = V aÿchit—a?—nt=asht, 


c'est-à-dire que nous trouvons bien la représentation paramétrique 
d’une hyperbole équilatère. 
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VI-1-9. La chaînette. Examinons la courbe d'un fil pesant homogène, 
suspendu par ses extrémités 4, et Aa (fig. 474). 

Dans le plan de cotte courbe, menons un axo OX horizontalement et un 
axe OY verticaloment vers le haut. Examinons les éléments MM, = ds du fil. 
Sur chacun d'eux agissent les tensions 7 et 7, des autres parties du fil ét le 

oids de l'élément. Les tonsions sont appliquées aux oxtrémités M et Æ, de 
‘élément et dirigées suivant des tangentes (7 suivant la direction négative 
de la tangente, ot 7, suivant Ja direction poser Nous pouvons prendre le 
poids proportionnol à la longueur do l'élément: 


dp=p ds, 


où p est la donsité linéaire du fil (poids de l’unité de longueur couranto). 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut ot il suffit que la sommo des projections 
des forces, oxerçant une action sur l'élément, aussi bion horizontalement que 
verticalement, soit égale à zéro. Puisque la projection du poids de l'élément ds 
suivont la direction horizontale est nulle, 'les composantes horizontales des forces 
Tet T, doivent être égales et de signos contraires. Nous désignerons par 7, leur 
composanto horizontale. 

Ensuite, nous obtonons, à partir de la figure, pour les composantes vorti- 
cales des tonsions respectivement les oxpressions: 


—Totga=—Toy’ et Totg(a+da)=To(y’+dy"} 


où da est l'accroissement de l'anglo & formé par la tangente avec l'axe OX, 
lorsqu'on so déplaco de A en M1, ot dy’ l'accroissement correspondant du coof- 
ficicent angulaire de Ja tangente, c'est-à-dire de la grandeur tg a. 

En annulant la somme des projections 7, 7, et du poids p ds sur l'axe OY, 
nous obtiendrons : 


To(y’+dy"}—Toy'—p ds=0, : 
c'est-à-diro 
To dy'=pds, 
ce que l’on peut écrire aussi : 
Tody'=p VI+ySdz. (25) 
Les variables se séparent [1[1-1-8): 
dy dz To 


Vire ñ où "2" 

romarquons e k est uno constante directemont proportionnelle à la ra aps 
horizontale de la tonsion ot inversement proportionnelle à la densité linéaire 
du fil. Intégrons l'équation obtenue: 


in(y+ VIF) ES, 
d'où: 
atCi 
6e =" +V1+va;: 
pour définir y’, introduisons la grandeur inverse : 
x+Ci 


1 
Se re A+ y'2— y! s 
y'+Vi+y" 
Ea retranchant membro à mormbre cette égalité de La précédente, noustrouvons: 
Gr _x+C 
D 


4 
v'= (e he }) 
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Si nous intégrons encore une fois, nous obtiendrons l'équation de le courbe 
Au fil cherchée : 
Cr  _x+Ci 


V+Cmg te +e (28) 


Los constantes arbitraires C, et C2 sont définies par Ja condition quo la courbe 
basse par les points À, (a, b;) et 4: (az, b2). Cependant, co n'est pas l'équation 
de la courbe elle-même, qui présente lo plus d'intérêt dans les applications 
{c'est-à-dire los constantes C4 ot C2), mais lo rapport ontre les distances hori- 
zontalo et verticale des points d'attache et la longuour de l'arc 4,42. 

Si nous étudions la relation do ces trois grandeurs, nous pouvons, bien 
entondu, effectuer une translation des axes de coordonnées. Si nous plaçons 
Porigino au point (—C;; —C2), nous pouvons faire dans l'équation (24 C, = 
æ C3== 0, et romplacer cotto expression par une autre plus simple: 


x x 
k — _—— 
y=z (et +e Fj=kh, (261) 
d'où il est évident que la courbe est une chalnette. 
Supposons, avec les axes de coordonnées que l'on a choisis, que le point 
d'attache 4, ait pour coordonnées (a, bi}, êt A2 (a>, b2}. Si nous désgnons por !, 


h. s les distances horizontale et verticale des points fattacho ot Ja longueur 
du fil, nous aurons : 


le 0g—0, h=ba—biæk (ch ch &) , 
as TE À aa ARRET 
s= je Vi+y 3 ae V 1+shè dr = 
as LA = üäg 822 
= (ich Ré=k (sh sh 2) . 
D'après los formules (24) nous trouvons : 


a2-+ai &2—a U a+ 


G2— 4, A2 +0: L a+a 
sœ2ksh ch HE =2kshch 2, 





d'où, en tenant compte de la première relation (23), 
#—h3=4k8 sh1 ALES A 


<o qui nouë donne la relation entre ?, # ot s, que nous chorchions. Nous pouvons 
‘écrire sous cette autre forme: 


° 


l 
sbh- 
ee VE ; (27 
p3 


Si l’on donne les points d'attache et la lpngueur du fil, les grandeurs }, k et s 
sont connues, et nous obtonons une équation définissant lo jones k, ou, 
si La densité linéaire du fil p est également connus, l'équation (27) peut également 


444 CH. VI. NOMBRES COMPLEXES, FONDEM. DE L'ALOÈBRE SUPÉRIFURE 


sorvir à définie la composante horizontale de tonsion 7,. Pour condenser les 
notations, posons : 


1 Va _ 
La = ë, TL =c. 
L'équation (27) deviendra : 
n = (271) 


Nous rappclant lo développement d'une fonction exponentielle on une 
sério de puissanco [TV-2-4J, nous trouverons: 


ShE eb—e-é Et Et E6 
E TŒ— Site tente... 


d'où nous voyons que lorsque £ croît de 0 à + co, le rapport croît également 
de 1 à “+ oo, Par conséquent, pour toute valeur donnée c > 1, l'équation 
(27,) possèdo uno soulo racine positive que l'an pout calculer on utilisant des 
tablos de fonctions hyporboliques. Les grandeurs données {, À et s doivont ulors 


vécifior Ja condition : 
ET ou s>h1+L13, 


qui est évidonto à partir de la représontation géométrique, puisque V/Aî-F 8 
est uno cordv de 4,42, ot s un arc de Ja chaînotto entre ces mêmes points. 
Soit, par oxemplo: 


3100 m, 1=50 m, h=—20 m, p—=20 kg/m, 
nous obtiondrons : 
c=0,02 1/10 000 —400 == 0,8. V/B= 1,96 

et nous trouverons dans les tables hyperboliques lu racine de l'équation (27,): 

Em pm 2t5, 
d'où : 

1. 50 
ŒPTITRS 


Supposons quo les points d'attache sv trouvent à La même hauteur. Suivons lt 
flèche du fit / (fig. 175): 


To=kp= 20 = 232 kg. 


t l ! { 
12040 mp (e À Le GENE pe 9). 


Si nous développons la fonction exponentielle en série, nous obtiondrons: 


1 4 A 8 
fret ae tr. (8) 


Do mème, nous aurons pour 2= AA, (formule (27) pour h=0}: 
1 


! 
l 2 _ 2 1 
ska ke —. #)=t+r 


5,41 5 _ 
Beta amet (2) 
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Nous limitant dans la sério (28) à un seul tormo, nous définirous de façon 
approchéo 


Du développement de (29) déduisons les doux premiers termes, et portons-les 
dans l'oxpression que nous avons trouvéo pour k: 





Fig. 179 Fig. 176 


Si nous différentions ce rapport, nous obticndrons La relation entre l'allonge= 
ment du fil et l'accrotssement de la flèche: 





46 ÿdf 31 
ds Tr ou dis <gr de. 


Nous avons ublonu l'équation (25), en admettant quo ln pesanteur agit 
sur chaque élément de fil. proportionnelloment à la Jongucur du l'élémont. 
Dans certains cas. par exemple dans l'étude des câbles de ponts, il faut const 
déror quo lo paidx est proportionnel à la longueur non de l'élément lui-même, 
mais de sa pro eclion sur l'axc horizontal, Cela arrive Jorsque Ir charge du tablier 
cst sf grande devaal le poids du câblo, quo l'on peut négliger ce dernier, Dans ce 
<as, nous aurons à lu place do l'équation (25): 

To dy'=1 dx, 
d'où : 


DE LE 
y ou To z + Ci 
el 
pe gfa8 + Cie + Cas 
c'esi-à-diro que La courbe sera une parabole. 
Supposons que les extrémités du fil 4, et 42 se trouvent à la même hauteur, 


et plaçons l'origine des coordonnées au sommot de la parabolo (fig. 176), de 
sorte quo son équation sora: 


yæaxi (= 7) . 
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Déterminons, comme ci-dessus, la longueur de la portée ! «= 4,4, et de La flèche 


4 = OA. Nous obtiendrons à partir de l'équation de Ja parabole 


CET 4j 
fa, d'où a. 


Calculons la longuour de l'arc A,42 égale au doublo de l'arc UA2:: 


t 
T 
s=2{ VIF RES az. 
D'après la formule du binôme de Newton, nous avons: 
VI Hair (1 + 40828) V8 4 2utxt— 2odrt +... 
et, on intégrant, nous trouvons pour s le développement : 
{ 4 
= = CUS — 8 lé 
3 i+-gol 30 +... 
Remplaçons & par l'expression que nous avons trouvée plus haut, il vient : 


+T (y (4)'i4.r [1+5 et... 


oùs= + . Si nous nous limitons dans co développement aux deux premiers ter- 
mcs, nous obtiondrons la formule approchée : 

CES Hif : 
qui coïncide avec la formulo de Ja chaînette. 

VI-1-10. Logarithme d'un nombre complexe. Or appelle loga- 
rithme naturel d'un nombre complexe r (cos @ + à sin g) la puissance 
à laquelle il faut élever e pour obtenir le logarithme du nombre. En 
par In le logarithme naturel, nous pouvons dire que l’éga- 

In {r (cos @+ i sin q)} = 7 + yi 
est équivalente à : 
evil r (cos p+ i sin p). 

On peut écrire ainsi cette dernière égalité : 

(cosy + isin y) =r (cos p+isin y), 
d'où, en comparant les modules et les arguments, nous obtiendrons: 

e=r, y=p+2kx (k=0, +1, +2, ...), 

c'est-à-diro : 

z=lnr et z+yi=Inr+(p+2kx)i 
ct finalemont : 

Infr(cosp+isinp)] =lnr +(p+2kn)i, (30} 
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c'est-à-dire que Le logarithme naturel d'un nombre complexe est égal 
à un nombre complexe dont la partie réelle est le logarithme ordinaire 
du module, et la partie imaginaire est le produit de i par une des valeurs 
de l'argument. 

Nous voyons ainsi que le logarithme naturel d’un nombre quel- 
conque possède une quantité infinie de valeurs. La seule exception 
est zéro, qui n’a pas de logarithme. Si nous imposons à l'orgument. 
de vérifier l'inégalité: 

_i< ® < UT 
nous obtiendrons ce que l'on appelle La valeur principale du logarith- 
me. Pour distinguer la valeur principale d'un logarithme de sa 
valeur générale, donnée par la formule (30), on emploie pour désigner 
la valeur principale 1g au lieu de In, de sorte que: 


Ig(r(cosp+isinq}}=Ilgr+oœi, (31} 
OÙ —1< PET. 
Déterminons à l’aide du logarithme /a puissance complexe d'un 


nombre complexe quelconque. Si u et v sont deux nombres comple- 
xes, et que w =£ O0, nous supposerons que: 


u=æwilnu, 


Notons que ln u, et donc w?, ont, en général, une quantité infinie 
de valeurs. 


E xemples.1, Le module f est égal à 1 ot l’argumont à 5 , C'est pourquoi : 


Int (5 + kr) à (k=0, +1, +2, ...). 
2. Déterminons {{: 


ELS 
(— +2hx 
Hmetintee (+) (m0, +4, +2,...) 

VI-1-11. Grandeurs sinusoïdales et diagrammes vectoriels. Signalons 
l'utilisation des grandeurs complexes pour l'étude des oscillations harmoniques. 
Etudions lo courant variable dont l'intensité j a, à chaque instant, dans tout 
le circuit, la même valour qu'on peut définir par la formulo: 


Î= im Sin (ot+q), (82) 
où ? est le tomps, et j», © ot @ sont des constantes. 
La constante /,, que nous considérerons comme positive, s’appello amplii- 
tude; le constante & s'appelle pulsation et cBt liéo à La période T par la relation : 
2x 


T=— , 


Le] 


la constante @ est qe phase du courant altornatif. 
Le courant dont l'intensité est définie par la formule (32) est dit sinusoïdal. 
Ce qui vient d'être dit est valable égalemont pour la tension: 


v= by Sin (ot+ qu), (33) 
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et nous étudiorons plus loin l'intonsité et la tension du courant qui varient solon 
la loi sinusoïdale définie par los formulos (32) et (33). 

El existe une représentation géométrique simplo des grandeurs sinusoïdales 
do même fréquence. Menons par un point O du plan un rayon que nous ferons 
tourner À uno vitosse angulaire © dans le sons des aiguilles d’une montre; nous 
appellerons co rayon axe des temps. 

Admetlons que la position iaitiale do l'axe des temps pour { = 0 coïncide 


avec l'axe OX. Construisons un vectour où {tig. 177) de longueur /,. qui forme 





Fig. 177 


l'angle q avec la positios initinle de l'axo des tomps (rappelons que nous consi- 
dérons la direction inverse do celle dos aiguilles d'uno montre, comme direction 
pusitivo pour mesurer des angles). 


A l'instant t?, le vecteur OA formora un angle (g + wi) avec l'axe des 


tops qui aura tourné d'un angle wt; la projection du vecteur OA dans uno 
direction porpondiculrire à l'axe des temps ct obtenue par une rotalion de 
cette projoction d’un anglu 5 en sens invorse des aiguilles d'une montre, ou, 
en un mot, la longueur, prise avec le signe convonable, de la perpendiculaire 
menée do l'extrémité du vecteur OA sur l'axe des temps nous donne, comme 
on le voit, la grandeur 


J=im Sin (ot +). 
Pouc roprésonter une autre grandeur sinusvidate de môme période : 
F0 = sin (ot+ pu 
à paire tracer un vectour de longuour jn lormant avec lo premier vecteur 
auglo : 
= Pi. 


Ainsi, nous pouvons représenter, à l’aido dos vecteurs fixes du plan, des 
randeurs sinusuidalos do même fréquence. Le longueur du chaque vecteur 
doune l'amplilude do la grandour correspondante, ut l'angle situé entre deux 
vectours esl la différence do phase dus grandeurs correspondant à ces vecteurs. 
Les voctours ainsi construits donnont ce qu’on appolle le diagramme vectoriel 
du systèmo do grandours sinusoïdules de môme périade. k 
La somme géométrique de plusivurs vecteurs d'un diagramme vectoriel 
correspondra, d'après lo théorème sur La projcction de la résultante, à une gran- 
dour sinusuïdale de mêmo période égale à la somme des grandeurs sinusoïdales 
qui correspondent aux vecteurs à additionnor. 
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En utilisant la définilion donnée do la multiplication {VI-1-8], on peut 


conférer aux opérations sur les diagrammes vectoriels uno formo analytique 
pres 


ar la suite, nous désignerons les vecteurs par les mêmes lettros, mais en 
caractères gras. 


Nous considérerons le produit d'un vecteur j par un nombre complexe rev 
comme égal au vecteur que L'on obtient à partir du vecteur j en multipliant se lon- 
&ueur par r et en le faisant tourner d'un angle @, c'est-à-dire que nous considé- 
rerons quo le produit re°t j s'obtient d’après la règle donnéo dans {V1-1-3] de la 
multiplication d'un nombre comploxe, représentant le vectour j, par un nombre 
complexe reŸi, 


Si on écrit lo nombro complexe re°{ sous la forme {s + bi), un peut repré- 
senior le produit sous la forme d'une sommo de deux vecteurs: 


(a+ bi) j=oj+ bij, 


le premicr termo étant un vecteur parallèle au vecteur j, ot le second un vecteur 
pornendiculaire au vecteur j. 


Nous pouvons, on projutent un voctour 4 qrolconque suivant deux 
directions perpondiculaires, Îe représenter sous orme : 


fs = ai biÿ— (a +- bi) ji 


On a alors | a + bi | égal au rapport des longueurs des vecteurs de j et j,, et 
l'argument du nombre (a + bi) est l'angle formé par le vecteur j, et lo vectôur j. 
ee sage donns la différence do phaso des grandeurs correspondantes aux vec- 
eurs j: et j. 

Jutroduisons la notion de valeur guadratique moyenne d'une grandour 


sinusoïdale (32), quo nous désignerons par le symbole A (/2). Ello est définie 
par l'équation : 


; 4 CT. 
2) eu ee 2 
M (2) = \ Side. 
Si nous intégrons l'oxpression 
3 { { 
= ÿ3, sin? ot+p=z Im TZ F9 cos 2 (ot +) 


cntro les limitos 0 et Te + nous obtiendrons: 
2 
| 4 . 1 . A 1 . 
M D=T Be [ sin 2(ut-+], ln. 


La racino carrée de la valeur quadratique moyonne cst Ja valeur efficace 
d'une grandeur: 





esp VHS = LE 


Dans la pratique, quand on construit des dingrammes vectoriels, on prend 
habituellemont la Jonguour du vocteur égalo non pas à l'amplitude, mais à la 
valeur cfficaco de la grandeur, c'est-à-dire que l'on diminue les longuours des 


vecicurs, par ra pure à la construction oxposés ci-dessus, dans le rapport 1 : y2. 
Si nous différontions la formule (32), nous obtiendrons: 


SL = dim COS (@f +9) = 0j Sin (ot + ++) , 
29—281 
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c'est-à-diro que la dérivée de à ne diffère de j qu'en ce que l'amplitude est 
multipliée par w et que la phaso augmente de . 


On écrira la relation entre ces grandeurs vectorielles ainsi: 

dj 

Ze = vi. (84) 
Si nous intégrons la formule (32) et négligoons la constante acbitraire, co 


qui est nécessaire si nous voulons obtenir également uno grandeur sinusoïdalo 
e même périodo, nous avons: 


à L:: 4: x 
\ fdt=—— im cos (wo + q)==— jm sin (ot+ g—+) , 
d'où il résulte * : 
{ 
jdt= 1. (35) 


VI-1-12. Exemples. 1. Etudions un circuit de courant alternatif, formé 
successivoment : d’une résistance À, d'une self-induction L et d'une capacité C. 
St nous désignons par v la tension ct par } l'intensité du courant, nous aurons 
la relation, employés en physiquo: 


NONTRART 
v=Rj+L TT (sa. 

Limitons-nous pour le moment aux phénomènes permanents, et en parti- 
culier au cas où la tonsion et l'intensité du courant sont des grandeurs sinu- 
soïdales de même période. On peut écrire l'équation précédente sous unc furme 


vectorielle, en introduisant à la place do v et j les vecteurs tension et intensité 
du courant v ot j. 


v=ni+$+T( jét: 


nous rappolant les formules (34) et (35), nous trouvorons à partir de là: 


v=Rj+oLi} HD je (+ ui) Ji, (36) 
où : 
u=wL _ , CeRtut. (37) 


La rolation obtenue ontro les vectours tension et intensité a la forme de 
l'habituello loi d'Ohm, avec cotto différonce qu’à la place do la résistanco entre 
ici un facteur complexo & appelé résistance apparente du circuit ou impédonce 
et qui ost composé de la somme de trois « résistancos »: résistance ohmique (I), 


impédance de la selj-induction (@Lt) et impédance de la capacité (2) ; 


+ désigne le vecteur correspondant à lu grandeur sinusoïdnle 


a ,et le symbole \ jdt le vecteur correspondant à \ j dt. 


+ Le symbole 
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La formule (36) donne en plus la décomposition du vecteur v en deux com- 
posantes: #j dans la direction do j, et utj dans la diroction porpendiculaire à j. 
Lu première s'appelle composante active, et la deuxième, la composante réactive 
de la tension. Ces termes doviendront clairs sf nous celculons la puissance moyenne 
W du courant de notre circuit, qui est définie comme la moyenne arithmétique 
sur toute la période à partir de la puissance instantanée do vf: 


1 T . mm j . > 
W=— vi di \ sin (wt sin {ot |-Po) dt ; 
7, vi dim (sin (ue +-qp sin (ut ça 


1 désigne ici Ls phase de tension, g: lu phase do l'intensité, de sorto que: 
Dæ= Dm Sin (©t+ ps), j æ)m Sin (@f + Fr). 
Nous trouverons sans poinc: 





' T 
We“ à 1605 (1 — 2)— 08 (2ué + pa] dt = 


Umim 





COS (P1 — Pa) zx Vefflof COS (Ps — Fo). (38) 


Ainsi, on obtiont la plus grando puissance moyenno en valeur absolue 
lorsque les phases de la tension ot de l'intensité coïncidont ou diffèrent de x; 


on obtient la plus petite puissance (nulle), lorsque ces phases diffèront do 5 . 


Lorsqu'on établit l'oxpression de W, la compusante réactive w1j du vecteur v 
donne une puissance moyonne égale à zéro, puisque le vecteur w1j cst porpen- 
diculrire au vecteur j, c’est-à-dire que pour lui cos (qe — 2) = 0, et l'on n'ob- 
tient la puissance moyenno, qui se transforme on chaleur suivant la loi de Juule, 
qu'à partir de la composante activo (« de travail s). 

da pout écriro le rapport (38) sous la forme suivante: 





1 
æg hi 
Ru “6 W 


J=gv+hiv. 


On appelle lo facteur comploxe n la conduct{bilité apparente du ctreuit: 
il est x he à l'inverse de l'impédance. La formule précédente donne lo développe- 
ment du vectour intensité du courant on composantes active et réactive (dans la 
direction de v ot perpendiculairement à lui). 

2. Les règles fondamentales pour calculer le résistance d'un circuit complexe 
parcouru par un courant continu, dans loquel les résistances sont en série ou 
en parallèle, ont été tirées dos lois d'Ohm ot de Kirchhoff ; olles restent valables 
pour les circuits parcourus par un courent sinusoïdal alternatif à l'étet. de régime 
perruanent, si nous convonons seulement de remplacer les valeurs instanionées 
de la tension ot de l'intensité par les vecteurs correspondants, ot 1rs résistances 
ohmiques por des impédancos. 

Ainsi, si les résistances apparontos sont incluses en série dans lo cfrcuit : 


GUi=k, td, Lot za, … 
les vecteurs tension ct intensité soront liés par les relations : 
valise où L'æbitlst..., (39) 


c'est-à-dire que lorsque les impédances sont en série, elles s'ajoutent, 
Par contre, si les impédances sont on parallèle, nousobtiendrons la relation : 


{ : 
j=pvæm ou = 
ou: 


va, où met. (40) 
29e 
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c'est-à-diro que lorsque les conductibilités apparentes sont en parallèle, elles 
s'additionnent. 


La construction graphique de l’impédance, lorsquo les impédances 
: 62, - - ., sont on série, so ramène à Ja construction géométrique de la sommo 
és vecteurs qui représentent ces nombres complexes. 
Indiquons la construction dans lo cas où dite impédances 6, et £- sont 
on parallélo. Nous avons, d'après ia règle précédent: 


get Lt 


En admettant que: 


Dm pet, Limpueit, Lompoeltl, Lite pet, 
nous aurons: 


pile, 0048-00. : 





Fig. 178 Fig. 179 


d'abord la somme &, + &: == OC ; construisons ensuite AAOD, qui est semblable 
à ACOB, en faisant tourner ACOB jusqu'on C’OB’, et menons la droite AD 
parallèle à C7’. 

De la similitudo des triangles, nous obteuons: 


3 0B PiP2 
OD=0A— , c'est-à-dire pe, 
TC * p Po 
6 = 02 — 00 (8: =0), 
co qu'il fallait démontrer. 

3. Etudions les oscillations couplées de deux circuits liés par mutucolle 
Induction (fig. 179). Admettons que r, et j, désignent la force électromotrice 
externe et l'intensité du courant dans le cirouit 7, ot que /2 désigne l'intensité du 
courant dans le circuit 77 (sans force électromotrice oxterne); Æ,, Ro, Lis Le 
Cg C2 soront respoctivement les résistances, les cocfficionts de sclf-induction 
et les spas e ces circuits, Af les coefficients d'induction mutuslle dos 
circuits / ot 71. 


* Sur la figure, nous avoas, pour simplilice, dirigé l'axe OX suivant le 
voctour £1 co qui nous amèno à supposer quo 8,1 == 0. Dans lo cas général, il 
suffit de tourner l'axe OX d'un angle 8, dans lo sens des aiguilles d'une montre. 
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Nous avons les rapports: 
: di dj, 1 : 
mu Roi + ai MS + { lidt, 
F dj2 dis 1 ; 
On Nofe+ Le TR HN D + | ja dt. 
Si nous étudions lo phénomène à l'état de régime permanent, au cours 


duquel la tension et l'intensité varient selon La lui sinusoïdalo do fréquonce 
égale, nous pouvons mettro ces équations sous forme vectoricilo: 


vis (Ri+ocu+ as ) h+oftja= Cal OMija, 
OuMih+ (Re +otat+ fe) Je ont + taf, 


où &, et &: sont les impédances des circuits Z et Z/. En résolvant par rapport 
à js ot je, nous obtiendrons sans peino: 








de, Le wMi 
h=nrome Ve he TEE 


En mettant la premièro équation sous la forme : 


V1= (u+ 2) Îv 


nous pouvons diro quo la présence du circuit 77 modifie l'impédance £ du cir- 
it Z d'un torme: : 
cut re E-a 





VI-1-13. Courbes définies sous forme complexe. Si l’on convient de re- 
pra les nombres réols pe des points sur un axo OX, la variation do la varia- 
le réello revient à un déplacement du point ré perte sur l'axo OX. De 
même pour une variable complexe, 6 = ++ yi, cola rovient au déplacement 
d'un point dans le plan XOY. 

ILest surtout intéressant d'étudior le cas où la variablo & décrit, lors de sa 
variation, une certaine courbe; ce cas s0 présente lorsquo les partics réclle ot 
imaginaire, c'est-à-dire les coordonnées z et y, sont fonctions d'un paramètro 
u que nous considérerons comme réol: 


æ=qu(u), y=p(u). (41) 
Nous écrirons alors simplemont : 
G=f{(u), où 1(u)=p (u)+1pa(u), 
et nous appollurons cette équation équation de La courbe considérée (41) sous 
forme complexe. 
Les équations (41) donnent une représentation paramétrique de la courbe 


on coordonnées orthogonales, Nous passerons aux coordonnées polaires, si nous 
écrivons la variable & sous forme exponenticllo: 


Gp, plu), 0 1 (0). 


Dans cetto oxpression, le factour p n'est pas autre choso que | | et le 


facteur «01 qui, dans le cas où C ost réel (8 = 0 ou a}, coïncido avec le « signe » 
(&1), est un vecteur de longucur unité et se noto à l’aido du symbole: 


Sgn tm. 
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Les diagrammes vectoriels conduisent à l'étude des équations des courbes 
Sous forme comploxo. Si nous considérons dans la relation: 


v=tj 
lo vecteur Intensité j commo constant, mais que nous fassions varicr l'une des 
constantes du circuit, rente & et lo vecteur v varieront ; l'extrémité de ce 
vecteur v décrit uno courbe appolce diagramme de la tension: quand on aura 
coustruit cotte courbe, on aura une représentation clairo do la variation du 
vecteur v. Le point © décrit égalomont une courbo (diagremme d'impédance), 
qui no se différencicra du diagrammo de tonsion quo par lo choix de l'échelle 
{on HAUTE le vecteur j pour unité). 
tudions maintenant les équations de quolques courbes simples. 

1. L'équation d'une droite passant par un point donné bo = xo +- yoi 

et formant un anglo & aveo l'axo OX: 


G=botuett, 


lo paramètre u désigno la distanco de &o à &. 
2. L'équation d'une circonférence dont lv centre est au point €, et do rayon r: 


6 Go tre“i. 
3. Une ollipse dont le contre cst à l'origine des coordonnées, et dont les 
demi-axes sont a ct b; le grand axe 6lant orionté suivant l'axe OX a, sous 
forme comploxe, l'équation IVI-1-8]: 


G:=x byésa cos u—+ bi sin un T2 eut + est, 


Si Je grand axe forme un anglo q, avec l'axo OX, l'équation do l'ellipse sera 
de la forrao: 


t= evo [+ eu+ = eu] . 


Dans lo cas général, lorsque le centre de re so trouve au point £o 
et que Lo grand axe forme un angle avec l'axe OX, l'ellipse aura pour équation: 


4 b , a—b 
b=to+ 60 [SE et Le 5 eut] . 
St b = a, cette équation devicnt l’équation du cvrcle de rayon a: 


G=tot er vor, 


où (go + u}) ost, oumme u, un paramètre réel. Si b = 0, nous obtiondrons le 
segmont dv droite: 





Dot h 4 
to ae =to+ae cosu, E=tot-ve®, 


ot eui-Le-ut 
2 

foruant uu anglo q, avec l’sxo OX, de longueur 2a, et dont lo contre est au 
point &o car Je paramètro » = a cos u est réel, comme u, mais no peut prendro 
quo des valours comprises entre (—a) ct (+a). 

Si nous considérons les cas du corclo et du segment de droite commo does 
cas limites do l’ollipse obtenus lorsque le demi-petit axe devicnt égal au grand 
ou s’annule, nous pouvons alors dire do façon générale que l'équation 


Eu hiteut + pue-ui, (42) 


où Dos Has je sont des nombres complexes quelconques, représente toujours l'équa- 
tion d'une ellipse, 
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Eu effet, si nous supposons que: 
6 6, —0 
pau Met, pe Met, Lis Po, = 00 
nous pouvons écrire l'équation (42) sous la forme: 


Le to Mett+006+ Me tu- 0e) pe 670! [ ctu +00 prie Cu +O0!], 


d'où l'on voit que la courbe étudiée est bien une ellipse dont le contre cst au 

pois +, dont les demi-axes sont (M, + M2), et dont le d axe forme avec 

‘axe OX l'angle p,, c'est-à-dire qu'il e pour direction la bissectrice do l'angle 

formé par les vecteurs u, ot ue. Pour W: = 0, l'ellipse se transforme un circon- 
féronce, pour A+: — M,, en segment do droito. 

4. Les courbes dont l'équation sous forme complexe a l'aspoct suivant: 

Ga vert, (43) 


où v et y sont des constantes complexes arbitraires, s'amploient très souvent 
our l'étude des phénomènes du courant alternatif dans Îes circuits à distri- 
ution continue des résistances, des capacités et de la solf-induction. 


Posons v = MicŸoi, y = a + bi ot en passant aux coordonnées polaires, 
nous &aVOoDS : 


La pete Ne Vol ooiu y ue, 

c'est-à-diro : 

p=Nieu, O=butg, 
d'où 

is, 
et finaloment : 
0 ns 
pæNet (NæN; Ÿ), 

o'est-à-dire que la courbo étudiée ost uno spiralo logarithmique (fig. 480, cor- 
respondant au cas + > 0). 


Nous pouvons obtenir des courbes plus compliquées du type: 
G=vie une + pysetet, 
si nous construisons les « composantes de la spirale » : 
a", Lave 2", …… Go vee 


et si nous caloulons pour chaque valeur de z Ja somme géométrique des valeurs 
correspondantes de is, 2, « « « Le (tig. 181). 


Give” 


VI-1-14. Représentation d'une oscillation harmonique sous forme cam- 
plexe. L'oscillation harmonique amortie est exprimée à l’aide de la formule: 


z= Ace sin (ot+ 0), (44) 
où 4 et e sont des constantes positives. Introduisons la grandeur complexe: 


G= PACS +) tee Prau as 3) 
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La partio réelle do cette À era comploxe coïncide avec l'expression (44). 
Nous pouvons, ainsi, rep sonter uno oscillation harmonique emortic quelcon- 
que, commo la partio réello d'une oxpression complexe de la forme: . 


t= cet, 
où & et fi sont des nombres complexes. Dans lo cas de la formule (45): 


EL 
Pa 
ant 0-7) et Bot es. 
Dans lo cas d’uno oscillation harmonique pure sans amortissement, e=0,cth 





Fig. 180 Fig. 181 


sera un nombre réel. L'expression (45) pour & coïncide “vec l’oxpression (43) 
pour: 


ñ 
ve Ae(°0 LA v=o+ei)it= —etoi et u=t. 


On voit de là quo lorsque t vario, le point & décrit une spiralo logarithmi- 
que, l'angle polaire 6 étant alors une fonction Hinéaire du temps t: 


8 ot + po + 


c'est-à-dire que lo rayon vecteur tourne, de l'origine des coordonnées au’point #, 
autour de l'origine avec une vitesse angulaire w constante. La projection du 
point £ sur l'axe OX offectue des oscillations amorties (44), Si 8 = 0, lo point & 
tourne suivant un cercle p = À, et sa projection sur l'axe OX tourne suivant 
la loi des oscillations harmoniques non amorties: 


Ze À sin (ot + po). 
VI-2. Propriétés fondamentales des polynômes entiers 
et calcul de leurs racines 


V1-2-1. Equation algébrique. Nous étudierons dans ce paragraphe 
le polynôme entier: 


1(2)= 002 Hat Ha. Hansz Lan, 
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OÙ Gjs is - - 5 hs + + + » An SOnt des nombres complexes donnés 
ct z une variable complexe, le coefficient à, pouvant être considéré 
comme différent de zéro. On connaît (algèbre élémentaire) les 
opérations fondamentales sur les polynômes. Nous ne rappellerons 
que le cas do la division. Si f (z) ot œ (z) sont deux polynômes et 
si le degré de œ (z) n'est pas supérieure au degré de f (2), nous 
pouvons représenter f (z) sous la forme: 


f(2)=9():0(2)+R (+), 


où Q @ et R(z) sont également des polynômes, le degré de 
R (z) étant inférioure au degré de p (z). On dit que les polyné- 
mes Q (z) ot R (z) sont, respectivement, le quotient et le reste lors 
de la division de ÿ (2) par q (2). Le quotient et le resto sont des poly- 
nômes entièrement définis, de sorte que la représentation de / (z) 
sous la forme indiquée ci-dessus en fonction do œ (3) est unique. 

On appelle racines du polynôme les valeurs de z pour lesquelles 
le polynôme est égal à zéro. Ainsi, Les racines de f (z) sont los racines 
de l'équation: 


1(2)= 008 Hart Han Hansztan=0. (1) 


On dit que cette équation est une équation algébrique de degré n. 

Si l’on divise f (z) par Je binôme (z — a), le quotient Q (2) sera 
un polynôme de degré (nr — 1) ayant a, pour coefficient du terme 
de plus haut degré, et le reste R ne contiendra pas z. D'après 
la propriété fondamentale de la division, on a l'identité: 


f(2)=(2—-0)0(z)+R. 
Si nous mettons dans cette identité z = «a, nous obtiendrons: 
R=}j(a), 
c'est-à-dire que le reste obtenu par la division du polynôme f (2) par 
(z — a) est égal à f (a) (théorème de Bézout). 
En particulier, pour que le polynôme f (z) soit divisible par 
(z — a) sans que l’on ait de reste, il faut et il suffit que: 
f(a}=0, 


c'est-à-dire que pour que le polynôme soit divisible par le binôme 
(z — a), sans qu'il y ait de reste, il faut et il suffit que z = a soit 
une racine de ce polynôme. 

Ainsi, si nous connaissons la racine z — a du polynôme f (2), 
nous pouvons extraire de ce polynôme le facteur (2 — a): 


f(2)=(2—0) fi (2), 
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où : 
fa (a) be bi, 4 Die + bas (bo = ao). 
Chercher les autres racines reviont à résoudre l'équation: 
Loz1 + b,z"-2 +... + basz + bn =0 
do degré (n — 1). 
Nous devons répondre pour la suite de cet exposé à la question 
suivante: est-co que toute équation algébrique possède des racines? 


Dans le cas d'une équation non algébrique on peut répondre par la 
négative. Ainsi, par exemple, l'équation: 
et =0(2=7+yi) 

ne possède aucune racine, puisque le module e* du preinior membre 
n'est égal à zéro pour aucuno valeur de x. Mais dans le cas d'une 
équation algébrique, on donnora à la question précédente une répouse 
affirmative, qui s'exprime par le théorème fondamen- 
tal do l'algèbre: toute équation algébrique possède, au motns, 
une racine. 

Nous admettrons ici ce théorème sans démonstration. Nous en 
ferons la démonstration dans lo tome 111, dans l'exposé de la théorio 
des fonctions d'une variable complexe. 


V1-2-2. Décomposition d'un polynôme en produit de facteurs, 
Tout polynôme 
(2) = 002 + 02" +... + ans2+an (2) 
possède, d'après le théorème fondamental, une racine z — Zi, et, 
par conséquent, il est divisible par (z — z;), et nous pouvons écri- 
re [VI-2-1]: 
f(z)=(z—2) (003 +...) 
Le second facteur du produit dans le deuxième membre de cutte 
égalité possède, d’après le théorème fondamental précité, la racine 
3 = Z2, 0 par conséquent ost divisible par (z — z:), donc nous pou- 


vons écrire: 
F(2)=(2— 2) (2— 32) (co2 724...) 


Si nous continuons ainsi à extraire les facteurs du premier degré, 
nous obtiendrons finalemont la mise en facteurs suivante dans f (2): 


Î(2)=4@0(3— 2) (2— 22)... (2—2n), (3) 


c'est-à-dire que l'on peut mettre tout polynôme de degré n sous forme 
d'un produit de (n + 1) facteurs, dont l'un est égal au coefficient 
de la plus grande puissance, les autres étant des binômes du premier 
degré de la forme (z — a). 
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Lorsqu'on fait z2=32, (s= 1, 2,...,n), un au moins des 
facteurs de (3) est égal à zéro, c'est-à-dire que Les valeurs z = 2, 
sont les racines de f (2). 

‘Toute valeur de z, différente des z,, ne peut pas être une racine 
de f (2), puisque pour cette valeur de z aucun des facteurs de (3) 
ne deviendra égal à zéro. 

Si tous les nombres z, sont différents, f (z) a n racines distinctes. 
S'il y a parmi les nombres z, des nombres identiques, le nombre des 
racines distinctes de f (z) sera inférieur à n. 

Nous pouvons ainsi énoncer le théorème: un polynôme de degré 
n (ou une équation algébrique de degré n) ne peut avoir plus de 
n racines distinctes. 

Conséquence directe de ce théorème: si on sait qu'un polynôme, 
dont le degré n'est pas supérieur à n, possède plus de n racines 
distinctes, tous les coefficients de ce polynôme et le terme libre sont 
égaux à zéro, c’est-à-dire que ce polynôme est identiquement nul. 

Supposons que les valeurs de doux polynômes /: (2) et f2 (2), 
dont le degré n'est pas supérieur à », coïncident pour plus 
de n valeurs distinctes de z. Leur différence f1 (2) — f2 (2) est un 
polynôme de degré non supérieur à n, ayant plus de n racines 
distinctes, ct par conséquent cette différence est identiquement 
nulle, et f1 (z) et fe (z) ont des coofficients identiques. Si Les valeurs 
de deux polynômes de degré non supérieur à n coïncident pour plus 
de n valeurs distinctes de z, tous les coefficients de ces polynômes 
et les termes constants sont égaux, c'est-à-dire que ces polynômes sont 
identiques. 

Cette propriété des polynômes est à la base de la méthode dite 
des coefficients indéterminés, que nous utiliserons par la suite. 
Le principe de cette méthode est qu'il résulte de l'identité de doux 
polynômes que les coefficients des termes ayant le même degré z 
sont égaux. 

Nous avons obtenu la miso on facteurs (3) en plaçant les facteurs 
du premior degré du polynôme f (z) dans un ordre déterminé. Démon- 
trons maintenant que Ja forme définitive du développement en 
produit de factours ne dépend pas de la façon dont nous les avons 
extraits, c'est-à-dire que le polynôme ne peut être mis que sous une 
forme de produits de facteurs du type (3). 

Supposons qu'en plus de la mise en facteurs (3), on ait la mise 
en facteurs: 


f(2)= bo(z—2;)(2— 2)... (2— 2). (3) 


Si nous comparons ces deux produits de facteurs, nous pouvons 
écrire identiquement : 


ao(z—2)(2— 22)... (2— 20) = bo(2— 2) (2— 23)... (2— 2). 
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Le premier membre de cette identité s'annule pour z = z,; 
par suite, il doit en être de même pour lo second membre, c'est-à-dire 
qu'au moins un des facteurs en z4 doit être égal à z,. On peut, par 
exemple, considérer que z; — 2. En divisant les deux membres de 
l'identité écrito par (2 —z), nous obtiendrons l'égalité: 


Go(Z2— 22)... (2—2n)= bo(z— 2)... (2— 25), 


vériliée pour toutes les valeurs de z, sauf, peut-être, z — z,. Mais, 
d'après l'affirmation ci-dessus, cette égalité doit être également 
une identité. Nous démontrerons, en raisonnant comme ci-dessus, 
que z, = Z2, etc., et, enfin, que b, = a,, c'est-à-diro que la mise 
en facteurs (3;) doit coïncider avec la mise en facteurs (3). 


VI-2-3. Racines multiples. 11 peut y avoir, comme uous J'avons 
déjà dit, des nombres identiques parmi les z, entrant dans le produit 
do facteurs (3). En groupant dans ce produit los facteurs identiques, 
nous pouvons écrire le produit sous la forme: 


1(2)=00(2—2,)" (2— 22)" Tee (2— 2m)", (4) 
où les nombres z,, 52, ..., z, sont distincts et 
kit kz+... +imæn. (5) 


Si l'on a dans ce produit un facteur (3 — 3,)*:, on appelle la 
racine 3 = 3, racine d'ordre k, et, de façon générale, on appelle la 
racine z — a du polynôme f(z) racine d'ordre k, si f (x) est divisible 
par (3 — a)" et n'est pas divisible par (2 — a)**1, 

Démontrons maintenant un autre critère permettant de détermi- 
nec si une racine quolconque est uno racine multiple. Utilisons la 
formule de Taylor. Remarquons d'abord que nous pouvons détermi- 
ner les dérivées du polynôme f (z) à l’aide des formules que nous 
avons employées dans le cas d'une variable réelle: 


1(2)= 002 +021 +, Ha Hans ban: 
J'()=na02" + (n—1)e23+... (nait Has: 
l'{z)=n(r—1)ag"t+L(n—1)(n—2)azs+ 
.+(n—k)(n—k—1) a #2... HD ans. 
La formulo de Taylor 
z—a 


1@)= I HT + Er (0) +. 
ce + EE jo (a). + ES jm (a) (6) 
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est une identité algébrique élémentaire, contenant les symboles a 
et z, vérifée non seulement pour les valeurs réelles, mais aussi pour 
les valeurs complexes de ces symboles. 

Donnons maintenant la condition pour que z = a soit une racine 
d'ordre k de f (:). Ecrivons (6) sous la formo: 


4 = _ ay -k 
f()= (a) [| 0 (0) + Er (a)+...+ 2 fe ()]+ 
2—0 {—a)t-1 

+[i) +7 +. + ja o)]. 

Le polynôme qui se trouve dans le second crochet a un degré 
inférieur au degré de (2 — a)*, et de là on voit [VI-2-4] que le 
premier crochet est le quotient, et le second le reste de la division 
de f(z) par (2 — a)". Pour que f (z) soit divisible par {3 — a)", il 
faut et il suffit que ce reste soit identiquement nul, Si nous le considé- 


rons comme un polynôme do la variable (z — a), nous obtenons la 
coudition suivante: 





f{a)=f'(a)=...=f#-9 (a) =0. (7) 
Nous devons y ajouter la condition : 
1® (a) 0, (8) 


car si f* (a) = 0, f (2) serait divisible non seulement par (z — a)* 
mais aussi par (z — a)"*?. Ainsi, Les conditions (7) et (8) sont nécessai- 
res et sufJisantes pour que 3 = a soit une racine d'ordre k du polyn6- 
me ÿ (2). 
Supposons que 1p(z) = f’(z), par suite: 

#'()=f (2), W'G)= (2), pe 0 (2) = 0 (2). 
Si À a est une racine d'ordre £# du polynôme f (2), d'après (7) 
et (8): 

p(a)= 4 (a)=...=pau-2(a)=0 et pi-1(u) #0, 
c'est-à-dire que 3 = a sera une racine d'ordre (k — 1) de 1 (z) ou, 
ce qui revient au même, de f’ (z), c'est-à-dire quo La racine d'ordre k 
d'un polynôme est une racine d'ordre (k — 1) de la dérivée de ce poly- 
nôme. Si nous appliquons successivoment cette propriété, nous 
verrons qu'elle sera racine d'ordre (k — 2) de La dérivée seconde, racine 
d'ordre (k — 3) pour la dérivée troisième, etc., enfin racine d'ordre un, 
ou comme on dit, racine simple pour la (k — 1)fème dérivée. 


Ainsi, si nous avons pour f(z) facteurs: le développement on 
produit de 


f(2)= 00(2— 2)" (2— 22). (22m), (9) 
nous aurons pour f’(z): 
l'(z)= (22,471 (z— 2)... (z— Zm)m 1 o (2), (10) 
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où & (z) est un polynôme n'ayant pus de racines communes avec f (2). 


VI-2-4. Règle de Horner. Indiquons maintenant une règlo commode dans 
la pouaue pour calculer les valours de / (3) et de ses dérivées, pour uno valeur 
onnés z = a. 
Supposons quo l'on ait, en divisant f(s) par (2—4), un quotient jf, (z) 
sou resto r,; en divisant /;({3) par (z—a), un quotient 2 (:) et un reste r2, 
etc. : 


1()=(2—0) fi) +ru rm (0), 
hi (e)=(8—0) fa (8)+ ra r2= fi (o), 
Ja(&)=(2— a) fa(2)+rs ra= fa (a, 


Ecrivons la formulo (6) sous la forme: 

1 1e)+ 0 [LL LÉ 64. ot], 

Si nous comparons cotte formule à la premièro égalité écrite ci-dessus, 
nous obtiendrons : 

he LE 04. HO pop, rm (a. 
En faisant lu même choso avec f1(:}, nous trouverons : 
Lu L en» d 
les EE + He op, 1, 

et, plus généralement : 


rhei 170 (k=1,2,...,n). 


Supposons maintenant que : 
1 (ch aoë a+. an _ss an, 
di (2) =bg2t-1 {- byst-3 + .… k bh-2t+ ns bn = je 


ot montrons comment on calcule les coofficionts du quotient b, et le reste B,. 
Si nous ouvrons les pere et quo nous groupons les termes de même puis- 
sance onu z, nous obtiendrons l'identité: 
age al pb... Lancizton= 
=(2—a)(b02""1-p banal, L bn.2t bras) bn = 
= bot”-+(b3— boa) 3-14 (be — bia) at-2 +... L 
+ (ns — bn20) 3 + (bn — bn ia) 
et si nous comparons les coefficients do degré identiquo de z: 
do bo, Ayæ bi —boa, ao b2— bia, ..., ang = bn — bn_2n, 
an = bn— bn_ua, 
d'où 
bo LT & = boa ba: da = ban 502 bn = bn-2t Hans 
bn bn_1a l-an=r. 
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Ces égalités donnont la possibilité do déterminer successivement les pores b,. 
. même, si nous désignans le quotient et lo reste de la division ji (s) par 
£ — a): 
fa(s)= co "24 4384... Hons2tCn2i Ones Par 
nous aurons : 
co= bo = Co8 + by, C2 ca + Dos +01 Cn-2= 0-30 + bn 
Cn1=0n-20 Hbn1= 72, 


c'est-à-dire quo l'on calcule successivement les coefficients c« à l'aido do à, 
comme 4 à l'aide de «. 
Cotte rméthode de calcul s'appelle règlo ou algorithme de Horner *. En 


F LL (a 


appliquant cette règlo, nous obtiendrons les grandeurs LR : 
Donnons un schéma des calculs, qui n'a pas besoin d'être expliqué: 





a | ao @tr Q2: Gr + + An-2 Anis an 
+ boa, ba, dan, . + bn-50, bh-20, bn1a 














bo:= ao; by ba, bs, es One, ns 


| Or Eds Cor « + ns,  Cn-22 





"(a 
Co—= A0 ir Car Css + + ++  Cn2s | sr = : : 
: m2) (a) 
b = 4h, b li =rnnt = 1 
+ moe fn—2) 1 
_ 1-0 (a) 
mo = 49 MERE mA] 





| 1" (a) 
PACS 


mo 





Exemple. Trouver les valeurs de la fonction: 
f(2)= 25 +4 224 — 273 — 252 + 100 
et de ses dérivées pour z2= —5. 
* On appelle de fnçon généralo algorithme uno règlo donnant l'ordre dons 


lequel il faut offectuer des opérations mathématiques pour obtenir un résui- 
tet cherché. 
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—5 ’ 40, —275 , 1769 


{ , —8, 55, —352 
—5, 65, —600 


—0, —2, —25, 100 
—5, 15, —75, 385,  —1800 
4  —3, 15, —77, 38 | —1700 = / (—5) 







1'(—5 
A0=—— 





1, —13, 120 
—5, 90 L 





1"(—5) 
—952= 51 








V1 
= 19 


Vi-2-5. Lo plus grand commun diviscur. Etudions deux poly 
nômes /\ (2) et f2 (2). Éicon d'eux a une mise en factours déterminée 
de la forme (3). On appelle Le plus grand commun diviseur D (z) de 
cos deux polynômes, le produit de tous los facteurs binômes de la 
forme (2 — a) entrant aussi bien dans la mise en facteurs de fi (2) 
que dans celle do f (2), ces factoues communs étant pris avec un 
exposant égal au plus petit des exposants, avoc lequel ils entrent dans 
les mises eu factours de f (z) et de f, (2). Les facteurs constants 10 
jouent aucun rôle dans l'établissement du plus grand commun divi- 
seur. Ainsi, le plus grand commun divisour de deux polynômes est 
un polynôme dont los racines sont communes à ces deux palynô- 
mes, d'ordre égal au plus petit des doux ordres avec lesquels ils 
entrent dans ces polynômes. Si des polynômes donnés n'ont pas de 
racines cominunes, on dit qu'ils sont premiers entre eux. On peut, 
comme précédemment, déterminer le plus grand commun divisenr 
de quelques polynômes, , 

Pour établir le plus grand commun diviseur par la méthodo indi- 
quéo ci-dossus, il faut avoir une mise des polynômes donnés en fac- 
teurs du premier degré. Mais on trouve la mise en facteurs (3) en 
résolvant l'équation f (:) = 0, ce qui ost un dos problèmes fonda- 
mentaux de l'algèbre. 

On peut cependant, comme cela se fait en arithmétique pour le 
plus grand commun diviseur des nombres entiers, indiquor un autre 
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procédé pour trouver le plus grand commun diviseur qui ne nécessite 
pas la mise en facteurs, le procédé de la division successive. Supposons 
donc que le degré de f; (z) ne soit pas inférieur à celui de f2 (z). 
Divisons le premier polynôme par le second, puis divisons le second 
polynôme f: (2) par le reste, obtenu lors de la première division, 
divisons ce premier reste par le resto obtenu lors de la deuxième 
division, etc., jusqu’à ce que nous arrivions à une division donnant 
un reste nul. Le dernier reste, différent de zéro, est le plus grand commun 
diviseur des deux polynômes donnés. Si ce resto ne contient pas z, 
lcs polynômes seront premiers entre eux. Ainsi, on trouve le plus 
grand commun diviseur en divisant des polynômes, ordonnés suivant 
les degrés décroissants d'une variable. En divisant f; (z) et f2 (2) por 
D (7), nous obtiendrons des polynômes premiers entre eux. L'un 
d'eux ou les deux peuvent ne pas contenir z. 

En comparant los produits de factours (9) et (10), nous voyons 
que le plus grand commun diviseur D (z) du polynôme f (z) et de 
sa dérivée f” (z) sera: 


D(a)= (2) (sa et (aan, 


où nous laissons de côté le factour constant, ce qui est sans impor- 
tance. 


En divisant f (z) par D (z), nous obtiendrons: 
Ie = @9(2—2;)(2— 22) ... (Z2— 2m), 
c'est-à-dire qu'en divisant le polynôme f (z) par le plus grand commun 
diviseur de f (x) et de f’ (z), on obtient un polynôme ayant toutes ses 
racines simples et coïncidant avec les différentes racines de f (2). 


Si f (z) et f’ (z) sont premiers entre eux, f (z) a toutes ses racines 
simples, et réciproquement. 





VI-2-6. Polynômes réels. Etudions maintenant un polynôme 
ayant des coefficients réels: 


f(2)= 002 +214... Hans + an 
ct supposons que ce polynôme ait une racine complexe multiple 
z—a+bi (b-=0) d'ordre k, c'est-à-dire: 
f(a+bt)=f (a+bi)=...=fh-0 (a+ bi) =0, 
ff(a+bi)= A+Bi-0. 


Romplaçons maintonant dans l'exprossion f (& + bi) et dans les 
dérivées toutes les grandeurs par les grandeurs conjuguées. Dans 
cette transformation, les coefficients a,, en tant que nombres réels, 
restent les mêmes, ot seul (a + bi) devient (a — bi), c'est-à-dire 
que lo polynôme f (z) reste le même, mais on mettra à la place de 
30—261 
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g = a + bi, z = a — bi. Après qu'on a remplacé les nombres com- 
plexes par leurs conjugués, comme on le sait d’après (VI-1-4], le 
résultat général lui-môme, c'est-à-dire les valeurs du polynôme, 
devient le conjugué. Nous obtiendrons ainsi: 


f(a—bi}=f'(a—bt)=...=fA-0(a—bi)=0, 
ff({a—bi)=A4—Bi#0, 


c'est-à-dire que si le polynôme à coefficients réels a une racine complexe 
multiple 3 = a + bi (b 0) d'ordre k, il doit avoir également une 
racine conjuguée z = a — bi du même ordre. 

Ainsi, les racines complexes du polynôme f (2) à coefficients 
réels sont réparties par couples de racines conjuguées. Supposons 
que la variable z ne prenne que des valeurs réelles, et désignons-la 
par la lettre x. D'après la formule (3): 


f(x) =ao(z—2)(r— 22) -..(z— 2). 


Si parmi les racines de z il y en a d'imaginaires, les facteurs 
correspondants seront aussi imaginaires. En multipliant deux par 
deux les facteurs correspondant à un couple de racines conjuguées 
complexes, nous obtiendrons: 


—(a+b)]lr—(a—bi)]={(r—a)— 04] [(e — 0) + bi] = 
= (ca) += + pr + 


p=—2a, g=@+ lt (b-40). 


Ainsi, un couple de racines conjuguées complexes, donne un 
facteur réel du second degré, et nous pouvons énoncer la proposition 
suivante: un polynôme ayant des coefficients réels se décompose, en 
facteurs réels du premier et du second degré. 

Cette mise en facteurs est de la forme: 


f(z)=00(2— 2) (er) (er) (+ pr +) xeæ 
X (a+ port q)s...(at+ partout, (14) 


OÙ Ts Las + + & S0nt des racines réelles de f (zx) d'ordre k4, ke, . .. 
..., k, et les facteurs du second degré viennent de couples de raci- 
nes conjuguées complexes d'ordre 4, le, ..., de. 


où : 


VI-2-7. Relations entre racines et coefficients d’une équation. 
Soit, comme ci-dessus, %, 22, . .-, Z, les racines de l'équation: 


a02 Ha... Lan +as=0. 
D'après la formule (3), nous avons l'identité : 
ag + ar" + .., +an2 + an = 00 (2 — 233) (2— 22)... (2— 3). 


VI-2. PROPRIÉTRS FONDAMENTALESJDES POLYNOMES ENTIERS 4697 


Si nous appliquons au second membre la formule d’algèbre élémen- 
taire de multiplication des binômes ne différant que par leur second 
terme, nous pouvons mettre l'identité précédente sous la forme: 


a Ha 214. Hat... ta 
= 0 [2 — Sa2t + Sat LA) Sn 4, + (—1) Sn], 
où S, désigne la somme de tous les produits possibles des nombres z, 


(s = 1, 2,...,n) de k facteurs chacun. Si nous comparons les 
coefficients de degré identique en z, nous obtiendrons: 


=, =, ..., S=(— 1) Se (— SE, 
ou, si nous développons : 
atet+me tt, ) 
2422 2275 +... + Ann = , (42) 
2422... Zn =(— 1) - 


Ces formules sont la généralisation des propriétés connues des 
racines d'une équation du second degré dans le cas d'une équation 
de degré quelconque. Elles donnent, entre autres, la possibilité 
d'établir l'équation lorsqu'on connaît ses racines. 


VI-2-8. Equation du troisième degré. Nous n'étudicrons pas on détail la 
uestion du calcul effectif des racines d'équations algébriques. Co point est 
développé dans les mauuols de calcul epproimatié Nous nous arréterons seu- 
lemont sur le cas d’une équation du troisième nr et nous indiquerons égale- 
ment quelques méthodes de calcul qui soront utiles ES Ja suite. 
Commençons par l'étude d’une équation du troisièmo degré: 
3-08 + ay + 03cm 0, (43) 
Remplaçons y par uno nouvelle inconnue =, en supposant que: 
=2z+o 
En le substituant dans le promier membre de l'équation (18), nous obtiendrons 
l'équation: 
294 (a+ a) 2° + (Ba + 2aça + a) + (43 4102 + ao + 03) = 0. 


Si nous supposons que ae — 3 , Je terme contenant x? est éliminé et, par con- 
séquent, la substitution: 


pus 
ramène l'équation (13) à la forme: 
1&)= + pz+9=0, (44) 


30° 
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qui ne contient pas de terme on z?. 

St p et q sont réols, l'équation (44) peut avoir ses trois racines réelles, ou 
bion une racine réelle et deux racinca conjuguées complexes [VI-2-6]. Pour 
savoir dans quel cas on se trouve, calculons la dérivée promière du premier 
membro de l'équation: 


f'E)m asp. 


Si p>0, f(x) > 0, et f(x) croît continüment et n'aura qu'une racino 
réello car lorsque + passe de — co À + co, la fonction j (x) chango de signo 
(do négative elle devient positivo). gu  P maintonant que p << 0. La fonc- 
tion f (x), commo il est facile de le voir, passera par un she a pour > = 


= —V —$ ot par un minimum pours=}/ 2 . En remplaçant x par ses 


valeurs dans l'expression de fonction f(x), nous obtiendrons respectivoment 
pour lo maximum et le minimum de cette fonotion : 


Si ces doux valeurs sont de même signo, c'est-à-dire si: 


(Ver 


ou: 


3 
+0 15 
l'équation n'a qu'une racine réelle, comprise soit dans l'intervallo (- oo, 
P ; FUP 
_ —?) soit dans l'intervalle (+y 3 + œ) . 
Si lo maximum de f (x) que nous venons de voir est positif, et le minimum 
négatif, c'est-à-dire sl: 
a,» 
TT ta <d (152) 


{(— ©) (- —+) » Î (+y +) , f(+ co) auront respective 
ment les signos (—), (+), (—), (+) ot l'équation (14) aura trois racines 
réelles. Remarquons, de plus, que pour p > 0, la condition (15,) est certainement 
vérifiée. Nous proposons au locteur de démontror que dans lo cas: 


L+h=0 (5 


l'équation (44) a une racine multiple + J/ — ot la racine 3% où nous con- 


sidérons que p # 0, et il résulto de (453) que p <0. Pour p = 0 ot g #0 
nous sons lAnégalité (45:), et l'équation fé prend la forme 2 + qg = 0, 
*est-à-diro que z= Ÿ —9, d'où il résulte ‘équation (14) a une seule racine 
sell (VI-1-6). Pour P ge g=0, l'équation (14) sera: 25—0, ot aura la racino 
tri = 

Nous ue rassomblé les résultats obtonus dans La tablo suivante : 
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Uno racine réelle et doux racines conjugnées 
complexes 


Trois racines réelles différentes 


Trois racines réelles dont l'une est multiplo 





On a représenté sur la fig. 182 la courbe de la fonction: 
y=s+pr+g 


3 S 
pour les différentes valeurs de (L+%) . Dans lo cas (153), à la racine 


double correspond un point où la courbe est Le is à l'axe OX. 

Chorchons maintonant la formule qui exprime Îes racinos de l'équation (14) 
en fonction de ses coefficients. Cette formulo n'est pas valablo pour les calculs 
pratiques, et dans le paragraphe suivant 
nous donnerons un procédé pratique commo” y, 
de pour calculer les racines, en utilisant le 
fonctions trigonométriques. 

Remplaçons les inconnues + par deux 
nouvelles inconnues ot v, en supposant 
que: 

zmutv, (16) 


En portant ces valeurs dans l'équation 
(14), il vient : 


(+ v)S+ p(u+v)+9=0, 
u3+u3+(u+ D) Guv+p)+g=0. (17) 


Nous imposerons aux inconnues u ot v 
la condition suivante: 


Suv+p=0, 
l'équation (17) nous donne alors: 
Bu —Q. 


Nous avons été ainsi amenés à résoudre 
deux équations: 





Z 
we, vi —g (18) Fig. 182 


En élevant au cubo les doux membres de la première équation, nous avons: 


uv = Cr us+ U3= —4 
27 + 0 
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et, par conséquent, u5 et v sont les racines de l'équation du second degré: 


p° 
Soir =, 
c'est-à-dire 
3 # f 03 5 3 3 J 
= 4 À AT D = LV LEE 
eV SE Tia ? DV Et. 09 


Finalomont, d'après la formule (16), nous trouverons: 


3 er à 3 
SYr7 LT Cr _L_/ Eur 
d stTV tait 2 gtgr. (0 
Cette formule qui résout l’équation cubique (14) s'appelle formule de Cardan, 
du nom d'un mothématioion Hellen Qu XVIS aêele. 7 


Désignons en abrégé par À, et AR: les expressions sous le signo de racine 
cubique dens la De id 


2=ŸRi+ŸR. 


Chaque racine cubique possède trois valeurs différentes [V1-1-6], de sorte 
que la formule précédente donnora, en général, neuf valours distinctes de x, 
ot trois d'entre elles seulement seront racines de l'équation (44). Nous avons 
obtenu des valeurs parasites do z du fait quo nous avions élevé la première 
dos équations (18) au troisième degré. Seules peuvent nous convenir les valeurs 
pour lesquelles u et v sont liées par la première relation de (48), c'est-à-dire 
que nous devons prendre dans la formule (20) seulement les valeurs des racines 


cubiques dont le produit est égal à —+ à 
Désignons par la lettre & l'une des valeurs do la racino cubique de 1: 


2n ,,. 2% 4, V3 
em cos +i Sn ets 

an an { y38 
= me em ED ee = selon 
CS cos +1 sin 3 3 5 d, 


et soit W'AR,et ŸR; des valeurs quolconques des racines vérifiant lu condition 
que nous avons vue plus baut. En les multipliant par & et e*, nous obtiendrons 
les trois valeurs de la racine [VI-1-6). | 

Comme e$ = {, nous obtiendrons l'expression suivante pour les racines 
de l'équation (14), en considérant p et g comme des nombres camploxes quel- 
conques: 


PR +V Re m=eÿ Rite Vs = WRiteY Hz (21) 


VI-2-9. Solution sous forme trigonométrique d’uno pre du troisième 

degré. Supposons que les coofficients p ot 4 de l'équation(14) soient des nombres 

rédis, La formule de Cardan, comme nous l'avons déjà dit, ne convient pas 
our calouler les racines, ot nous donnerons des formules plus pratiques. Etu- 
ons séparément quatre cas. 


gÿ , p5 
: TT 0, 


[el t 0. Les expressions À, et R2 de La formule (20) seront ime- 
En ne SA cela, les Prois racines de l'équation seront, comme on lc 
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sait, réclles [VI-2-8]. Supposons que: 
5 7 3 np 
TE 2 += —+ + 4 -$-R=r(cos p+isinq), 


d'où [VI-1-2] : 
r= V +, cosq= +. (22) 


D'après la formule de Cardan, nous avons : 
z=Ÿ7r (cos PE isin PL + 
+7 (cos + —+ sin 22 \ (em0, À, 2). 
En prenant dans les deux termes des valeurs égales pour 4, nous obtien- 


drons comme produit de ces membres un nombre positif : Ÿ” Be . Nous aurons 
finalement : 








æ=2 Tr c0s PER 


(= 0, 1, 2), (23) 
où rot o sont définis par la formule (22), et il n’est pas difticile alors de démon- 
troc que, si nous prenons différents q vérifiant la seconde équation (22),-nous 


obtisndrons un ensemble do racines, idontiquo à celui obtenu à partir de la 
formule (23). 


1! L'a pi 0 (4 
° TT? et ,p< 0. 


L'équation (44) a une seule racine réelle et deux racines conjuguées complexes 
{VI-2-8]}, et il en résulte que : 


DE 
FAT da 
Introduisons l'angle auxiliaire &, en supposant que: 


PS _q 
V 7 TS sin ©. (241) 
Cela nous donnera : 


g a | P° 2,4 P w 
HV eV Etes Fu. 


VA ge 2 qu a eu À 
9 9 2 _4 --y  —L si 
V -$-V Ta V 2 2000 DV 4% 


puisquo d’après (244) : 
P ] / 4 
V = LI sin @. 


En introduisant enfin l'angle q défini par la formule: 


E 
tg pe : (242) 
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nous obtiendrons l’expression suivante pour Ja racine réelle : 
24 
= y -& a (tep+cotgy)= sn * (251) 


Nous proposons au ou de démontrer, en utilisant la formule (21): 
que les racinos imaginaires seront de la forme : 


y = 


sm —— +iV—pootg 2y. (252) 
gp 
Ir. 227 20 et p>0. 


Dans co cas, l'expression (14) aura, comme précédemmont, uno soule racine 
réelle et deux racines conjuguées complexes. VE peut alors être indifférem- 


ment inférieur ot sapériour à [£| , et nous introduirons à la place de la for- 
mule (24,) l'angle w de façon suivante: 


Y P5 _q 
E ERA tgo. (264) 
Cela donne : 


3 
V V7 VE -VEVuS. 
VE VS Vives. 


En introduisant un nouvel ne q selon la formule : 
8 





ep=V UT. (282) 
nous aurons finalement : 
= V' (tgy—cotg q)= —2 V'£ cotg 2. (27) 
Les racines imaginaires seront : 
P iVr 
Vie cotg 2p+ 2% (27) 


L'équation ra sa a une re hs et, dans ce cas, comme dans Je cas où 
p = 0, la ution de l'équation ne présente aucune difficulté. 

Nous pouvons, en A pe les formules trigonométriques, calculer à l'aide 
d’uno table de logarithmes les racines d'une équation cubique avec uno très 
grande précision. 


V]-2. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES POLYNÔMES ENTIERS 473 


Excomplie. 1. 
234924 237-140, 
En supposant quo + = y -—- 3, mottons l'équation sous la forme: 
y5—4y—i=0, 


et cette équation possède trois racines réelles (VI-2-8]. Les formules (22) don- 
nent cos p, ot en trouvant l'angle q lui-même, nous déterminons les racines 
solon les formules (23): 


cos or ; 1g 005 P == 1,51156 


p= 719256" 


P 2304039" ; PL 448040" 50" ; PH 263°40"50" 


3 
4 
lg vs =0,32529; Ig(—ya)=0,26970: Ig(—vy:) == 1,40501 


yi=2,1149 ; va= —1,8608 ; = —0,2541 
æy a —0,8851 ; za —4,8608 ; zg= —3,2541 





Excmple 2. 
x3— 32z+5—0. 


Définissons l'anglo © à l'aido do lu formulo (24,) et l'angle @ à l'aide de la 
formule (24:), ut calculons onsuite les racines (ef. (25,) et (252)}: 


Ig sin o=—1,60206 ; w=—23°34"41" ; D = 1194720" 


lg tg p=1,77818:; p=—80°40"81" ; 2p—61°21/02" 


1 : 4 
\g sin 2 — 0.05672 n 2 11180 


Ig V—p cotg 2p=1,97602 ; V/—p coty 2p =: 0,94628 
= —2,2790 » T2 T3 = 4, 1395-+0,94628 i 





VI-2-10. Méthode itérative. Dans do nombreux cas, lorsqu'on a uno valeur 
approchée x, d'une racino cherchée Ë ayec une faible précision, il est commode 
d'améliorer cette valour approchéo de la racine. Le procédé d’itération ou pro- 
cédé des approzimations successives est un des moyens que l'on emploie pour 
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préctser la valeur approché d’uno racine. Ce procédé, comme on le verra par 
la suite, est valablo non seulement pour les équations algébriques, mais aussi 
pour les équations transcendantes. 

Supposons que nous écrivions l'équation : 


1(&)= 0 (28) 
sous la forme : 
h (= 20), (29) 
J1(z) étant telle que l'équation 
fi(z)=m 


possède pour tout m réol une seulo racine réelle qu'il est facile de calculer avec 
uno très grande précision. Le calcul de la racine de l'équation (29) à l'aido d'ité- 


yehta 








L'HETE Jo 
Fig. 183 Fig. 184 


ration cousiste à substituer la valeur approchéo x, de la racine chorchés dans 
le douxièmo membre do l'équation (29) pour déterminer une deuxième appro- 
Ximation z, de la racine cherchée de l'équation : 
11 (2 = 2 (co). 
En substituant +, dans le second membre de (29) pour l'approximation 


suivante z2, on résout l'équation f, (x) = /2 (z1), etc. Ou détermine ainsi une 
suite de valeurs: 


L0s Tir Las ces Emo ce (30) 
où 


LD = fee), 
fin) = f2 (En), +. 


11 est facile de montrer la signification géométrique des approximations 
oblunues, La racine cherchéo est l'abscisse du point d’interscction des courbes: 


y= hi (325) 


y=fa(x). (222) 
On à représenté sur les [ig. 183 ot 184 ces deux courbes; dans le cas de la 
fig. 183, les dérivées f; (z) ot /; (x) sont de même signe au point d'intersection, 


hd = f2 (co), 
(31) 


et 
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ot dans le cas de la fig. 184, elles sont do signes contraires, ot dans les doux cas: 


(fa (6) 1 1/1 D. 


ce dornier point, menons la droito . = ni 
0 


). 

Si l’on prend In premièro approxima- 
tion suffisamment près de £, cotte suite, 
comme on le voit sur la figuro, tond vers 
uns limite &, ot, dans le cas où 7; (Ë) et fs (E) 
sont de mêmo signe, on obtient une ligne 
ie a ete . E q . 18 ?: 
ot si j; (E) ot f: (E) sont de es différonts, 
cette 1 brisée tond vers E, On ayant la for- 
me d'uno spirale (lg. 184). Nous no donnce- 
rons pas de conditions ni de démonstration 
rigoureuse do ce que la suite (30) tend vers uno limite £. On peut dans de 
nombreux cas le constater directement à l'aido de la figurc. 

Le procédé indiqué est pement commode pour les applications 
dans lo cas où l'équation (29) a la formo: 


2m f2 (2). 
Soit £ la racine de cette équation, dont la valeur approchée: 
=5+h 
nous est connue. La suite des approximations successivos sera : 
. = {2 (ro), se fa(zss .., En fa (En) ++. 
Un gout démontrer qu’offectivement z, -> Ë pour n => co, si la fonction /2 (x) 
possède une dérivéo /s (x) qui vérifie la condition: 





Fig. 185 


lh(a1<a<1 
dans l'intervalle 
: E—h<s<Eth. 
Exomple 1. Etudions l'équation: 
2i—z—0,2=0. (33) 
Ses racfnes réellessont les abscisses des points d'intersection des lignes (fig. 185): 
y mat, (841) 
y=2+0,2, (342) 


et comme on le voit sur La fig. 185, l'équation (33) possède une racino positive 
et deux racines négatives. 

Aux points d'intersection À et B correspondant à la racino positive ot 
à la racine ns plus grande en valour absoluo, le coefficient angulaire 
de Ja droite {34:) est inférieur en valour absolus au coefficient angulaire de la 
tangonte à La courba (34), c'est-à-dire que lorsqu'on calcule ces racines par 
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itérations successives on doit représenter l'équation (33) sous la forme: 
= z+0,2. 


En pronant pour approximation du premier ordre dans lo calcul de la racine 
positive x, = 1, nous obtiendrons la table {1}. 


21=1,037 (D 
z2==1,0484 

T3= 1,0445 

r4= 1,04472 





La valour x; donne la racine cherchéo à la cinquièmo décimale près. Pour 
calouler la racine négative, plus grande en valeur absuluc, nous prendrons 
comme approximation du promier ordre zx, æ —1 et obtiendrons la table (11). 


= — 0,956 

22 —0,9456 (1) 
z3= —0, 9430 

y —0,9423 

Ts= —0,94214 

ze = —0,94210 





Au point C, auquel correspond la racine négative, la plus petite en valeur 
absoluo, le coefficiont angulairo do la tangente à la courbe (34,) est inférie 
à 4 en valour absoluo, ot, par conséquent, lorsqu'on cffcotue les itérations, 1l 
faut présentor l'équation (33) sous la forme: 


Ze 20 — 0,2. 
En pronant pour approximation du premice ordre x, = 0, nous avons: 


(III) 





Dans les trois cas, Lady de la racine s’est faite suivant uno ligne 
on oscalior, commo on l'a représenté sur la fig. 183, cu qui n'est pas difficile 
à démontrer d’après la fig. 185, ot dans les trois cas, les approximations z, 
tendent, lorsque n croît, vers la racine cherchée, en variant de façon monotone. 
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Exempie 2. 


zstgz. (85) 
Les racines de cotte équation sont les absoisses des points d'interscction 
des lignes (fig. 186) | 


y=z, y=tgz 
ul, comme on lo voit d’après la fig. 186, l'équation possède une racine dans 
chaque intervalle: 


[en-0+, en+n5], 


n=0, Hi, +2, 
Pour les racines positives, on aura l'égalité approchée: 


an (2n+1)+ , 
où nous désignerons par &, la racine positive de degré n de l'équation (35). 





Fig. 186 


Calculons la racine, voisine de & < Pour appliquer la méthodo itérative, 
écrivons l'équation (95) sous la forme: 
zæarctgz 


et prenons comme approximation du promier ordre = ‘ 
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Lorsqu'on calcule la suite des approximations: 
Zn = 070 (B Xnss 


il faut toujours prendre uns valeur d'arc tg contenue dans le troisième quadrent. 
En utilisant les tables de logarithmes et en exprimant les arcs en radiens, nous 
obtiendrons : 

z0=4,7424,  2=4,5033, 


zam4,4998,  29=4,4035. 


VI.2-11. Procédé de Newton. La méthodo itérative, indiquée sur les fig. 183 
ot 184, consiste à approcher de la racine cherchée, suivant des droites parallèles 





Fig. 187 Fig. 188 


aux axes de coordonnées. Nous allons maintenant montrer d'autres procédés 
d'itération dans lesquels on utilise également des droites obliques par rapport 
aux axes de coordonnées. La procédé de Newton en est un. 

Soit 25 et z, deux valours approchées de la racine & do l'équation: 


1(2=0, (86) 


et supposons quo cette équation no possède dans l'intervalle (x, æo) qu'uno 
seule racine E. Sur les fig. 187 et 188, on a représenté graphiquement la courbe : 


y= f(x). 


Los abscisses des pois Net P sont les valeurs approchées x, et zo de la 
racine Ë, qui ost l’absc du point 4. Par le point P on mèno la nte PQ: 
à la courbe, ot du point d'intersection Q, de cetis tangente avec l'axo des abscis- 
808, on a mené l'ordonnée @,Q de la courbe ; du point @, on mène la tangente OR; 
à Ja droite, et du point R; est menée l'ordonnée R,R de la courbe, etc. 

Les points P,, Qu Ra -.. comme on le voit sur la figure, tendent vers 
le point 4, de sorto que leurs abscisses zo, 21, æa, - « « SONt des approximations 
successives do la racine Ë. Donnons la formule qui exprime z, en fonction de z,.:. 

L'équation do la tangente PQ; sera: 


Y— Haso)= f'(r0) (X — 20) ° 
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En faisant Y = 0, nous trouverons l'abscisse du point Q@:: 


ms, 6 
et, plus généraïement : 
enmrnu— Ent) =, 2,3 (38) 
n 1 f (n.1) , , 


Nous voyons que les , sont effectivement des approximations do la racine £ 
siraplement on regardant la figure qui est tracéo dans lo cas où / (x) est monotone 
ot reste convexe (ou concave) dans l'intervalle (x5, 20), autrement dit, lorsque 





Fig. 189 Fig. 190 


F (x) et /" (x) conservent lour signo dans cot intervallo [11-3-1, I11-5-2}. Nous 
nc ferons pas do démonstration analytique rigoureuse do cela. 

Remarquons que si nous avions appliqué le procédé de Newton non pas 
à l'extrémité z9, mais à l'extrémité zç, nous n'aurions pas obtenu d'appro- 
ximation de la racino, comme le montre la tavgente tracée en pointillé. Dans le 
cas de la fig. 488, la courbe est concave du côté des ordonnées positives, 
c'ost-à-dire que f” (x) > 0, et il faut appliquer lo procédé do Newton, comme 
nous le voyons, à l'extrémité où (@ > 0.11 résulte do la fig. 187 que pour 
1° (x) <<0, il faut appliquer lo édé do Nowton à l'extrémité où l'ordonnée 
f(x) <0. Nous arrivons ainsi à la règle suivante: si f’ (x) et /” (x) ne sont 
pas nulles dans l'intervalle (xs, xo), et que les ordonnées f (x$) et f (xo) soient 
de signes différents, nous obtiendrons, en appliquant le procédé de Newton à 
l'extrémité de l'intervalle où les signes de f(x) et f” (x) sont les mêmes, des 
approximations successives de la racine unique de l'équation (86) contenue dans 
intervalle (2, æc). 

Vi-2-12. Méthode d'interpolation simple. Bxposons un autre procédé 
de calcul approché d'uno racine. Monons une droits par les extrémités N ot P 
d'un arc de courbe. L'’absoisse de l'intersection B do cette droite avec l'axe dos 
absoisses donnera une valeur approchée do la racine (fig. 189). Soit, comme pré- 
cédemment, x; et xs les abscisses des extrémités de l'intervalle. L'équation de 
la droite WP sera: 

Y=f(zo) X—s0, 
1(&)—1(z0) %—2%0 
En supposant que YŸ = 0, nous trouverons l'abscisse du point 2: 
sûf (0 —20/ (=) 
To) — f(x 
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soit : 
… (eo 2) f (x) 
F0 701) ‘ (88) 


20-02) (0), 
10) —1 (x) 

Remplacer un arc de courbe par un sogment de Îa droite passant par 
les extrémités de cet arc do courbe revient à remplacer la fonction LE) 
dans l'intervalle considéré par un polynôme du premier degré ayant les mêmes 
valours extrêmes que { (x), ou, ce qui rovient au mêmo, c'est supposer que dans 
L'intorvallo considéré les variations do f (x) sont praportionnelles aux variations 
de r. Ce procédé, que l'on appelle couramment interpoletion linéaire, est utilisé 
par uxemple, lorsqu'on se sert de tablos logarithmiques. Lo procédé do calcul 
d'uno racino quo nous avons cité s’appeillo aussi parfois règle de la fausse sup- 
position. 

Si on utilise simultanément la méthode d’intorpolation linéaire et la métho- 
de do Newton, on peut rapprochor les deux limites +5 ot x, de la racino Ë. 

Supposons, par cxemple, que les es de f (x) et de f” (x) coïncident à 
l'oxtrémité de xo, de sorte qu'il faut appliquer la méthodo de Newton justement 
ea ce point. 

. En appliquant les doux procédés, nous obtiendrons deux nouvelles valours 
approchéos (fig. 190): 


soit encore : 


ee Zof (xo)— zo/ (xs) 
ju f(xo)—1(x) ? 
. 1 (20) 
1 77 o) Le 
On pout à nouveau appliquer aux valeurs approchéus de zi et x, es mêmes 
formules et on obtiondra Îes nouvelles valeurs: 


, if (mr) —xif (25) 
* MID ETC ()—7(&) 
1 (1) 
RE 1 
Nous obtiendrons ainsi deux séries de valeurs : 
Too Lis Tao coop Ep ee 
ot 
Tor Las 229 vo Tns 
approchant la racine E à gauche ot à droite, 
Si dans les valours æn et x, les premières décimales coïncident, on aura la 


mêmo précision pour la racine £ qui est contenue entre æ et x. 
Exemple. L'équation 


1@=#-2z—0,2=0, 


que nous avons étudiéo dans l'exemple 4 du [VI-2-10], Tone une racino posi- 
tivo dans l'intervalle 1 << z << 1,1, et dans cot intervalle: 


f'(2)æ5z8—1 et f'()=20x 
ne changent pas de signo. Nous pouvons ainsi supposer que: 
æé=1; Zo=1,1. 
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Calculons jes valours de la fonction f(x): 
1(4)=—0,2 f(1,1)=0,31051, 
d'où l'on voit qu'à l'extrémité de droite (ze == 1,1), { (x) ot f” (x) ont le même 


8 et, par conséquent, il faut utiliser la méthode de Newton en co point. 
Fu d’abord la valeur de f’ (z) à l'extrémité de droite: p 


j' (4,1) ==6,3205. 
D'après les formules (37) et (39), nous aurons: 


+ 0, 4 .0,2 
m1 +5 51081 1000, 
0,3105 
t— 14 1,051. 
Calculons pour l'approximation suivante : 
f (4,089 = —0,0282, Hu (1,051) =—0,0313, f «| 1051) _ 5,1005, 





d'où 


æs= 1,089 + 


0, SES 1, 04469, 


2m 1,051— CS 1, OMABT, 


co qui donno la valour de La racine avec une précision à deux unités près à 
la quatrième décimale [VI-2-10]: 


4,04469.< E < 1,04487. 


VI-3. Intégration des fonctions 


VI-8-1. Décomposition d'une fraction rationnelle en éléments 
simples. Nous avons donné une série de méthodes pour calculer 
les intégrales indéfinies. Nous allons, dans ce paragraphe, compléter 
ces indications et leur donner un caractère plus systématique. 
La première question sera celle de l'intégration d'une fraction ration- 
nelle, c’est-à-dire du quotient de deux polynômes. Avant de résoudre 
cette question, nous établirons la formule qui représente une fonction 
rationnelle sous forme d’une somme de plusieurs fractions plus sim- 
ples. Cette représentation s'appelle décomposition d'une fraction 
rationnelle en éléments simples. 

Soit la fraction rationnelle 


Fr ( 

ES : 
Si c'est une fraction irrégulière, c’est-à-dire si le degré de son numé- 
rateur n'est pas inférieur à celui du dénominateur, nous pouvons, 


en divisant, obtenir la partie entière: le polynôme Q (x) et repré- 
senter la fraction sous la forme: 


= Qt+HE., (1) 


1/a 31—281 
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où a) est une fraction régulière dont le degré du numérateur est 
inférieur à celui du dénominateur. Nous considérerons, de plus, cette 
fraction comme irréductible, c'est-à-dire que nous considérerons 
ue tone et le dénominateur sont promiers entre eux 
V1-2-5]. 
Soit x — a la racine du dénominateur d'ordre k: 
f(æ)=(c—a) fi(z) et fi(a) 0. 
Démontrons que l’on peut représenter la fraction par la somme: 
Pere A, ne (2) 
(0) fi(z) (2—o)  (2—a)k"t fils) 
où À est une constante et le deuxième terme du second membre 
est une fraction régulière. Formons la différence: 
p(z)____ÀA __ P()—4A0@) 
(z— ao)" fit) (æ—o)  (sz—a)t f,(2) 
et déterminons la constante À de manière que le numérateur de la 
fraction du second membre soit divisible par (x — a) [VI-2-1]: 
p(a)— Afi(a)=0, 
d'où 
A=$% (he)#0). 

On peut, avec une telle valeur de À, simplifier la fraclion pré- 
cédente par (z — a), ot on arrivera ainsi à l'identité (2). Elle montre 
que nous pouvons, en éliminant le terme du typo 7, que 
l'on appelle fraction simple, abaisser le degré du facteur Le — a), 
entrant dans le dénominateur, d’une unité au moins. 

Supposons que le dénominateur puisse être développé en produit de 
factours : 

fæ)=(z—0a)" (2— 0)". (e— an), 

Nous n'écrivons pas le facteur constant puisqu'il peut être 
reporté au numérateur. Nous obtiendrons, en appliquant successive- 
ment la règle indiquée ci-dessus, la décomposition de la fraction 
rationnelle régulière en éléments simples: 

A) AÿD AL) 
ge Ah, Ah 4 À FA 


1) (e—apt  (x—ephit Z—0 





A9 Ali Aÿ?) 
Een eat Feat 
ne e NP Fe Tete . 





GE am}m ci . Cp (3) 
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Indiquons maintenant des méthodes pour déterminer les coeffi- 
cients du deuxième membre de l'identité précédente. En chassant 
le dénominateur, nous arriverons à l'identité de deux polynômes, 
et en égalant leurs coefficients correspondants, nous obtiendrons 
un système d'équations du premier degré pour déterminer les coef- 
ficients cherchés. Cette méthode, comme nous l'avons déjà dit 
IVI-2-2], s'appelle Za méthode des coefficients indéterminés. 

Oa peut s’y prendre différemment, en donnant par exemple dans 
l'identité des polynômes précédente différentes valeurs particulières 
à la variable +. On peut encore utiliser cette méthode de substitution, 
si on différentie au préalable un nombre quelconque de fois l’iden- 
tité précédente. 

On peut démontrer — mais nous ne nous y arrêterons pas — 
que le développement (3) est unique, c'est-à-dire que ses coefficients 
ont uns valeur parfaitement définie qui ne dépend pas do la méthode 
de décomposition. Nous donnerons plus loin des exemples d'applica- 
tion de ces méthodes de détermination des coefficients inconnus 
d’une décomposition. 

Dans le cas de polynômes y (x) et f (x) réels, le deuxième membre 
de l'identité (3) peut quand même contenir des termes imaginaires 
provenant de racines imaginaires du dénominateur. Nous citerons une 
autre décomposition d’une fraction rationnelle qui ne présente pas 
cet inconvénient, mais nous nous limiterons au cas où le dénomina- 
tour de la fraction n'a que des racines simples, puisque ce cas est 
le plus important dans les applications. 

Il est facile de démontrer qu'au couple de racines conjuguées 
complexes du dénominateur z = a -+ bi correspondra uns somme 
de fractions simples: 

A + Bi A— Bi 
z—a=ü ls Fu 

En réduisant ces fractions au même dénominatour, nous obtien- 
drons une fraction simple de la forme: 

Mz+N 2, a=0LP 
pi P=—2,qg=r+b). 

Ainsi, dans le cas considéré, la fraction rationnelle réelle se 
décompose en fractions réelles simples: 








p(zx) À! A3 A 
f@) za Font Fa Fons t 
Myzt+N; Maz+Ni : MTLN, 
apps ra tAhnete Lis Frpote! (4) 


où l’on à, sur la première ligne, les fractions correspondant aux 
racines réelles du dénominateur, et sur la seconde ligne, les frac- 
tions correspondant aux couples de racines conjuguées complexes. 


at 
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VI-3-2. Intégration d'une fraction rationnelle. L'intégration 
d'une fraction rationnelle se ramène, d’après la formule (4), à l’inté- 
gration d'un polynôme, ce qui donnera un nouveau polynôme, et 
à l'intégration d’une fraction rationnelle, ce que nous allons étudier 
maintenant. 

Si le dénominateur d'une fraction ne possède que des racines 
simples, elle se ramène, d'après la formule (4), à des intégrales de 
deux types: 


L (=Sdr=Am(z—0)+0 
Mz+N 
. Jared 


A l’aide de ce qui a été dit [111-1-7], nous obtiendrons une solu- 
tion du type: 


2x 
\ FE hln(st+ pet) x parte ble +. 


Ainsi, l'intégrale est exprimée par des logarithmes et des arcs 
tangontes, 

Etudions maintenant le cas où le dénominateur d’une fraction 
rationnelle régulière contient des racines multiples. Considérons 
la décomposition (3). Les nombres imaginaires que l'on peut y ren- 
contrer, ne joueront qu'un rôle d'’intermédiaire dans les calculs, et 
disparaîtront dans le résultat final. 

Eu intégrant des fractions simples dont le dénominateur est de 
degré supérieur au premier, nous obtiendrons également une frac- 
tion rationnelle: 

As dr Are C 1) 
1 —s2>1). 
Er, pomme 

La somme des fractions obtenues après intégration nous donnora 
la partie algébrique de l'intégrale qui, réduite au même dénominateur, 
sera évidemment une fraction régulière de la forme: 


Lo] ) 
ea (ea et (2 — om} 1” 


Le numérateur © (x) est un polynôme dont le degré est au moins 
d’une unité inférieur à celui du dénominateur, et le dénominateur 
est le plus grand commun diviseur D (x) du dénominateur de la frac- 
tion à intégrer f(x) et de sa dérivée première f’ (x) [VI-2-5]. 

La somme des fractions à intégrer restantes: 


A4 APR A 


T0 | z--0 Z— Am" 
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réduite au même dénominateur, sera une fraction régulière do la 
forme : 
an (x) 
(— 05) (7—a2) ...(z2— 4m)" 

où & (x) ost un polynôme de degré inférieur d'au moins une unité 
à celui du dénominateur, lequel est le quotient D, (x) de la division 
de f(x) par D (x). De la sorte, nous obtonons le formule d'Ostro- 
gradski-Hermite: 


pG) O6) , Ç a(s) 
Fer de pet À pres de. (5) 





Les polynômes D (zx) et D, (x) peuvent être obtenus sans qu'on 
connaisse les racines de f (x) [VI-2-5]. Indiquons maintonant com- 
ment déterminer les coofficients des polynômes © (x) et « x) quo 
nous pouvons considérer d’un degré inférieur d’une unité à celnt 
do leurs dénominateurs respectifs. En différentiant l'égalité (5), 
on élimine le signe somine. En éliminant les dénominateurs, on 
aura l'identité de deux polynômes et en utilisant la méthode des 
coefficients indétorminés, ou de la substitution, nous pourrons obte- 
nir les coefficionts do © (x) ct de oi (x). 

La formule d'Ostrogradski-Hermite nous pormet donc d'ohtenir 
la partie algébrique de l'intégrale d'uno fraction rationnelle réguliè- 
re, même lorsque les racines du dénominateur ne sont pas connues. 
Le dénominateur de la fraction située sous le signe intégrale dans le 
second membre de l'égalité (5) ne contiont que des racines simples 
et, en décomposant cette fraction, nous pourrons calculer cette 
intégrale qui, comme nous l'avons déjà vu, sera exprimée au moyen 
de logarithmes ot d’arcs tangontes. Pour effectuer cette dernière 
opération, nous avons besoin de connaître les racines de Di (2). 

Exemple. D'après la formule d'Ostrogradski-Hermito, 

dz __ axètfir+ dx+eztn 
rm prit (Ed. 
En différentfant par rapport à x: 
1  Caz+B) (z3+ 1) —323 (ax2+ pr+ y) +$2+estn 
(5 F1)3 te z +1 
et, on éliminant les dénominateurs, nous avons : 
La (ax +) (25+-1)— 422 (ar + Pr + y) +(02%+ 82-21 n) (x9 +4). 
En caraparant los coefficients de z6, on obtient & = Q, puis en comparant ceux 
du z!, où obtiont y = 0, En faisant ÿ = ô == 0 dans l'identité et on comparant 
coefficients des autres degrés, nous aurons: 
e—a=0, n—2=0, 2a+e—0, Bin=t, 
d'où finalement : 


1 2 
a=y=0æ=es0, BP=—, = 


22—281 
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et par suile: 
dr z Le dz 
\ Fi 30561 3 jai 
: ue calcule cette dernière intégrale en décomposant la fraction en éléments 
simples : 
4 A + Mz+N 
25H14" 241 a—2zt1" 
En éliminant le dénominateur : 
Les A (23—2+41)+(Mz+N) (x +1). 
Eu supposant que z= —1, on obtient a+ , OL en comparant les coofficients 
de z3 ot les termes constants : 


d'où 





Finalement, on obtient : 
dz 1 12 + ——————— 7 = 
F3 JztI 3 Ja—2zti 


+ n(z}t + ln (xè—2z+1)+ 7: oi Vers +C, 





d'où 


dx x 2 { 
mr EYES AE SM &+0-—%ln (a—24+1)}+ 
" 2 2x—1 
3 V3 V3 
VI-3-3. Intégralo d'expressions contenant des radicaux. Etudions 
encore certains autres types d'intégrales qui se ramènent à dos 
intégrales de fraction rationnelle. 
4. L'intégrale : 


ax+b \X az +b \n 

az, EE) Er }'....]as (6) 
où À est une fonction rationnelle do sos arguments, c'est-à-dire 
le quotient de polynômes de ces arguments et À, y, ... sont des 
nombres rationnels. Soit m le dénominatour commun do ces frac- 

tions. Introduisons une nouvelle variablo t: 
az + b 1" 
cz+d Û 


arc tg 





+e 


Il ost évident que x, F et les expressions 


GH), (Ety 
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seront des fonctions rationnelles de + et que l'intégrale (6) se ramè- 
nera à l'intégrale de fraction rationnelle. 
2. Différentielle de binôme. Les intégrales de différentielles de 


binôme se ramènent dans certains cas à l'intégrale (6): 
\ 2" (a4-bzx") dr, (7) 
où m, nr et p sont des nombres rationnels. 
Posons zh: 


. 1e Hs 
À 27 (a+ br Paz tn (a+bt)"dt. 
Si p out sont des nombres entiers, l’intégrale obtenue sera 
une intégrale de la forme (6). De l'égalité évidente 
Er TEL pp 
Ven (a+brat= Ve me (ER Par 
il résulte que dans le cas où 21 + p est un nombre entier, l'inté- 
grale (7) se ramène aussi à la forme (&), 
11 existe un théorème de Tchébychev d'après lequel les trois cas 


cités épuisent tous les cas où l'intégrale de la différentielle d'un 
binôme s'exprime sous forme de fonctions élémentaires. 


VI-3-4. Intégrales du type \ Rx, Vaxi+bx fe) dx. Les inté- 
grales du type: 





(Re, Var Für de, (8) 


où R est une fonction rationnelle de ses arguments, se ramènont 
aux intégrales de fraction rationnelle grâce à La substitution d'Euler. 


Dans le cas où à > 0, on peut utiliser {a première substitution 
d'Euler: il 
Vuxt+br+kc=i— Var. 


En élevant les deux membres de cette égalité au carré et en résol- 
vant par rapport à z, nous obtiendrons: 


mor 
2 Va+b" 
d'où nous voyons que x, F et Vaz? + bx + c seront des fonctions 


rationnelles de £, et, par conséquent, l'intégrale (8) se ramänora 
à une intégrale de fraction rationnelle. 


z 


32+ 
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Dans le cas où c =>0, on peut utiliser La deuxième substitution 
d'Luler : 

Vant+brtc=tr+We. 
Le lecteur pourra le vérifier. 

Dans le cas où a < 0, le trinôme (azx° + bx + c) doit avoir 
des racines réelles 21 et x, car dans le cas contraire il scrait négatif 
pour toute valour réelle de x, et V ax? + bx + c serait imaginaire. 
Dans le cas où il y aurait des racines réolles du trinôme cité, l’inté- 
grale (8) se ramèneruit à une intégrale de fraction rationnelle on 
utilisant La troisième substitution d'Euler: 

Vat-2)(@—z)=t(r—2). 
Le locteur pourra le vérifier. 

Les substitutions d'Euler conduisent la plupart du temps à des 
calculs compliqués, c'est pourquoi nous allons indiquer une autre 
méthode de calcul do l'intégrale (8). 

Désignons pour simplifier les notations: 


y=} ax? Fbr+c. 

Toute puissance positive paire de y représente un polynôme 
en x, et il n'est pas difficile de ramener la fonction à intégrer à la 
forme : 

: © (2) + 2 (2) y 
SALE EE TTC É 
où w, (x) est un polynôme de z. En éliminant l'icrationnel dans le 
dénominateur ot en effectuant des transformations élémentaires, 
nous pouvons mettre l'expression précédente sous la forme: 
= sx) &7 (x) 
R (x, y) &g (2) w Os (x) y 
Le premier terme est une fraction rationnelle que nous savons 


déjà intégrer. En extrayant de la fraction _ la partie entière 


et en décomposant la fraction irréductible en fractions plus simples, 
nous arriverons aux intégrales de la forme: 

(2) 
\ Vazi+ bre (9) 





et 
À dz 
\ Ge)" Vars bito (10) 
où (x) est un polynôme de x. 
Ën outre nous supposons que le polynôme «4 (x) n'a que des 
racines réelles. 
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Avant de passer à l'examen des intégrales (9) et (10) notons 
deux cas particuliers simples de l'intégrale (9): 


dz 
\ VaziF bre a 
= iofshSiWe4izt£)+C (@>0), (11 





Va 
LR 
dx dz : 2 
a — —__—_—______—_ œmAïIcCsIn +C, (12) 
\ V=ñFbrte | = (-—? m 


La formule (11) n'est pas difficile à obtenir si l'on utilise la 
première substitution d'Euler. L'intégrale (12) a déjà éôté étudiée 
précédemment ([II1-1-7]. 

Pour calculor l'intégrale (9) il est commode d'utiliser la formule : 


0 ep V at Thrtc - ds 

Vaste PONO VERT HE, (9) 
où 4 (x) est un polynôme de degré infériour d’une unité à celui 
de + (x) ct À est une constante. Nous ne nous arrêterons pas à Ja 
démonstration de la formule (13). En différentiant la relation (13) 
et en chassant le dénominateur, nous obtiendrons une identité de 
deux polynômes, d'où nous pourrons déterminer les coefficients 
des polynômes 1 (x) et la constante À. 

L'intégrale (10) se ramène à une intégrale (9) grâce à la subs- 
titution: 


z—a=À ° 
Exomple. 
\ dm \ 2—Vs#-zti, 
2 |- Vr—2z+1 . 
ä 2—2+1 
mn Va eu Non Pet = 
= ” un. Vai—z+41 | 
CLP | 
= Z+ lalte—1— (| {z—1) VFat—z F1 eu 
Or: 
sx +41 4 
rt ft ai 


c'est pourquoi : 
PE — 
(z—1) Vri—z t1 2t—xz+i (z—1) Vri—x+i ° 
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D'après la formule (13): 





z dz 
NS D CRÉENT — 
En différentiant cette rolation ot en ch l i 

To en Dr er © chassant le dénominateur, nous 
2x a(2z—1)+2À, 

d'où : 

1 

am, ms, 


ot, par conséquent, d'après la formule (11) : 


TR de VA Jin (2—3+ Va=:F1+c. 
Ep posant : 





Ce Lau ni . 


aous obliendrons : 


\ dz = dt =—m(e+ri+ 
@—1) Va—z+t VAT TZ 
VERT Ce in (44 ne EH) 4e 
m—In(z+1 +2 Va5=x Ft)+ in (s—1)+0C, 


finalement : 


de { n 
Jar Vi n(s+ VAR) + 





+ln(z+i+2Vz—2r#1+0. 
t L'intégrale (8) ost un cas particulier de l'intégrale abéltenne, qui est de la 
ormir : 


{ Rx, y} dx, (14) 


où Æ est uno fonction rationnelle do ses arguments et y est une fonction algébri- 
que de z , c'est-à-dire une fonction de z, qui est définie par f quation : 

l'z, y)=0, (15) 
dont le premicr morabro ost un polynômo entier en zx ot y. Si 

y= VPG) 


où P (z) est ua polynôme du troisième ou du quatrième degré en x, l'intégrale 
alSlienne (14) sern une Intégrale elliptique. Nous nous occuporons de ces fnté- 
grales dans le troisième tomo, Cette dernière intégralo, sans parler de l'intégralo 
àbélicunse générale, ne s'exprime pas au Sn de fanctions élémontaires, Si le 
degré du polynôme P (x) cst plus élevé que 4, l'intégrale (14) s’appellera Ayper- 
elliptique. 
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Si la relation (15) qui exprime y comme une fonction algébrique do x possède 
La propriété que + oty pouvent être exprimés sous forme de fonctions rationnelles 
à faido du paramètre auxiliaire {, il est évident que l'intégrale abélienne 
(44) sc ramène à l'intégrale do fraction rationnelle, Dans lo cas cité, la courho 
algébrique représontative de la relation (15) s'appelle courbe unicursale, En pur- 
ticulier, les substitutions d'Euler servent à montrer que la courbe: 


= oxt+br+e 
est unicursale. 


VI-3-5. Intégrales du typo N R (sin æ, cos æ) dx. L'intégrale 
du typo: 


\ R(sinz, cosxr) dr, (16) 


où À est une fonction rationnelle de ses arguments, 36 ramène 
à une intégrale de fraction rationnelle, si on introduit une nouvelle 
variable : 


t=tigs. 


En effet, d'après les formules connues de la trigonométrie, nous 
avons: 
1—4? 
1+8! 


sinx = cos x = 


2t 
+42? 
et par ailleurs : 
z= arc tgt, de 2 
: 1+13? 
d'où il découle directement notre affirmation. 

Indiquons maintenant quelques cas particuliers où les calculs 
peuvent être simplifiés. 

1. Supposons que R (sin x, cos x) ne varie pas si l’on remplace 
sin z et cos x respectivement par (—sin x) et (—cos x), c'est-à-dire 
supposons que R (sin x, cos x) ait une période égale à x. Comme 

sinz=cosztgz, 
R (sin x, cos x) apparaît comme une fonction rationnelle de cos r 


et tgzx, ne variant pas lorsqu'on remplace cos z par (—cos x), 
c'est-à-dire ne contenant que des puissances paires de cos x: 


R(sinz, cosr)=R,;(cos®z, tgr). 


Dans ce cas, pour ramener l'intégrale (16) à une intégrale de 
fraction rationnelle, il suffit de poser: 


t=tgz. 
En effet, nous aurons : 
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Ainsi, si À (sin x, cos x) re change pas quand on remplace sin x 
et cos x respectivement par (—sinzx) et (—cos x), l'intégrale (16) 
se ramène à une intégrale de fraction retionnelle en posant t = \g x. 

2. Supposons maintenant que R (sin x, cos x) ne change que de 
signe quand on remplace sinx par (—sinæ). La fonction 

R{sinz, cos r) 
sinz 
restera dans ce cas constante, c'est-à-dire qu'elle ne contiendra que 
des puissances paires de sin z, et il s'ensuit que: 
R(sinr, cosx) = R,(sin?r, cosr)-sin x. 


En faisant t=—cosx, nous obtiendrons : 
VR(sinr, cosz)dr = — | R(1— 8, t)dt, 


c'est-à-dire que si /? (sin x, cos x) ne change que de signe lorsque 
sin x devient (—sin x), l'intégrale (16) se ramène à une intégrale de 
fraction rationnelle au moyen de la substitution t = cus x. 

8. Do même il est facile de montrer que si R ({siu x, cos x}, 
quand on remplace cos x par (—cos x), ne change que de signe, l'inté- 
grale (16) se ramène à une intégrale de fraction rationnelle à l'aide 
de la substitution t = sin +. 


VI-3-6. Intégrales du type \ et [2 (x) cos br + Q (x) sin br} dx. 
L'intégrale du type: 
À é%p(x) ar, (17) 


où 4 (x) est un polynôme de x de degré n, on intégrant par par- 
Lies, so ramène à: 
{ ep (x) dr — Lep (zx) — L \ e%*p" (x) dr. 

De cette manière, sortant de l'intégrale le terme formé du pro- 
duit de ex par un polynôme de degré n, nous pouvons abaisser le 
degré du polynôme à intégrer d'unc unité. En continuant de la 
même manière à intégrer par parties et en tenant compte de ce que: 


\ ddr= LC, 
nous obliendrons : 
À esp (e) dr = ep (r) + C. (18) 


où Ÿ (2) est un polynôme du même degré x que @ (x), c'est-à-diro 
que l'intégrale du produit de la fonction exponentielle e“* par le 
polynôme de degré n a également la forme de ce produit. 
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Ên différentiant la relation (18) et en divisant les deux parties 
de l'identité oblenue par e*, nous pouvons déterminer los coeffi- 
cients du polynôme 4% (x) au moyen do cocfficionts indéterminés. 

Etudions maintenant l'intégrale d'une forme plus générale: 


À e%* 1P (x) cos be+ Q (x) sin bel dr, (49) 


où P (x) et Q (x) sont des polynômes en z. Soit n lo dogré le plus 
élevé de ces doux polynômes. En introduisant, en tant que moyen 
auxiliaire, les grandeurs complexes, nous pouvons ramener l'inté- 
grale (19) à l'intégrale (17), en remplaçant cos bx et sin bz par leurs 
valeurs obtennes d’après les formules d'Euler [VI-1-7]: 
bxl + ,-bxi bxi — g-tret 
cos br = Le, Sin be = > — , 
nous obtiendrons : 


\ e%1P(r) cos br + Q (x) sin Lx] dz = 


= À ete pe) de + À ete-20x qu (x) az, 


où (x) et qu (x) sont dos polynômes de degré inférieur ou égal 
à n. En appliquant la formule (18): 


\ e%* [P (x) cos dx 4- Q (x) sin bz] dr = 


= da+obx 4 (x) + ele-00 (2) +, 
où 4 (x) ot 1 (x) sont des polynômes de degré infériour au égal 
à n et en remplaçant: 
esbxi = cos dx + f sin br, 
nous avons en définilive : 


\ e%(P (x) cos bx + Q (x) sin br] dr = 


= e%{R(x) cos bz+S (x) sin kr) -C, (20) 
où R (x) et S (x) sont des polynômes de degré non supériour à n. 
De cette façon, nous voyons que l'intégrale (19) a une expression de 
la même forme que la fonction à intégrer, en outre les degrés des poly- 
nômes dans l'intégrale doivent être choisis égaux au plus grand des 
degrés des polynômes se trouvant dans la fonction à intégrer. 

En différentiant la relation (20), en simplifiant l'identité obtonue 
par e* et en égalant les coefficients des termes semblables de for- 
mo z° cos bzx et x* sin bzx (s = 0, 1, 2, ..., n) se trouvant dans le 
premier et le second membre, nous obtiendrons un système d'équa- 
tions du premier degré, servant à déterminor les cocfficients des 
polynômes R (x) et $ (x). Remarquons par ailleurs quo si cos bz 
ou sin bz no rentre pas sous le signe de l'intégrale, duns le second 
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membre de la formule on doit obligatoirement écrire les deux fonc- 

tions trigonométriques en tenant compte de la règle citée plus haut 

de la détermination des dogrés des polynômes R (x) et S (x). 
Les intégrales de la forme: 


\ eq (x) sin (asx + bi) sin (azx + hs) 


... COS (C7 + ds) cos (cat + d) ... dx 
se ramènent directement aux intégrales de la forme (19). 

En effet, en utilisant les formules de trigonométrie bien connucs 
qui expriment la somme et la différence des sinus et des cosinus sous 
la forme d'un produit, on peut, inversement, exprimer le produit 
de deux fonctions trigonométriques citées plus haut sous forme de 
somme et de différence de sinus et de cosinus. En appliquant un 
certain nombro de fois cette transformation, nous pouvons ramener 
à un seu] le nombre de facteurs trigonométriques sous le signe 
d'intégration, et de cette façon nous obtiendrons une intégrale de 
la forme (19). 


Exemple. D'après la formule (20): 
\ «0% gin bx dz = 00% (A cos bz+ B sin bz)+C. 


En différentiant et en simplifiant par e%*: 
sin bz= (44+ dB) cos bz+(— bA—+ 2B) sin bx, 


d'où! 
aA+bB=0, —bA+taB=t, 
c'est-à-dire : 
b a 
A Peru: 


et finelement 


e%%* sin bz dx = ex (7 cos dx + PEN: sin üz) +C. (21) 
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